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i De qué trata esta platica?

> Esta platica es sobre un espacio E(2, G) que se puede asociar
a cualquier grupo topoldgico G.

» El espacio E(2, G) sabe sobre cuales elementos de G
conmutan y cuales no. En particular, de la definicién:
Si G es abeliano entonces E(2, G) es contractil.

» Simon Gritschacher, Bernardo Villarreal y yo probamos un
reciproco fuerte para grupos de Lie compactos:
Si G es un grupo de Lie compacto y E(2, G) tiene
w1 = mp = w4 = 0, entonces G es abeliano.
P> Antecedentes:
» Cuando G es discreto hay un mejor resultado de Cihan Okay:
Si G es un grupo discreto y m1(E(2, G)) = 0, entonces G es
abeliano.
» Un teorema de Araki, James y Thomas:
Si G es un grupo de Lie compacto y conexo, y el conmutador
GxG— G, (g,h)— g th~1gh es homotépico a una
constante, entonces G es abeliano.



El Plan

» Primero les cuento sobre el caso de grupos discretos.

» Un recordatorio sobre complejos simpliciales.

» La idea de Abels y Holz de «generacién superiors».

» El teorema de Cihan Okay: m1(E(2, G)) = 0 implica que G es
abeliano.

» Luego les platico sobre el caso de grupos de Lie.

» Un recordatorio sobre espacios simpliciales.

» La definicién de E(2, G).

» La herramienta principal de nuestro teorema: el mapa
conmutador.



Complejos simpliciales

Definicién

Un complejo simplicial K es una familia de conjuntos finitos no
vacios talque ) o C 7€ K = o0 € K.

Los vértices son los elementos de los singuletes:

V(K) :={v:{v} e K} = UUeK"-

Realizacién geométrica |K|
Pensamos en los elementos de K como
simplejos.

» {u} € K es un Vvértice . A‘v
» {u,v} € K es una arista
» {u,v,w} € K es un triangulo A
> etc.



El teorema del nervio

El nervio de una cubierta
Sitd = {U;:j € J} es una cubierta de un espacio X, el nervio de
U es un complejo simplicial Ny con:
vértices los elementos de J
simplejos los {Jo, ..., Jjn} tales que Uy N Uy N---NU;, # 0.

El teorema del nervio

Si U cumple que para cualquier {jo,...,jn} C J la interseccidn
U, Uy, N---N U, # 0 es vacia o contractil, entonces X es
homotdpicamente equivalente a Nyy.

Las letras pequenas
El teorema se cumple si:
» U es una cubierta abierta de un espacio X, o

P U es una cubierta por subcomplejos de un complejo simplicial.



Demostracion del teorema del nervio



Pemeostraeién Ejemplo del teorema del nervio

Supongamos que X = Uy U Uy U Us con:
» U; contractil,
» U; N U contractil, y
> U; N U, N Us vacio.

A~

Entonces Ny, u,,u;) €s un tridngulo sin relleno.




Otros modelos del nervio

Sea U = {U; : j € J} una familia de subconjuntos de X.
Podemos construir los siguientes complejos simpliciales:

» Ny, el nervio de la familia.

» Sy, el complejo simplicial de subconjuntos de elementos de U:
{x0,-..,Xn} es un simplejo de S si existe j € J tal que
{Xo, ce ,Xn} - UJ'.

» (y, el complejo de orden del copo (U, C), cuyos simplejos son
cadenas U, C U; C--- C U,,.

Teorema (Abels y Holz)

» Ny y Sy son homotdpicamente equivalentes.
» Sill es cerrado bajo intersecciones no vacias, entonces tambien Gy
es homotdpicamente equivalente a Ny, y Syy.



El nervio y el complejo de subconjuntos

>
>

>

>

Dado x € X, sea Jy ={j € J: x € U;}.

Todos los subconjuntos finitos no vacios de J, son simplejos
de NL{.

Sea N, el subcomplejo de Ny, formado por dichos simplejos.
N :={Ny : x € X} es una cubierta de Ny.

Ny, M --- N Ny, consta de todos los subconjuntos finitos no
vacios de {j € J: {xo,...,xs} C U;}. Por lo tanto, la
interseccién es vacia si ese conjunto de indices es vacio y
contractil de lo contrario.

Por el teorema del nervio, Niy ~ Ny = Sy.



El complejo de orden de la cubierta

>
>

>

Dado x € X, sea U, = {U; € J: x € U;}.

Sea C, el complejo de orden de (U, C).

C :={Cx: x € X} es una cubierta de (.

C, N--- N, es el complejo de orden de

Z:={U;: {x0,...,%xn} € U;}. Por lo tanto, la interseccién es
vacia si Z = ().

Si Z # 0 y U es cerrado bajo intersecciones no vacias,

entonces 7 es dirigido y por lo tanto su complejo de orden es
contractil.

Por el teorema del nervio, Gy ~ Ng = (.



Clases laterales

Sea F una familia de subgrupos de un grupo discreto G, cerrada
bajo interseccion.

La coleccién GF = {gH : g € G,H € F} de todas clases laterales
de elementos de F es una familia de subconjuntos de G a la que le
podemos aplicar las construcciones anteriores.

Obtenemos tres complejos simpliciales homotdpicamente
equivalentes con los siguientes simplejos:

N7 conjuntos de clases laterales con interseccién no vacia

Sgr conjuntos de elementos de G contenidos en alguna
clase lateral

Ccr cadenas de clases laterales ordenadas por inclusion.

Si G € F, estos se vuelven contractiles.



Generacién superior

Sea F una familia de subgrupos de un grupo discreto G, cerrada
bajo interseccién.
El grupo H = colimgcr F tiene la siguiente presentacion:

generadores xg con g € [JF,
relaciones xgp = Xgxp, cuando g, h € F para algin F € F.

Hay un homomorfismo canénico « : H — G dado por k(x;) = g.

Teorema (Abels y Holz)

> mo(Ner) = G/(UF)
> 7T1(NG]:) = kerk

Definicién (Abels y Holz)
La familia F es n-generadora si mx(Ngr) = 0 para toda k < n.



La familia de subgrupos abelianos

Para la familia A de subgrupos abelianos de G podemos decir més.
Primero, recuerden que si G mismo es abeliano, Ng4, Sc4y Cca
son contractiles.

Teorema (Okay)
Sim1(Cea) =1, entonces G es abeliano.

Demostracion.
Por el teorema de Abels & Holz, el grupo

H=(xg:8 € G|Xgh=Xgxnsi[g,h=1)

es isomorfo a G a través de r(xg) = g.

Como (gh)™* = g~ th~! cuando [g, h] =1, la férmula xg — x;*
define un endomorfismo de H. Por lo tanto g — g~ ! define un
endomorfismo de G y G es abeliano. Ol



Conmutatividad afin

Sea G un grupo y sean gp, ..., &y € G. Describamos los simplejos
de Sg4, donde A = subgrupos abelianos de G.
Las siguientes son equivalentes:

» {go,...,8n} estd contenido en alguna clase lateral de algtin
subgrupo abeliano.

> {g&lgl, e ,g(;lgn} conmutan dos a dos.
> {gi_lgj :0 <i,j < n} conmutan dos a dos.

Si se cumplen estas condiciones decimos que {go,...,gn} €s un
conjunto afinmente conmutativo. Llamaremos a S¢ 4 el complejo
de conmutatividad afin de G.

Observaciones

» Cualquier conjunto de 2 elementos o menos es afinmente
conmutativo.

» Un conjunto de 3 o mas elementos es afinmente conmutativo
si y solo si todos sus subconjuntos de 3 elementos lo son.



El grupo fundamental de un complejo simplicial

Sea X un complejo simplicial conexo y sea T un arbol generador

del 1-esqueleto.

El grupo fundamental de la realizaciéon geométrica de X tiene una
presentacién como sigue:

generadores un generador x,, por cada par de vértices {u, v} € X.

relaciones P
| 2
>

>

X = 1
_ -1
Xuy _Xvu
xgo =1si{u,v}eT

XuvXow = Xuw Si {u,v,w} € X

(En particular, el grupo fundamental solo depende de los vértices
aristas, y triangulos en X, no de los simplejos de dimensién mayor).



El grupo fundamental del complejo de conmutatividad afin

Como S 4 tiene todas las posibles aristas, podemos escoger como
arbol generador la estrella con centro en 1 € G. Obtenemos la
siguiente presentacién para m1(Sg.4):

generadores xgp con g, h € G
relaciones P xg1 = x14 =1

> XghXnk = Xgk Si {g, h, k} es afinmente
conmutativo.



El homomorfismo conmutador

Lema
{g, h, k} es afinmente conmutativo = |g, h|[h, k] = [g, k].

Demostracion.
(g th~tgh)(h 'k thk) = g (h~tg)(k th)k

=g (kT'h)(h gk = [g. ]
Por lo tanto, hay un homomorfismo ¢ : m1(Sg.4) — [G, G] definido
en los generadores como c(xgn) = [g, h].
Obviamente ¢ es suprayectivo: su imagen incluye a todos los
generadores de [G, G]. Por lo tanto, si [G, G] # 1, entonces

m1(Sca) # L.

Teorema
Si Sg a4 es simplemente conexo, entonces G es abeliano.



Hacia grupos de Lie

Ahora les quiero platicar sobre E(2, G), el andlogo del complejo de
conmutatividad afin para grupos topoldgicos que definieron Adem,
F. Cohen y Torres Giese, y del andlogo del teorema

«m1(Sg4) = G es abeliano» de Okay que probamos Simon
Gritschacher, Bernardo Villarreal y yo.

Para definir E(2, G) les tengo que contar un poco sobre espacios
simpliciales, que son un variante de los complejos simpliciales que
en lugar de tener un conjunto de simplejos, tienen un espacio de
simplejos.

Antes de hablar de espacios simpliciales, les hablaré de conjuntos
simpliciales, que solo tienen un conjunto de simplejos, al igual que
los complejos simpliciales. Pueden pensar en los conjuntos
simpliciales como una versién «mas flexible» de los complejos
simpliciales, donde los simplejos no necesariamente estan
determinados por sus vértices.



Conjuntos simpliciales

Un conjunto simplicial X, consta de

» para cada n > 0 un conjunto abstracto X, cuyos elementos
llamamos simplejos de dimensién n —nos imaginaremos cada
simplejo equipado con una numeracién fija de sus vértices con
los ndimeros del 0 al n—, y

» funciones dj(") : Xp — Xp—1 para 0 < j < n, que interpretamos
como sigue: para un simplejo x € X,, de dimensién n, el
simplejo d” | | vértice j

plejo d; (x) es la cara opuesta al vértice j en x.

Estas funciones deben satisfacer que d,.("_l) o dj(") = dj(le) o d,.(")

si 0 < i < j < n, que se sigue de la interpretacién que dimos para
(n)

los dJ )

Convencidn

Para aligerar la notacién, el superindice (n) se omite.



Realizaciéon geométrica

Al igual que los complejos simpliciales, podemos pensar en los
conjuntos simpliciales como instrucciones para armar un espacio a
partir de simplejos.

Sea A" un simplejo geométrico y sea ¢; : A"t 5 A" el encaje
lineal con imagen la cara opuesta al vértice J.

Definimos | Xe| = (ano Xn X A”) /~, donde

(x,4i(p)) ~ (dj(x), p) para x € X,,, p € A" L,

La principal diferencia con los complejos simpliciales, es que dos
simplejos distintos pueden compartir parte o toda su frontera
(puede pasar que dj(x) = dj(y), y que la frontera puede estar
«colapsada» (por ejemplo un x € Xj con dy(x) = di(x) es un lazo).
Los conjuntos simpliciales son a los complejos simpliciales como las
graficas con lazos y aristas mdltiples son a las graficas simples.



Conjuntes Espacios simpliciales

Un eenjunte espacio simplicial X, consta de
P para cada n > 0 un eenjunte espacio topoldgico X, cuyos
elementos puntos llamamos simplejos de dimensién n —nos
imaginaremos cada simplejo equipado con una numeracién fija
de sus vértices con los niimeros del 0 al n—, y
» funciones continuas d; : X; — X,_1 para 0 <j < n, que
interpretamos como sigue: para un simplejo x € X, de
dimensidn n, el simplejo dj(x) es la cara opuesta al vértice j
en x.
Estas funciones deben satisfacer que d; o d; = dj_; o d; si
0 < i < j < n, que se sigue de la interpretaciéon que dimos para los
d;.
Realizacion geométrica
Misma férmula: | Xe| = (Hn>0 Xn X A”) / ~, donde
(x,4i(p)) ~ (dj(x), p) para x € X,,, p € A" L,



E(2,G)

Sea G un grupo topoldgico.
Definimos un espacio simplicial E4(2, G) con

En(2,G) = {(go,---,&n) : {80,---,&n} es afinmente conmutativo}.

E.(2,G) € G"*! y le damos la topologfa inducida como
subespacio.

El vértice j de (go,...,8n) €s gj y

di(gos---+8n) = (805> 8j—1,&j+1s- - -+ &n)-

(Hice mucha alharaca de que en los espacios simpliciales un
simplejo no tiene por qué estar determinado por sus vértices, pero
en Eq(2, G) si lo estdn).

El espacio E(2, G) es la realizacién geométrica de E,(2, G).

(La definicién original de Adem, F. Cohen y Torres Giese es
ligeramente diferente, pero isomorfa a esta).



i Qué se sabe de estos espacios?

» iNo mucho!
Si G es abeliano, E(2, G) = EG es contractil.

» Si G es discreto, E(2, G) es homotépicamente equivalente al
complejo de conmutatividad afin de G.

v

» Sobre todo no sabemos mucho para grupos tépologicos
arbitrarios, nos concentramos en grupos de Lie compactos.

» Hay una variante E(2, G)1 que resulta de tomar en E,(2, G)
la componente conexa E (2, G); de (1,...,1). Ese es més
tratable, al menos en términos de cohomologia racional:

Teorema (Adem y Gémez)

Si G es un grupo de Lie compacto y conexo, E(2, G)1 tiene el tipo
de homotopia de un complejo CW con un nimero finito de celdas
y H*(E(2,G)1,Q)) = (H*(G/T; Q) @ H*(G/T;Q))", donde T
es un toro maximalen G y W = Ng(T)/ T es el correspondiente
grupo de Weyl.



i Calculos concretos del tipo de homotopia de E(2, G)?

jHay muy pocos!

Teorema (Okay)

Si G es un grupo extraespecial de orden 32, entonces
m1(E(2,G)) =7Z/2 y el cubriente universal de E(2,G) es
homotdpicamente equivalente a \/151 S2. Asi, por ejemplo,
a(E(2, G)) = 23, y m3(E(2, G)) = 21476 (1)

Teorema (Gritschacher)

E(2,U) ~ BU x BU{6) x BU(8) x ---, donde BU(2n) es el
cubriente (2n — 1)-conexo de BU. As:, 7r2,,( 2,U)=2z"1ty
mont1(E(2,U)) = 0.

Teorema (A., Gritschacher, Villarreal)

E(2,0(2)) ~ S3Vv S?2Vv S? y E(2,S5U(2)) ~ S* vV L*RP?. Asi, por
ejemplo, T10(E(2,SU(2))) = Z/4 @ (Z/24)? y

m0(E(2,0(2))) = Z°% & (Z/2)*° & (2/3)" & (2/15)* & (Z/24)**



Mapa conmutador

Una gran ventaja de la definicidn que les di de E(2, G) comparada
con la original, isomorfa pero un poco distinta, es que sugiere
definir el siguiente morfismo simplicial:

e : Eo(2,G) — B.[G, G]
¢n(go,81---.8n) = ([g0, 81], (81, 82], - - - . [€n—1. &0n])

A la realizacién geométrica, le llamamos el mapa conmutador

c: E(2,G) — B|[G,G].

Cuando G es discreto, ¢ induce el homomorfismo

c:m(E(2,G)) — [G, G] dado por c(xgn) = [g, h] que usamos
antes.

La existencia de ¢ es un poco milagrosa. El espacio E(2, G) se
llama asi porque es parte de una familia E(q, G) definida en
términos de subgrupos de indice de nilpotencia menor que q. Para
g > 2 no sé definir nada analogo a c¢.



El Teorema principal

Teorema (A., Gritschacher, Villarreal)
Para un grupo compacto de Lie las siguientes son equivalentes:
» G es abeliano
» E(2,G) es contréctil.
> ¢: E(2,G) — B[G, G] es nulhomotdpica.
» m(E(2,G)) =0 para k =1,2,4.



Grupos homotdpicamente abelianos

Para grupos de Lie compactos y conexos, la implicacidn «c
nulhomotépica — G es abeliano», es consecuencia de un
teorema clasico de Araki, James y Thomas:

Teorema (Araki, James, Thomas)

Si G es un grupo de Lie compacto y conexo, y el conmutador
algebraico G x G — G, (g, h) — |[g, h] es nulhomotdpico, entonces
G es un toro.

Su prueba depende de la clasificacién de grupos de Lie.
Advertencia: jEsto es falso para grupos disconexos! El grupo
G = (S! x Q)/D donde D = ((—1,-1)) < S! x Qg es
homotdpicamente abeliano, mas no abeliano. En efecto,

[G, G] = (1,£1) (méd D) = (¥1,1) (mdd D). Asi que [G, G]
estd contenido en la imagen de S* x {1} en G, que es = Sl y
conexo por trayectorias.



¢ nulhomotépica = G es abeliano

Si X, es un espacio simplicial, podemos tomar una realizacién

. N
truncada, Fy|X,|, dada por la imagen de [],_q X, x A" en |X,|.
Tenemos un cuadro conmutativo:

YGAG —— FRE?2,G) % FB[G,G] —— ¥[G, G]

| l

E(2,G) —— B[G,G]

La composicién horizontal superior es la suspensién del mapa
GANG— G, gNhw—|g,h].

Si ¢ es nulhomotdpica, también es nulhomotdpica la composicidn
YG A G — B[G,G], y por lo tanto su adjunta

GANG—|[G,G] ~QB[G,G].

Como el conmutador G x G — G se factoriza a través de G A G,
también el conmutador es nulhomotdpico, y por el teorema de
Araki, James y Thomas deducimos que G es un toro.



Bosquejo de la prueba

> Qc:QE(2,5U(2)) — SU(2) tiene una seccién.

» Sima(E(2,G)) =0, entonces la componente Gy de la
identidad en G es un toro.
Este paso usa que para cualquier grupo de Lie simple y
simplemente conexo K existe un homomorfismo SU(2) — K
que induce un isomorfismo en 3.

» Si Gp es un toro y E(2, G) es 2-conexo, entonces el mapa
conmutador ¢ : E(2, G) — B[G, G] es nulhomotdpico.
[G, G] C Gy también es un toro, digamos de rango r, y mapas
asi corresponden a clases en H?(E(2, G);Z") = 0.



