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Rectas tangentes, planos tangentes.

Si F:R? — R es una funcién suave, {(x,y) € R?: F(x,y) = 0}
es una curva.

Dado un punto (xp, ¥o) en la curva, la ecuacién de la recta
tangente en ese punto es

gF(XOJ/o)(X — X0) + i(xo yo)(y — y0) = 0.

Algo similar sucede en cualquier nimero de dimensiones, por
ejemplo, si F : R3 — R es una funcién suave,

{(x,y,z) € R3: F(x,y,z) = 0} es una superficie.

Dado un punto (xo, yo, Z0) en la superficie, la ecuacién del plano
tangente en ese punto es

OF OF OF
g(xo, Y0, Zo)(X—Xo)+@(Xo, Y0, zo)(y—y0)+E(x0, ¥0,20)(z—20) = 0.



Puntos criticos

Si para algiin punto (xo, yo, Zo) sucediera que

OF OF OF
a(Xod/o,Zo) = c’Ty(XO’yO’ZO) = E(Xo,}’o,zo) =0,

entonces jno tenemos un plano tangente a F = 0 bien definido en
ese punto!

En ese caso decimos que (xo, Yo, Z0) €s un punto critico de F.



Valores regulares

Si ¢ € R cumple que ninguno de los puntos (xo, o, 2o) tales que
F(x0, Y0, 20) = ¢ es critico, entonces la superficie de nivel
{(x,y,2) € R®: F(x0, y0,20) = c} tiene un plano tangente en
cada punto.

En ese caso, decimos que ¢ es un valor regular de F y que la
superficie de nivel F~1(c) es una superficie suave.



Mas variables, mas ecuaciones

Si F:R™ — R" es una funcién suave, un punto xg € R™ se llama
critico, si el rango de la matriz Jacobiana

._ [ OF;
Jr(x0) := (c’bg (X0)> 1<i<n,1<j<m

€S menor que n.

Si ¢ € R" es tal que ninguno de los puntos xp con F(xg) = ¢ es
critico, entonces en cada punto xp de F~1(c) hay un hiperplano
tangente bien definido cuya ecuacién esta dada por

JF(X())(X — Xo) =0.

En ese caso ¢ se llama un valor regular de F y el conjunto F~1(c)
es un ejemplo de una variedad suave.



Variedades suaves

La topologia diferencial estudia este tipos de objetos geométricos,
que tienen hiperplanos tangentes en cada punto, como F~1(c)
cuando ¢ es un valor regular de F.

En general una variedad suave no tiene porque estar dada por «un
sistema de ecuaciones global» de la forma F~1(c).

Un subconjunto X C R" es una variedad suave de dimension

m < n si para x € X hay una bola abierta V de R” tal que XNV
se pueda parametrizar por medio de una funcién suave definida en
un abierto de R™, esto es, que exista un abierto U C R™ y una
funcién suave ¢ : U — X N V que es biyectiva y cuya inversa
también es suave.

En particular, cada punto x € X tiene una vecindad V tal que

V' N X es homeomorfo a una bola euclidiana de dimensién m.
«Cerca de cada punto de X, X se ve como un cachito abierto de
R7.»



Variedades suaves con frontera

Hasta ahora hemos hablado de objetos geométricos como el
elipsoide de ecuacién %2 + %2 + z? = 1. Esto es una superficie, una
variedad de dimensién 2. Cada punto del elipsoide tiene una
vecindad difeomorfa a un disco abierto en R?.

Consideremos ahora el elipsoide con todo y su interior, es decir, los

puntos que satisfacen la desigualdad:

2 2
X Yy 2
— 4 = <1.

2 + 9 +2z° <
» Los puntos del interior (los que cumplen la desigualdad

estricta) tiene vecindades difeomorfas a bolas de R3.

» Los puntos donde se cumple la igualdad tienen vecindades
difeomorfas a semibolas en R3, como
{(x,y,2) eR3: x>+ y2 + 22 < 1,z > 0}.
Si permitimos semibolas entre las vecindades, obtenemos la nocién
de variedad con frontera.



El cdlculo de varias variables se generaliza a variedades
suaves

Hacemos trampa para definir funcién suave: recurrimos a los R¢
donde ya sabemos qué significa.

Si X C R"y Y C R¥ son variedades suaves, decimos que una
funcién F : X — Y es suave, si para cada punto x € X hay una
bola x € U C R" y una funcién suave F : U — R¥ tal que
Flxnu=F.

También hay un sustituto de la matriz Jacobiana de F en un punto
x € X: una transformacién lineal DF(x) : TxX — Tg(,) Y, donde
T, X es el hiperplano tangente a X en x (y similarmente para Y).
De nuevo x es valor critico si el rango de DF(x) es menor que la
dimensién de Y y ¢ € Y es valor regular si ninguno de los x tales
que F(x) = c es critico.



El Teorema de Sard

Nos gustan los valores regulares porque asi podemos obtener
subvariedades.

Teorema

Si F: X — Y es una funcion suave entre variedades con frontera y
c es un valor regular para la restriccion de F tanto a la frontera de
X como al interior de X, entonces F~%(c) C X es una subvariedad
con frontera de X, de dimensién dim X —dim Y, y cuya frontera es
I(F1(c)) = F1(c)noX.

Comparte este Teorema de Sard de la abundancia para que nunca
te falten valores regulares:

Teorema
Casi todos los valores son regulares, es decir, el conjunto de puntos
de Y que no son valores regulares para F es de medida 0.

En particular si tenemos n funciones suaves con codominio Y casi
todos los puntos de Y son valores regulares para las n funciones
simultdneamente.



Topologia de dimensiones muy, muy bajas

Variedades de dimension 0
» Conexas: un punto.

» Compactas: un conjunto finito de puntos.

Variedades de dimensién 1
» Compactas y conexas: [0,1], St
» Conexas pero no compactas: (0, 1), [0,1).

» Compactas: uniones ajenas de un nimero finito de intervalos
cerrados y circulos.

Propiedad clave

Todas las variedades compactas de dimensién 1 tienen un nimero
par de puntos en la frontera.



El Teorema del Punto Fijo de Brouwer

Sea D" = {x € R" : ||x|| < 1} el disco de dimensién n.

Teorema
Cualquier funcion continua f : D" — D" tiene al menos un punto
fijo, es decir, para algin x € D", f(x) = x.

Ejercicio de calentamiento: dimensién 1
Para n =1, esto es facil de probar.

Demostracién.

Dada f : [0,1] — [0, 1] continua definimos g : [0,1] — R por la
férmula g(x) := f(x) — x.

Tenemos que g(0) = f(0) >0y g(1) =f(1)—1<0.

Por el teorema del valor intermedio, hay algin xp € [0,1] tal que
g(x0) =0y por lo tanto, f(xg) = Xo. O



Reduccion al caso suave

Las herramientas de la topologia diferencial estdn hechas para
funciones suaves. Muchas veces podemos deducir resultados para
funciones continuas a partir del caso suave usando aproximacion.

Teorema

Dada una funcién continua f : D" — D" y un € > 0, existe una
funcion suave g : D" — D" tal que ||f(x) — g(x)|| < € para toda
x € D".

Supongamos que sabemos el teorema de Brouwer para funciones
suaves y sea f : D" — D" continua.

Para cada k, sea gx : D" — D" suave con ||f(x) — gk(x)|| < 1/k.
Cada g tiene un punto fijo x. Los {xx} tienen una subsucesién
convergente, digamos {xj; }.

Tenemos |[£(xi) — x| = || (xi5) — g0l < 1/k.

Por lo tanto, Iimjﬁooxkj es un punto fijo de f.



Reduccion al teorema de no retraccion

Tal vez el siguiente teorema es mds intuitivo que el de Brouwer:

Teorema
No existe una funcién suave g : D" — OD" tal que glop» = idgpn.

Si f: D" — D" no tuviera puntos fijos, podriamos construir un
contraejemplo al teorema de no retraccion.

Definimos g : D" — OD" geométricamente como  g(x)

sigue: dado x € D", consideramos seguimos el rayo

que parte de f(x) hacia x hasta que corte a D" y

definimos g(x) como el punto de interseccién.

iPor qué es suave g? Pues g(x) = f(x) + t(x — f(x)) para el valor
de t > 0 que cumpla ||f(x) + t(x — f(x))|| = 1, o sea,

I — FOIPE2 4+ 2(F(x), x — F(x))t + [[F(x)]2 — 1 = 0.

Consideremos la férmula cuadratica: como una solucién es > 0y la
otra es < 0, el nimero en la raiz es > 0; y el denominador es
Ix — £(x)]|?> > 0.



Prueba del teorema de no retraccion

Una versién un poco mas general del teorema de no retraccion:

Teorema
Si X es una variedad suave con frontera, no existe una funcién
suave g : X — 0X tal que glox = idyx.

Demostracién.

Supongamos que exista tal g y sea z un valor regular de g.
Entonces g7 1(z) es una subvariedad de X de dimensién

dim X —dim9X = 1y con frontera 9(g~1(z)) = g () N OX.
Como g(w) = w # z para cualquier w € 90X \ {z}, entonces
g Hz)noX = {z}.

iEsto contradice que d(g~1(z)) tiene un ndmero par de
puntos!



El grado médulo 2 de una funcién suave

Teorema

Sean X y Y dos variedades suaves sin frontera de la misma
dimension tales que X es compactay Y es conexa. Sif : X — Y
una funcién suave, entonces para cualquier valor regular y € Y, el
niimero de puntos en f~1(y) siempre tiene la misma paridad.

Advertencia: Solo la paridad del nimero de preimagenes es

invariante. Consideremos f(x) = x?:

> siy >0, #F Yy)=2;
> siy <0, #f(y) =0;
> siy =0, #f 1(y) =1, pero y = 0 no es valor regular.

Definicién
Llamaremos grado mdédulo 2 a la paridad del ndimero de
preimagenes, y lo denotaremos deg(f) € Z/27Z.



Homotopias entre funciones

El grado médulo 2 no cambia si la funcidén «cambia gradualmente».
Supongamos que para toda t € [0, 1] tenemos una funcién suave
h: : X — Y. Podemos imaginar esa familia de funciones como una
pelicula mostrando como varia la funcién h; al avanzar el tiempo t.
Por ejemplo h:(x) = tx® + (1 — t)sin(x) es una pelicula que
empieza con la funcién sin(x) en t = 0 y termina con una pardbola
ent=1.

Definicién

Una homotopia entre dos funciones suaves f,g : X — Y es una
funcién suave h: X x [0,1] — Y tal que h(x,0) = f(x) y

h(x,1) = g(x) para toda x € X.

Las funciones intermedias en la pelicula estan dadas por
he(x) := h(x, t).



El grado médulo 2 es invariante bajo homotopia

Teorema

Sean X y Y dos variedades suaves sin frontera de la misma
dimension tales que X es compacta y Y es conexa. Si

f,.g : X — Y son dos funciones suaves homotdpicas, entonces
deg(f) = deg(g) (mdd 2).

Probaremos al mismo tiempo este teorema y que el grado estd bien
definido (o sea, que la paridad de #f~1(y) no depende de qué
valor regular se elija).

Por el resto de la prueba, X y Y denotardn variedades suaves sin
frontera de la misma dimensidn tales que X es compactay Y es
conexa. Usaremos f, g : X — Y para funciones suaves y h para
una homotopia entre ellas.




El grado es localmente constante en un punto regular

Lema

Sea y un valor regular de f : X — Y. Entonces existe una
vecindad V), de y tal que cualquier y' € V,, es un valor regular y
#1y) = #1(/).

Demostracion.

Sea F~Yy) = {x1,. ., Xm}

Como X y Y tienen la misma dimensién, podemos usar el teorema
de la funcién inversa para concluir que alrededor de cada xx hay
una vecindad W tal que f(Wj) es abierto y |y, : Wi — f(Wk)
es un difeomorfismo.

Podemos encoger los W) para que sean ajenos (porque solo hay un
ndmero finito de ellos).

Definiendo V' := NP_ f(Wi) y U, := Wi N f71(V'), tenemos que
flu, : Uy — V' es un difeomorfismo.

Sabemos que f~(y) tiene un punto en cada U,, pero para

algunos y’ € V'’ podria haber mas preimdgenes fuera de J U,.
Vy = V' \ f(X\UU) es la vecindad deseada. O



Para un valor regular fijo, el grado es invariante bajo
homotopia

Lema
Sif,g: X — Y son funciones suaves, h: X x [0,1] — Y es una
homotopia entre ellas, y y € Y es valor regular tanto para f como

para g, entonces #f1(y) = #g *(y) (mdd 2).

Demostracion.

Por el lema anterior hay una vecindad de y en la que todos los
puntos son valores regulares tanto para f como para g y el nimero
de puntos en las preimagenes no cambia.

Podemos escoger un y’ en la vecindad que también sea valor
regular para h.

Entonces h=1(y’) es una subvariedad de dimensién 1 de X x [0, 1],
con frontera A(h~1(y')) = (F~1(y") x {0}) U (g~ 1(') x {1}).

Y por lo tanto, j#f1(y') + #g 71 (y') = #9(h~1(y’')) es par! [



Misma prueba, ahora en un dibujo




Se puede mover cualquier punto a cualquier otro

Teorema
Para cualesquiera dos puntos y,y’' € Y existe un difeomorfismo
/

¢ Y — Y homotdpico a la identidad tal que ¢(y) = y'.

Esto, desde luego, usa que Y es conexa.

La idea es hacer primero el caso del disco D": si pudiéramos probar
que para cualesquiera dos puntos del interior hay un difeomorfismo
D™ — D" que lleva uno en el otro fijando la frontera;

entonces habria una vecindad de y € Y donde podriamos mover a
y a cualquier punto de la vecindad sin tocar el complemento de la
vecindad.

Y el conjunto de puntos de Y a los que podemos mover y
mediante un difeomorfismo homotépico a la identidad seria tanto
abierto como cerrado.



Todo lo que queriamos saber sobre el grado mdédulo 2

De los dos teoremas basicos sobre el grado:
> que la paridad de #f~1(y) no depende del valor regular y, y
» quesi f y g son homotdpicas, deg(f) = deg(g) (méd 2),
jya solo nos falta terminar el primero!
Sean y, y’ valores regulares de f ysea ¢ : Y — Y un
difeomorfismo Y — Y tal que ¢(y) = y'.
Entonces y’ es valor regular de ¢ o f y esta funcién es homotdpica
af.
Por lo tanto #f ~1(y') = #(¢ o f)7L(y') = #f1(y) (mdd 2).



Resumen sobre el grado médulo 2

Sean X y Y dos variedades suaves sin frontera de la misma
dimension tales que X es compacta y Y es conexa.

Teorema

Sif: X = Y una funcién suave, entonces para cualquier valor
regular y € Y, el niimero de puntos en f~1(y) siempre tiene la
misma paridad.

Teorema
Sif,g: X — Y son dos funciones suaves homotdpicas, entonces

deg(f) = deg(g) (mdd 2).



Criterio para grado par

Teorema _
Sif: X =Y se puede extender a una funcién f : W — Y donde

W es alguna variedad suave cuya frontera es X, entonces
deg(f) =0 (méd 2).

Demostracion.

Para calcular el grado, elegimos y € Y que sea valor regular para f
y f.

Entonces f~!(y) es una variedad de dimensién uno con frontera
f~1(y). Por lo tanto, f1(y) tiene un niimero par de puntos. [



El teorema fundamental del algebra, |

Teorema
Cualquier polinomio de grado mayor o igual que uno con
coeficientes complejos tiene al menos una raiz compleja.

Demostracion.

Sea p(z) = z" +a1z™ 1 + .- + a, un polinomio con aj € C.
Definimos p;(z) = z" + t(a;z™ 1 +--- + a,) para t € [0,1].

Esto nos da una homotopia entre po(z) = z" y p1(z) = p(2).

Si elegimos R suficientemente grande ninguno de los polinomios p;
tiene raices sobre el circulo Cg := {z € C: |z| = R}, ya que:

aa a a
Pi(2) :1+t(—1+—§+-~+—”> o0 g
z" z z z"

Entonces sobre Cg podemos dividir entre |p;(z)| y obtenemos una
homotopia Z—:' : Cr— G

(continuars. .. )



El teorema fundamental del algebra, Il

Demostracion.
Como el grado médulo 2 es invariante bajo homotopia, tenemos

que deg <ﬁ) = deg (%) (méd 2).

Es facil calcular deg (ﬁ): cualquier w € (7 tiene n preimagenes

dadas por las n raices n-ésimas de w —bueno, técnicamente dados
por Ry/w € Cg.

Si el polinomio p no tuviera raices, entonces la funcién ﬁ estd
bien definida en todo el disco Dg := {z € C : |z] < R}, cuya
frontera es dDg = Ckg.

Entonces por el teorema anterior, deg(ﬁ) =0 (méd 2).

Esto es una contradiccién si n es impar y por lo tanto hemos
probado el teorema fundamental del dlgebra para polinomios de
grado impar. O



.Y la otra mitad?

Para eso se necesita una nocién de grado que toma en cuenta
orientacién. ..
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