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Espacios hiperbolicos

Definicion
Un espacio métrico es hiperbdlico si existe § > 0 tal que todo
triangulo geodésico A = (71,72, 73) es d-delgado; esto es,

71 C Ns(72,73), 72 C Ns(71,73), ¥3 € Ns(71,72)-
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Grupos hiperbolicos

Definicion
Un grupo G con conjunto generador finito S es hiperbélico si
Cay(G, S) es un espacio hiperbdlico.

:Como se puede generalizar esto?
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El grafo de Cayley aconado

Sea G un grupo finitamente generado con grafo de Cayley I' y sea
{H1,...,H;} un conjunto de subgrupos de G finitamente
generados,conr € N,

Definicion
El grafo de Cayley aconado de G respecto a {Hs, . .., H,} es el grafo
r= F({Hl, ..,H,}) dado como sigue:

- Vertlces. son los vértices de I y se agrega un vértice v(gH;)
por cada clase lateral gH;,cong € Gei € {1,...,r}.

= Aristas: son las aristas de [' y se agrega una arista de
longitud 2 entre hy v(gH;) paracadag € Gy h € gH;, con
ie{1,...,r}.
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Observacion

Sea G un grupo finitamente generado y H < G un subgrupo normal,
entonces H\G ~; I'(H).

‘? > Cay(za2) (052)
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Grupos débilmente relativamente

Definicion

El grupo G es (débilmente) hiperbdlico relativo a {Hy, ..., H} siel
grafo de Cayley aconado I' de G respecto a {Hi,...,H,} es
hiperbdlico.

Observacion
Los grupos hiperbolicos son débilmente relativamente
hiperbdlicos.
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Sea S un conjunto generador finito de Gy S; un conjunto de
palabrasy,}. € F(S) las cuales representan los generadores de H;,
coni € {1,...,r}ydonde F(S) denota al grupo libre generado por
S.Dado un camino w en I, se construye a i en T como sigue.

Se busca de izquierda a derecha en w subpalabras y;; si
estas se traslapan, se consideran las que se encuentran
mas a la izquierda.

Para cada subpalabra maximal z de w dada pory,fjs, sizva
degagzenT,sereemplaza el camino dado por z por una
arista del vértice asociado a g al vértice v(gH,) y una
arista de v(gH;) al vértice asociado a gz.
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Definicion
Dado un camino w en T, si W pasa por algun vértice v(gH;) se dice
que w (o W) penetra a la clase lateral gH;.
Definicion
SeawuncaminoenT.
o SiWesunageodésicaenT sedice quew esuna
geodésicarelativaenT.
o Siwesuna (P,0)-cuasi-geodésica,con P > 1,awse le
llama una (P, 0)-cuasi-geodésica relativaenT.
o Elcamino w (o W) es un camino sin backtracking si para

toda clase lateral gH; penetrada por W, W no pasa por gH;
mas de una vez.
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El par (G, {Hy, ..., H,}) satisface la Propiedad BCP si para todo
P > 1existe c = ¢(P) > Otal quesiuyvson (P,0)-cuasi-geodésicas
relativas sin backtrackingconu_ = v_y dr(uy,v;+) < 1(donde
u_,v_yu,,v; denotan los extremos iniciales y finalesde u y v,
respectivamente), entonces se satisface lo siguiente.
Si u penetra un coset gH; pero v no penetra a gH,,
entonces u viaja una -distancia a lo mas c en gH,.
Siuy v penetran a un coset gH;, entonces los vértices de I
en los que uy v entran a gH; por primera vez se
encuentran a I'-distancia a lo mas ¢; similarmente, para
los vértices en los que u y v salen de gH, por Gltima vez.
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Observacion
Los grupos hiperbdlicos satisfacen la propiedad BCP.
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Grupos hiperbolicos

Proposicion
Sea G un grupo finitamente generado. Se tiene que G es hiperbdlico
siy s6lo si su funcion de Dehn asociada J; es a lo mas lineal.

Teorema
Sea G un grupo finitamente generado. Se tiene que G es hiperbdlico
siy s6lo admite una presentacién de Dehn.

Corolario
Sea G un grupo finitamente generado. Si G es hiperbdlico entonces
es finitamente presentado.

:Como se puede generalizar esto?
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Grupos relativamente fin. pres.

Consideremos G un grupo, {H) } xea Una coleccion de subgrupos de
Gy X C Gsimétrico (estoes, X = X71).
Definicion
El grupo G es generado por X respecto a {H) }aen si G es generado
por el conjunto ( U Hx ) UX.

AEA

Un grupo G generado por X respecto a {H) } ea puede pensarse
como un cociente del grupo

F = (*xen Hy) * F(X),

donde F(X) es el grupo libre generado por el conjunto X C Gy para
cada A € A, Hy es una copia isomorfa de H,.
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H=|] (A1),

AEN
entonces F esta generado por X U H.

Para cada A € A se define el conjunto S) como el conjunto de
palabras en el alfabeto H) que representan la identidad en F,

entonces
F= <X,’HS=1siS€ U5A>.

AEA
Se denotara por N al nicleo del morfismo

F—G

dado por extender los isomorfimos dados por Hy 2 Hy, y la funcién
identidad en X.
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De||n|C|on

Siun grupo G generado por X respecto a {H) } xca Satisface que N,
dado como antes, es la cerradura normal de R en el grupo F, para
alglin subconjunto R C (X U H)*, entonces G tiene presentacion
relativa respecto a {H)} ea dada como

<X,H

Para simplificar notacién, nos referiremos a la presentacion dada
en la definicion previa escribiendo

S=1§SELJSMR=1§RER>.
AEN

(X,Hx, A€ NR=1siReR) (1)
La presentacion relativa (1) es finita si los conjuntos X y R son
finitos.
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Funciones de Dehn

Sea G un grupo dado por la presentacion relativa (1). Para toda
palabra W € (X U H)* que representa 1 en G existe una expresion

k
w=¢ [ [ *Rif;, (2)
i=1

donde = representa laigualdad en el grupo F,R; € Ry f; € F para
todoi € {1,...,k}.
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Definicion
Una funcion isoperimétrica relativa de la presentacion (1) respecto
a {Hx}xen es una funcion

f:N— N

tal que para todo n € Ny cualquier palabra W € (X U H)* con
[|W|| < n(donde]| - || denota la longitud de W) que representa 1 en
G, es posible escribir a W como en (2) con

k < f(n).
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Definicion

La funcién de Dehn relativa de un grupo G con presentacion (1)
respecto a {H) } xen es la funcion isoperimétrica relativa de (1) mas
pequeiia.

Si G no posee funciones isoperimétricas relativas finitas, se dice que
la funcion de Dehn relativa no esta bien definida.

Definicion
Dadas funciones f,g: N — N, decimos que f es asintéticamente
menor que g si existen constantes C, K, L € N tales que

f(n) < Cg(Kn) + Ln
yseescribef < g.Sif < gyg =< f, entonces f es asintéticamente

equivalente a g, se denotara ésto como f ~ g.
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Grupos relativamente hiperbolicos

Definicion

Sean G un grupoy {H) } xea una coleccion de subgrupos de G.
Decimos que G es hiperbélico relativo a {Hy } xen Si es relativamente
finitamente presentado con respecto a {H } xen Y la funcion de
Dehn relativa de G respecto a {H, }\en es lineal.

Observacioén
Los grupos hiperbdlicos son relativamente hiperbdlicos.
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Grupos hiperbolicos

Proposicion
Sean G un grupo finitamente generado y X un espacio métrico

geodésico propio e hiperbdlico. Supongamos que G actGa en X por
isometrias de forma cocompacta y propiamente discontinua.

e Sig € Ges de orden finito, entonces g actia como
isometria eliptica.

e Sig € Gesde orden infinito, entonces g actia como
isometria hiperbdlica.

:Como se puede generalizar esto?

La definicién de Bowditch 27/39



Sean M un espacio topoldgico metrizable y G un grupo que actla
por homeomorfismos en M.

Definicion

Se dice que G es un grupo de convergencia si la acciéon inducida en
el espacio de tripletas distintas de M es propiamente discontinua.

Se denotara por AG C M al conjunto limite de G; esto es, el Gnico
subconjunto cerrado minimal no vacio G-invariante. Se dice que la
accion es minimal si AG = M.
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Definicion
Si M es compactoy card(M) > 3. Sea~y € G, se define el conjunto
Fix(y) = {x € M: - x = x}. Se dice que y es

e eliptico si tiene orden finito,

o parabdlico si tiene orden infinito y card (Fix(7)) = 1,

o loxodrémico si tiene orden infinito y card (Fix(7)) = 2.
Definicion
Un subgrupo H < G es parabdlico si es infinito, fija algiin punto de

My no contine elementos loxodromicos. En este caso, el punto fijo
se llama punto parabélico y es Unico.

29/39
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Definicion
Un grupo parabdlico H con punto fijo p es acotado si el cociente
H\(M — {p}) es compacto.

Un punto p € M es un punto parabdlico acotado si su estabilizador
H, es acotado.

Definicion

Un punto limite conico es un punto y € M tal que existe una
sucesion (gi)ienen Gy a,b € Mcon a # b tales que para todo

x €M —{y}setienequeg;-y —aygi-x — b.

Definicion

Un grupo de convergencia G es geométricamente finito si todo

punto de M es un punto limite conico o un punto parabélico
acotado.
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Sea G un grupo y H un conjunto de subgrupos infinitos de G.

El grupo G es hiperbdlico relativo a H si G admite una accién por
isometrias propiamente discontinua en un espacio métrico X
(dotado con la métrica de caminos) tal que

X es propio e hiperbdlico,
todo punto de la frontera de X es punto limite conico o

punto parabdlico acotado (esto es, G actlia como grupo
geométricamente finito en la frontera de X),

los elementos de H son precisamente los subgrupos
parabolicos maximales de G,

todo elemento de H es finitamente generado.
Alos elementos de H se les llama subgrupos periferales.
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(Estas definiciones coinciden?

¢Estas definiciones coinciden? 32/39



Equivalencia de definiciones

Teorema

Sean G un grupo generado por un conjunto finito X'y

H = {H1,...,Hn} una coleccidn finita de subgrupos de G. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

e G es relativamente hiperbdlico respecto a {Hi, ..., Hn,}
en el sentido de Osin.

e G es relativamente hiperbdlico respecto a {Hi, ..., Hn}
en el sentido de Farb y satisface la propiedad BCP.

e G es relativamente hiperbélico respecto a {H, ..., Hn}
en el sentido de Bowditch.
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Ejemplos y propiedades
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e Sea M" una variedad Riemanniana de volumen finito
completa no compacta de curvatura seccional negativa.
Entonces 7;(M") es un grupo relativamente hiperbdlico
respecto a su coleccion de subgrupos cuspidales.

Ejemplo:

m1(S1,1) = F> esrelativamente
hiperbélico respecto a Z
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e Sea Gun grupo hiperbélicoy Hy, H,, ... ,Hy, < G
subgrupos cuasiconvexos. Entonces G es débilmente
relativamente hiperbolico con respecto a {H, . .., Hx}.
Si|H? N H;| < co siempre que g ¢ H;0i # j, entonces G es
hiperbdlico relativo a {Hi, ..., Hy}.

e Sea Suna superficie orientable de tipo finito, Map(S) es
débilmente relativamente hiperbodlico respecto a una
coleccion de estabilizadores de ciertas curvas.

Nota: En muchas casos estos grupos no son
relativamente hiperbdlicos.
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Sea G un grupo finitamente generado relativamente hiperbélico
respecto a una coleccion de subgrupos {Hs, ..., H,}. Entonces,

e SiH;, ..., H,tiene problema de la palabra soluble,
entonces dicho problema también es soluble para G.

e SiH,,..., H,tiene problema de la palabra soluble,
entonces el problema de conjugacion es soluble para G.

e Elgrupo G admite una descomposicién JSJ sobre sus
subgrupos parabdlicos relativa a sus subgrupos
periferales {Hy, ..., H,}.
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