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1 OBJETIVOS

- Calcular indices de sensibilidad global de un modelo STA.
- Estimacion de parametros de un modelo epidemiolégico VIH-SIDA usando
inferencia bayesiana.



2 INTRODUCCION

Las epidemias han tenido un gran impacto en la humanidad desde el ambito
politico, social, cultural y econémico, cada pais ha enfrentado al menos una a
lo largo de su historia. Existiendo la necesidad de analizar el comportamiento
de estas desde un enfoque matematico, analizando la tasa de mortalidad de la
epidemia, en tiempo de propagacién asi como el subgrupo de la poblacion mas
vulnerables entre otras. Siendo la herramienta mas 1til la implementacion
de un modelo matematico que nos brinde y nos ayude analizar la maxima
informacion de la epidemia para un facil reconocimiento, en este caso uti-
lizaremos el modelo SIR el cual nos ayuda a analizar poblacién para el caso
de epidemias.

SIR por sus siglas divide en 3 la poblacion:
(S) - individuos sanos y susceptibles de ser infectados.
(I)- individuos infectados que se pueden contagiar a otro.

(R) -inidividuos resistentes a la enfermedad por haberse recuperado.
[4]

En este documento analizaremos la epidemia del VIH- SIDA en
México,,tomando la poblacion en general.

Caracterizando el modelo SIR a un caso particular como el es STA que
también divide la poblacion en 3 , cambiando la R de recuperados por la A
de casos de SIDA.

(S) - individuos sanos y susceptibles de ser infectados.
(I)- individuos infectados que se pueden contagiar a otro.

(A) -personas con sida

Aplicando un anadlisis de sensibilidad cuyo objetivo puede ser ampliamente
visto como la cuantificacién de las contribuciones relativas debido a
parametros o entradas individuales y la determinacién de cémo las
variaciones en parametros afectan a respuestas medidas. [2] Las razones
para analisis de sensibilidad incluyen los siguientes:

1.- Determinar si el modelo es robusto o demasiado fragil con respecto a
varios parametros.



2.- Determinar si el modelo se puede simplificar mediante la fijacién de
parametros insensibles.
3.- Especificar los regimenes en el espacio de parametros que impactan de
manera Optima las respuestas o sus incertidumbres.
4.- Diseno experimental para determinar los regimenes de medicién que
tienen impacto en el parametro o sensibilidad de respuesta.

[5]
Los métodos para el analisis de sensibilidad se clasifican tipicamente como
local o global.

Aplicando sensibilidad global para probar si una predicciéon del modelo
depende de los supuestos del modelo y guia de estimacion de pardmetros y
diseno experimental, en como las salidas del modelo se ven afectadas por
grandes variaciones del parametro de entrada.

Utilizando el modelo SIA de la siguiente.

Forma considere un modelo de epidemia simple por edad en que el
VIH-SIDA se propaga en la poblacién de México en una edad|ag, 0]
Donde ag es la edad minima que puede tener sida o posible receptor de sida.
Dividimos la poblacion en los grupos de inividuos susceptibles,individuos
infecciosos y los casos de SIDA denotado por S, I y A.

Supongamos que hay una entrad de flujo Aa, para todas las edades a entra
solo al grupo suseptible.

Para este modelo simple, se supone, que el niimero de individuos
susceptibles en edad ag es una constante B, y que no hay personas con la
edad ag sin embargo estan infectadas.Sea yu (a) la tasa de mortalidad
natural de los individuos de la poblacién,y (a) la tasa de desarrollo de VIH
para los individuos infecciosos y § (a) la tasa de mortalidad inducida por el
SIDA de los casos de SIDA. Entonces la dindmica de transmisién de la
enfermedad se rige por el siguiente sistema de ecuaciones:

S (t,a)+ S, (t,a) = A(a) — (u(a) + X(t,a)) S (t,a)

L (t,a)+ 1, (t,a) = — (n(a) +v(a)) I (t,a) + A(t,a) S (t,a)
)



A(t,CLO):O
A(0,a) =0

donde ® y ¥ son las distribuciones de susceptibles y infectivos,
respectivamente.
latasa de infeccion ,\ , esta determinada por

I(t,d)
9 d/
T(td)""

M) =r@) [ Blad)pltaa)

donde T (t,a) = S (t,a) + I (t,a) es el nimero total de individuos
sexualmente activos,r (a) el numero de parejas que una persona de edad a
tiene por unidad de tiempo, 5 (a,a’) la probabilidad de transmisiéon de un
individuo susceptible de edad a infectado por un companero de edad a’ y
p(a,d,t) la formacién de parejas entre individuos de edades a y @’ .

La probabilidad de transmision se puede describir con masdetalle mediante.

Bla,a’) = f(a)g(d)

donde f (a) es la susceptibilidad de los individuos de edad a, y g (a') es la
infecciosidad de los individuos de edad a’
Entonces
o0 [ t !/
M) =r (@ £ @) [ g0 paa) HE D

ap (t7 a/)

1]

3 HIPOTESIS

Usando inferencia bayesiana estimaremos la sensibilidad de parametros de
un modelo tipo SIR.

4 SENCIBILIDAD LOCAL

Analisis de sensibilidad local se centra en la variabilidad de la respuesta
cuando los parametros o entradas son perturbadas alrededor de un valor
nominal. Esto se logra tipicamente, y define a menudo, por derivada de la
respuesta con respecto a los parametros individuales, esta técnica se emplea
a menudo para determinar los parametros insensibles que pueden ser
corregidos en los modelos, ya que su variacion minimamente influye en las



salidas. El analisis de sensibilidad local también es fundamental para la
optimizacién, métodos adjuntos, y la calibracion del modelo. Mientras que
en la teoria local se constituye la mayoria de los andlisis de sensibilidad en
la literatura. Las formas en que podemos construir las sensibilidades locales
son: aproximaciones de diferencia finita, solucién de ecuaciones de
sensibilidad, o diferenciacién automatica.

4.1 1.- Solucion de ecuaciones de sensibilidad.

Tomando las ecuaciones del modelo que es una generalizacién méas sencilla

de un modelo SIA. /
S =pu— 6NS —vS

I’zﬁ%S—(é—i—l/)[

A'=0I—(k+v)A

obteniendo puntos criticos y resolviendo el sistema en matlab obtenemos:

v ME+V)(=B+r+9)
(v+0)(B(k +v) — KI)

B
R0_5+V
. p(B—v—29)d

(v +6)(B(k+v) — K6)
sin perdida de generalidad al no calcular s* pues s+i7+a =1

de manera que ahora podemos calcular las derivadas parciales con respecto
a los parametros obteniendo:

9 plstn)(-p )
o (v +0)(B(k 4+ v) — ko)
di prd(—p + v +9)

ok (v+06)(B(k+v) — k)2

o _/L(I{QﬂQ + 1262 + 2kuB? + KB6% — V2B0 — 13 — 2k16% — Krd?)

v (v + 6)*(B(k + v) — Kd)"

i p(kv? 4 kB — kvf + ko + 2k — 2630 + V%) (K + V)

a5 (v+60)2(B(k+v) — Ko)?
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(—kv — V%) —vd
Bk +v) = rd)?

ba  6B-v—9)

o (v +0)(B(k+v)— ko)

o (A —v—o)5-0)
Ok (v+90)(B(k+v) — Kd)?
da  u(—=06*Pv — 26Bvk — B3 — 20Bvk + B2 + BPuk — Brik)
do (v + 0)2(B(k + v) — kO)?
da  po(v?+0v+ vk
B~ 7+ 5) (Bl +7) — P

da _ pud(—0p% — 2%v — B2k + 628 + Br? + 208 + 08kK)

@:_,U(K,-i-l/)
ap (v +6)(

Ov (v +0)%(B(k +v) — KJ)?
ORy B
o (§+v)?
ORy B
9 (O+v)

R, 1

B (0+p)
dR,
o
dRy
on 0

Los tres parametros que nos importan evaluar dado la estructura de R, son
v, 5,0. Mientras que para i, a tomaremos todos los parametros y haremos lo
siguiente:

v = 5p * 0
Para ellos describimos los parametros de la siguiente forma:
1 Tasa de reclutamiento
v: Tasa de muerte natural
[: Probabilidad de infeccion por contacto.
0:Tasa de progresion
k:Muerte por tasa de la enfermedad.

Q. 0@ P



Tomando los valores siguientes:

1:801403

v:1/34

£:0.12

0:0.125

k:0.115

Obteniendo la sensibilidad de los parametros:
rfo = —0.1907
i =1.0079
rifo = —0.0811



5 SENSIBILIDAD GLOBAL.

Uno de los objetivos de analisis global sensibilidad es determinar cémo la
Incertidumbre en los resultados del modelo se puede distribuir a las
Incertidumbres en las entradas del modelo, tomada individualmente o en
combinacion, cuando considera en todo el rango de valores de entrada. Este
analisis se centra exclusivamente en las propiedades del modelo y no se basa
en datos experimentales. Analisis de sensibilidad por lo tanto global de esta
forma complementa cuantificacion de incertidumbre, que se centra en la
determinacién de las distribuciones de entrada y de respuesta o intervalos
de confianza sobre la base de los datos medidos. Las técnicas de andlisis
global de sensibilidad se pueden clasificar ampliamente como métodos de
regresion, la varianza, o cribado.

5.1 INDICES DE SOBOL

Sea Y=f(Q) un modelo no lineal donde @1, ..., Q, son variables aleatorias
identicamente distribuidas e independientes con rangos I'y y densidades
P, (qx).El rango y distribucion conjunta esta dada por:

I =] rala) =[] ro.(a)
k=1 k=1

Se requiere la independencia para expandir pg(g) como un producto de
densidades marginales. La suposicion de ser identicamente distribuidas se
toma para facilitar la anotacion, y estas relaciones pueden facilmente
extenderse para acomodar cualquier tipo de distribucion diferentes.
Entonces la descomposicion completa de Sobol para f esta dada por:

fla) = Z fir(aw)

i'C[1,...,p]
Donde ¢ =i, ...,is es un conjunto de enteros de cardinal
$,qir = Qs - - Gin) Y fo = fo-Se asume que cada una de las funciones f,

excepto fy, cumplen:

/ fiFREDBRAUVER, PAULINEVANDEDRIESSCHE, JIANCHONG.MATEMATICI
r

Para cualquier g, y todo ¢/ C [1,...,p| que incluya a k. Esto asegura que
sean ortogonales en el sentido de que

/F Folan) filar)po(a)dg Wi 1



Tomando en cuenta nuestra suposicion tenemos que la descomposicion de
Sobol es unica y los componentes de la funcion estas dados por:

filqr) = F(@)pq(gi)dgi — Z fe(ar)

re=s Vi, i1 A

. Las variancias total y condicional o parciales se definen por:

Dzﬁﬂwmmw—ﬁ

Yy
Dy = / fitar)palar)da — f3 1)
I
= var[E(Y|q)] — Z Dy (2)
VCi, iU i'£D

Dada la ortoganlidad de las funciones , la varianza total puede ser
expresada como:

D - Z -Di’

#C[L,pl i/ 0

Los indices de Sobol se definen como:

D
Si/ - :
D
Tal que
> si=
i'C[1,...,p],i' £0
El

D.GCauci. sensivity and uncertainty analysis.. Boca Raton, FL, 2003total
de los indices de sobol esta dado por:

STk = Z Si/

kei’

El cuantifica la sensibilidad de las varianzas de Y con respecto a (Q; n



5.2 Algoritmo para calcular los indices de Sobol
(Algoritmo Saltelli)

El procedimiento para calcular D; y S; dada [1] s las definiciones requieren
una aproximacion para el valor var[E(Y|q¢;)]. Si utilizamos M evaluaciones
Monte Carlo para aproximar la media condicional var[E(Y |¢;)] para algun
q; fijo , y repite el procedimiento M veces para aproximar la varianza,un
total de M? se requeririan para evaluar un solo indice de sensibilidad, para
parametros de largas dimensiones este acercamiento por fuerza bruta se
vuelve ineficiente .El algoritmo de Satelli reduce el numero de evaluaciones
requeridas a M(p+2)

Se crean dos matrices de Mxp

0 43 dp
A=
a’ %" e
@i - G
B = D.GCuauci.sensivity and uncertainty analysis.. BocaRaton, F'L,2003 | :
i’ @

Donde ¢ yg] son valores tomados de manera semi aleatoria de sus
respectivas densidades.
Despues se crean Mxp matrices

a .. @ ... cj;
Ci= | : :
g o @t (jé\/[

Que son identicas a B excepto que la i-esima columna es intercambiada por
la i-esima columna de A.

Despues de calculan vectores de la forma Mz1 de las evaluaciones del
modelo:

ya = f(A), yp = f(B), yo, = f(Cy)

teniendo como valores de entrada A, B, C;. La evaluacion de y4 y yg
requiere 2 evaluaciones, mientras que la evaluacion de y¢,, ¢ = 1,...p req

D.GCauci. sensiwity and uncertainty analysis.. Boca Raton, FL, 2003uiere
pM evaluaciones. Por lo tanto la cantidad de evaluaciones necesarias es
M(p+2).

Los estimados para la varianza de primer orden son:



Moo
_ var[E(Y|q)] A YAYe — 13 _ i D1 YAYL, — f3

var(Y) viva—fi M )2 - f2

J=1

S

Don

D.GCauci. sensiwity and uncertainty analysis.. Boca Raton, FL, 2003de la
media se aproxima mediante :

lem (1
i3 (3 2m)
j=1 Jj=1
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