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Resumen

Durante la estancia del Segundo Verano bajo la asesoria del Dr.
José Luis Cisneros Molina, estudie las transformaciones de Mobius,
estas pueden ser vistas de tres formas: como automorfismo de la esfera
de Riemann, transformaciones de la forma:

az+b

1 d tal que a,b,d,ce C 'y ad—bc+#0,

T(z) =

y por tltimo como aplicaciones conformes. Donde el grupo de trans-
formaciones de Mobius, que es isomorfo al grupo de automorfismos de
la esfera de Riemman, es isomorfo al grupo PSL(2,C). Algunas de sus
propiedades principales de estas transformaciones es que actian en la
esfera de Riemann de manera triplemente transitiva, y podemos consi-
derar la composicion con la inversion extendida a la esfera de Riemann;
otras propiedades son las clases de conjugacion, la traza y puntos fijos
que nos ayudan a clasificarlas geométricamente. Por ltimo, vimos un
poco sobre grupos discontinuos y grupos kleinianos, en particular la
relacion con las transformaciones de Mébius.

Agradezco al Programa para un Avance Global e Integrado de la Ma-
teméatica Mexicana, proyecto FORDECyYT clave 265667.
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1. La esfera de Riemann.

Hay ventajas de usar el conjunto de ntimeros complejos C, como dominio
de funciones, ya que este es un conjunto algebraicamente cerrado, es decir,
dado un polinomio de grado n, tiene n raices en C contando multiplicidades.
Geométricamente, C puede ser considerado como R? y usualmente es llamado
el plano complejo. Antes de continuar, consideremos a R bajo la siguiente
propiedad:

Definiciéon 1.1. Diremos que R C C es una regién si es un conjunto abierto
conexo por caminos.

Ahora, consideremos f una funcién de variable compleja con dominio C,
entonces f es infinitamente diferenciable en alguna region R C C, y para
cada a € R, f puede ser expandida como una serie de potencias convergente
en algin disco pequeno que contenga a a.

Definicién 1.2. Diremos que f es una funciéon analitica si f es diferenciable
sobre una region R.

Algunos libros ocupan la palabra holomorfa o regular para la propiedad
de ser analitica. Ademas notemos que la propiedad de ser holomorfa nos da
restricciones sobre como puede ser la funciéon, un resultado sobre esto es el
siguiente:

Teorema 1.3 (Liouville, [3, Teo. 2.4.8|). Toda funcion acotada y holomorfa
sobre C, es constante sobre C.

Sin embargo hay desventajas de usar C, como la imposibilidad de dividir
por 0, ya que algunas funciones no estan definidas en algunas regiones, tal
es el caso de z7!; otra desventaja, es que C no es compacto, ya que ciertas
sucesiones no tienen subsucesiones convergentes.

Sea el plano complejo extendido denotado por C = CU {oo} donde co es un
punto extra llamado punto al infinito. Geométricamente veremos que C puede
ser identificado como la esfera unitaria mediante la proyeccion estereografica,

consideremos la esfera de dimensién 2 en R? definida por:
§? = {(z1, 29, 23) € R?: xf + xg + x§ =1}

Identifiquemos el plano complejo C con el plano x5 = 0 en R?, identificando
z=uz+1y, z,y € R, con (z,y,0) para toda z € C.
Sea N = (0,0,1) el polo norte de S? sea Q € S?\ {N} y sea P € C tal



que N, (@ y P son colineales. Entonces la proyeccion estereografica de N esté
dada por una aplicacién:

7: S?\{N} = C
Q— P

3

SQ N

r2 =Y

Teorema 1.4. La proyeccion estereogrifica w: S*\ {N} — C estd dada por

15 . T2
(21, o, x3) = +1
1-— T3 1-— XT3

(1.1)

con 1nuUersa

(1.2)

2 2 2 21
7r1(w+iy):( ! vy rry )

2+ + U2+ + 17224+ y2+ 1
Por lo tanto w es un homeomorfismo entre S* \ {N} y C.

Demostracion. Primero notemos que 7 y 7! son de la forma, y res-
pectivamente. Tomemos P = (z,y,0) € C asi que z = z + iy € C y sea
Q = (v1,79,73) € S*\ {N}. Como P,Q, N son colineales por la ecuacion
simétrica de una recta en el espacio tenemos:

=0 _y=0 _0-1 es decir — = 2
x1—0_$2—0_$3—1 Il—IQ 1—.]73




Ademas

x x
— = despejando xr = !
T 1-— T3 1— €3
1 T
Y- despejando Yy = 2
i) 1-— T3 1-— T3

Asi que

m: SP\{N} = C
Q—z=x+1y

y si sustituimos lo anterior z = £ + 2 — xlf;? lo cual satisface

1—x3 1—x3 1
Como @ € S*\ {N} significa que 2} + 23 + 23 = 1 asf que 22 = —(133)2 y
y? = % Entonces:
x% n N
(1 — £U3)2 (1 - 933)2
_ 22 4+ 23+ (1 — z3)?
(1 — .133)2
x4 a5+ a5+ 1 — 225
(]_ — [E3)2
2 — 21}3
(1 — 1'3)2
2
(1 — 1'3)2

Py +1l= +1

Asi que 771: C — S?\ {N} definida por 77}(P) = Q = (x1, 72, x3), donde

T q do T T 2x
espejan T = = =
T—wy 0 T lom T 2yl

xr =

En resumen obtenemos que las entradas de () son de la forma:

S 2z - 2y x_$2+y2—1
Pyl 7 224l T 2Pyl

Asi que satisfacen [1.2] por otro lado dadas las expresiones de x1, xa, 23 po-
demos notar que m y 7! son continuas, asi que 7 es homeomorfismo. O

Ahora fijémonos en C y oo, extendamos 7: S2\ {N} — C a una biyeccion
7 : 8% — C definiendo 7(N) para ser co. Los puntos @ cercanos a N bajo 7
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corresponden a nimeros P = z con |z| grande asi que de algin sentido z es
cercano a oo; por otro lado los puntos @' cercanos al polo sur S = (0,0, —1)
corresponden a los ntimeros complejos 2’ con |2’| pequeno, cuando x3 = 0 en
52 corresponde al circulo unitario |z| = 1 de C.

N
=z
S
lz[=1
S

Usaremos la biyeccion 7: S2 - C para transferir propiedades algebrai-
cas y topologicas de S? a C y viceversa. El plano complejo extendido C lo
llamaremos la esfera de Riemann y por medio de la proyeccion estereografi-
ca S? es homeomorfa a C, utilizaremos libremente este hecho para cambiar
puntos de vista entre el plano y S? e identificaremos cada punto ) € S? con

P=x(Q)eC.

1.1. Compacidad.

En la seccién anterior vimos que S? es homeomorfa a C por medio de
7, ahora justificaremos el hecho de cambiar puntos de vista entre el plano
extendido y la esfera.

Definiciéon 1.5. Sea (X, 7) un espacio topologico. Una coleccion U de sub-
conjuntos de X es una cubierta de X si X = Ul/. Ademas si cada uno de
estos elementos de U es un subconjunto abierto de X, diremos que U/ es una
cubierta abierta.

Definicién 1.6. Sea (X, 7) un espacio topolégico, diremos que X es com-
pacto si y sélo si cualquier cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Hay aportaciones de Bolzano, Borel, Weierstrass y Lebesgue al conoci-
miento de la topologia de los espacios euclidianos R". Ellos mostraron que
dado un conjunto K de R"™ las siguientes condiciones son equivalentes:

Teorema 1.7. [1, Teo. 3.3.1] Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) (Heine-Borel) K es cerrado y acotado.

(11) (Borel-Lebesgue) Cada cubierta U de K formada por bolas abiertas
contiene una subcoleccion finita D que aun cubre a K.



(111) (Bolzano-Weierstrass) Cada sucesion en K tiene un punto de acumu-
lacion.

Por ejemplo S? es compacta, ya que es cerrada y acotada. R
Usaremos 7: S? — C una biyeccién para definir una topologia sobre C defi-
niendo conjuntos abierto a las imagenes bajo m de conjuntos abiertos de S 2
con la topologia usual vista como subespacios de R3. Asf que C es un espacio
topolégico y m un homeomorfismo, tenemos lo siguiente:

Teorema 1.8. [3, Teo. 26.5] C es compacto.

Demostracion. Dado la imagen de un compacto bajo una aplicaciéon continua
es compacta y como S? es compacta, m en particular continua asi que C es
compacta.

]
Los conjuntos abiertos de C son de dos tipos:
1. Conjuntos abiertos de C en la topologia usual de R?.

2. Conjuntos de la forma (C\ K)U oo donde K es cualquier subconjunto
compacto de C.

Entonces la topologia de C inducido por la inclusion en C concuerda con la
topologia usual de C. Mostrando asi que C es un punto de compactificacion
de C, podemos encajar cualquier espacio topologico X en un espacio com-
pacto X U {oco} a un punto de compactificacion, agregando un solo punto
oo y definiendo los conjuntos abiertos de X U {oo} para ser los conjuntos
abiertos de X junto con aquellos subconjuntos que contienen al oo y tienen
un complemento, cerrado y compacto en X.

1.2. Comportamiento de funciones en el infinito.

Sea D C C tal que {oo} € D entonces D es un subconjunto de C, por tan-
to si consideremos una funciéon con dominio D seré analitica, meromorfa, que
tiene polos, una serie de Taylor, etc, con las definiciones usuales de analisis
complejo. Definiremos conceptos similares en oo, usando la aplicacion:

J:((A:—>(A:

1
Z =
z



Notemos que J esté bien definada en C\ {0}, ademas diremos que J(0) = oo
y J(00) = 0. Es claro que J es una biyeccion por como la definimos y ademas
J? es la identidad, ya que

para todo z € C.
Tomemos P = z de la forma z = x + iy € C\ {0} con z,y € Ry sea

ademés 2z = 2% + y%.
Sea Q@ = 7 1(P): C — 5%\ {N} el homeomorfismo descrito en |1.2] tenemos

P = (z1,19,23) = (22211, Z;yH, Zj) € R? y las respectivas coordenadas de

Q* = 7 Y(P*) son:

xf—f@ﬂ
T 1+ (22)!
2z(2z) 7!
1+ (22) '

B —2y(zz)~!
14 (22)7!
3T 11 12—_1@2
1= (2)7
1+ (227t s

fry _.7:2

Por tanto J induce la transformacion

7 Y 8% = §2

(1'1,132,1’3) - Q — Q* - (xla —X2, —1’3)



y definimos los siguientes casos

Q=S5 entonces Q=0

Q@ =N entonces Q* =0
Esta es la rotacion de S? por los angulos 7 sobre el eje z.
Abusando de la notacién consideremos J: S? — 52 para la rotacion de
7~ YJm, que equivale a identificar S? y C por medio de 7 respecto de J como
una transformacion de cada uno de estos espacios.
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Sea D una “vecindad” de oo en C y supongamos que la funcion f(z) esta
definida sobre D \ {00}, esto es equivalente, f(z) esta definida para |z| sufi-
cientemente grande.

Se puede extender el dominio de f para incluir co, al definir f(co) basta ver
que lim, ,, f(z) existe. Entonces f es continua en oo y

f(o0) = lim f(27") = lim(fJ) ().

z—0 z—0

Teorema 1.9. [2, Teo. A.8] Sea f una funcion analitica sobre una region
R C C con ceros en una sucesion infinita de puntos z; la cual tiene un limite
2* € R, entonces f es idénticamente cero en R.

Definicién 1.10. Diremos que f es analitica (o meromorfa) en oo si fJ es
analitica (meromorfa) en 0.

Ejemplo 1.11. La funcién f(z) = (22 +1)"! es analitica en co con un cero
de orden 2 ya que

116 =106 =1 (1) = (5 + 1)_1 - (¢ +) -

es analitica con un cero de orden 2 en 0.

Definiciéon 1.12. Diremos que R # () es una region de C si es un subconjunto
abierto conexo por caminos.



Se estudiaran estas regiones para poder extender teoremas de funciones
definidas sobre C a funciones definidas sobre C.

Teorema 1.13. Sea f una funcion analitica sobre una region R de C. Si f
tiene ceros en una sucesion infinita de puntos z, en R con un limite

Z* = lim z,
n—oo

en R, entonces f es idénticamente cero en R.
Demostracion. Para eso consideraremos dos casos:

= Si z* 2 00 entonces z, # oo para toda n € N suficientemente grande,
si omitimos un nimero finito de términos de la sucesion {z,} podemos
suponer que z, € C para todan € N. Sea R’ = R\ {oco} entonces R’ es
una region de C (ya que {oo} € R') y f es analitica sobre R’ con ceros
en una sucesion infinita de puntos z, € R’ con un limite 2* € R'. Asi
que por Teorema[1.9] f es idénticamente 0 en R’

(1) Sioco ¢ R entonces R = R', con lo cual f es idénticamente 0 en
R.

(I1) Si oo € R entonces al ser f analitica en oo y se anula en una
vecindad de oco. Entonces por la continuidad de f tenemos que

f(o0) =0.

= Siz* = oo y omitimos una cantidad finita de términos, suponemos que
2, # 0 para todo n € N. Como f es analitica en la region R = R\ {0},
f o J es analitica sobre una regién R* = {z7': 2 € R}. Ahora como
f o J tiene ceros en los puntos z, ! de R* y dichos puntos tienen como
limite a J(z7') = 0 en R*, entonces f o J es idénticamente 0 en R y
por lo tanto:

1) Si0 ¢ R entonces R = R, entonces f es idénticamente cero en R.

1) Si 0 € R entonces f(0) = 0 por la continuidad de f, asi f es
idénticamente cero sobre R.

]

Ahora veremos como extender el dominio de una funciéon f para incluir
00. Similarmente, podemos incluir oo en la imagen de f.

Definicién 1.14. Sea m un entero, diremos que es un polo si (z — zo)™ f(2)
es acotada en una vecindad de zj.

10



Recordemos la definicion de funcion meromorfa en C.

Definiciéon 1.15. Una funciéon se dice meromorfa en un conjunto abierto D
y K C D st

1. K no tiene puntos limite en D.
2. Si f tiene un polo en cada punto de K.

Otra forma de considerar a las funciones es anulando el punto donde se
encuentra el polo a, esto es, si f(z) es meromorfa, entonces: (z — a)™ f(2)
cumple que es analitica en el punto a, y el orden es m.

En este caso los polos de f corresponden a los ceros de Jf.

Definicion 1.16. Decimos que f : C — C es meromorfa sobre C si lo es
para cada punto a € C.

Asi que tenemos:
1. Si f es meromorfa sobre C entonces f es continua sobre C.

2. Cada funcion constante f(z) = ¢ € C es meromorfa sobre C, sin em-
bargo, la funcion constante f(z) = oo no es meromorfa sobre C.

3. Las funciones meromorfas sobre C forman un campo, es decir, si f y
¢ son meromorfismos sobre C entonces también lo son f + g, fg, § con

g #0.

Supongamos que f es analitica en a € C, con f(a) = ¢ € C, si f no es
constante entonces f*)(a) # 0 para algin k& > 1, y admite k que cumple
esto, diremos que es la menor multiplicidad de la solucién de f(z) € C en
z = a. Entonces

cerca de z = a, con f®)(a) # 0. Si f es meromorfismo a a € C, con un polo
de orden k en a, diremos que f(a) = oo con multiplicidad k; entonces

oo

fz)= ) aj(z—ay

i=—k
cerca de z = a, con constantes a; tales que a_j # 0, y diremos que

o0

Z a;(z —a)

i=k

11



es la parte principal de f en a. Similarmente, si a = oo entonces diremos que
f(00) = ¢ tiene multiplicidad k si (f o J)(0) = ¢ tiene multiplicidad k; por
ejemplo, si f tiene un polo de orden k en oo entonces f(z) = Z;?:_OO a;z’
cercano a z = oo, con ay # 0, 25:1 a;z’ se llama la parte principal de f en
0o. Diremos que a es un punto simple si f tiene multiplicidad £k =1 y es un
punto multiple si k& > 1.

Corolario 1.17. Una funcion [ : C - C meromorfa no constante toma
cualquier valor dado ¢ € C sdlo una cantidad de veces finita, contando multi-
plicidades (es decir, la suma de multiplicidades de las soluciones de f(z) = ¢
es finita).

Demostracion. Sea f : C — @, siz e C y f(z) = ¢, entonces existe una
vecindad N, de z tal que no toma el valor de c en NV, \ {z}:

1. Si ¢ = oo entonces los polos de f son los ceros de Jo f, y como Jo f es
meromorfa y no constante dichos ceros estan aislados, por el teorema

INE

2. Sf ¢ # oo, se usa el hecho de que los ceros de f — ¢ son aislados
por el teorema [1.13| Al ser compacto (C, esta cubierto por un ntimero
finito de las Vecmdades N,, digamos N,,, N,,,... N, asi que f~(c) =
{z1, ..., 2} es un conjunto finito. Como f es meromorfa, cada solucion
de f(z) = c tiene una multiplicidad finita, asi que tomamos el valor de
¢ una cantidad de veces finita.

]

Teorema 1.18. Sean [ y g funciones meromorfas de C con polos en los
mismos puntos en C y con las mismas partes principales y en dichos puntos.
Entonces f(z) = g(z)+ ¢ para alguna constante c. Por lo tanto, las funciones
meromorfas sobre C estin determinadas salvo suma de constantes, por sus
partes principales.

Demostracion. Definamos la funcion meromorfa h = f — g que ademés es
continua sobre (C como C es compacto, la imagen h((C) es compacta, ademas
como las partes principales de f y g se cancelan entonces h no_tiene polos,
asi que h(@) C C y siendo compacto es acotado. Por el teorema|l.3|dado que
h es holomorfa y acotada, significa que debe ser constante sobre C y por la
continuidad constante sobre C, por lo tanto f = g+ ¢ para alguna constante
c. 0

De este resultado se sigue la version del producto de funciones.
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Teorema 1.19. Sea [ y g funciones meromorfas sobre C con ceros y polos
del mismo orden en los mismos puntos de C. Entonces f(z) = cg(z) para
alguna constante ¢ # 0.

Demostracion. Supongamos que tanto como f como g no son idénticamente

cero, asi que £, £ son meromorfas sobre C y ninguna tiene polos en C, asi que

g’ f
ambas son analiticas sobre C. Al menos alguna de esas funciones fracciones

es finita en oo, supongamos sin pérdida de generalidad que es 5 = h, asi

que h es analitica sobre @; y por el teorema , h es constante, asi que

f = gc para alguna constante ¢, notemos por tltimo que ¢ # 0 ya que f no
es idénticamente a 0. O]

Observacion 1. En la hipotesis del teorema anterior no es necesario suponer
que el comportamiento de f y g es similar en co, sino que esto pasa ya que

f=gec

1.3. Funciones racionales.

Definiciéon 1.20. Diremos que una funcién es racional si es de la forma

f(2) = p(2)/q(2)

donde p(z) y ¢(z) son polinomios con coeficientes complejos y ¢(z) no es
idénticamente cero.

Cuando z € Cy ¢(z) # 0, f(2) es un elemento bien definido en C; cuando

q(z) =06 z = oo, se define f(z) = lim, ,, f(2’) como en la seccion [1.2] Asf
que f: C — C.
Las funciones racionales forman un campo denotado por C(z). Ademés para
cada elemento fijo a € C la funciéon constante f,(z) = a para todo z € C es
una funcién racional y estas funciones forman un campo isomorfo a C bajo
el isomorfismo f,(z) = a. Entonces C(z) contiene un subcampo isomorfo a
C, asi C(z) se comporta como una extension de campo de C.

Definicién 1.21. Diremos que los polinomios p(z) y ¢(z) son co-primos si
no hay un polinomio constante r(z) # 0 que divida a p(z) y ¢(z).

St p(z)/q(z) es una funciéon racional se puede cancelar cualquier factor
comun y entonces se asumird que p y ¢ son co-primos. Por el teorema fun-
damental del algebra, un polinomio se puede expresar como el producto de
factores lineales, es decir, se puede escribir:

f(2)=clz—a)™ ... (z—a,)"(z—01) ™ ...(2 = Bs)" ™ (1.3)

13



donde ¢ € C, ay ..., son los ceros de p de ordenes my,...,m, v B1,..., s
son los ceros de ¢ de ordenes ng,...,ns. Como p y ¢ son co-primos, los
ceros de p son distinto a los de ¢. Entonces «y...aq,, son ceros de f de
ordenes mq,...,m, vy fBi,...,[Bs son polos de f de ordenes nq,...,n,. Estos
son los tinicos ceros y polos de f en C, y 0o es un cero o un polo como
(mi+4...+m,)— (n1 + ...+ n,) es negativo o positivo.

Ejemplo 1.22. La funcién f(z) = (2 —1)/(2%+4) tiene ceros de orden 1 en
1 y oo, con polos de orden 1 en +21.

El siguiente resultado nos mostraré una equivalencia de la definicion al-
gebraica de funcion racional y la condiciéon de analicidad.

Teorema 1.23. Cualquier funcion f: C — C es racional si y solo si es
meromorfa en C.

Demostracion. Supongamos que f : C — C es racional, la descomponemos
en factores lineales como en la ecuacion [1.3] entonces f es diferenciable en
cada z # oo, con cada §; donde 1 < 5 < s, con lo cual f es analitica sobre
C\{B1,...,0s}. En cada f3;, f tiene un polo de orden n;, mientras en oo, f
es analitica si deg(p) < deg(q) y f tiene un polo de orden deg(p) > deg(q).
Por tanto f es meromorfa. R

Por otro lado si f es meromorfa sobre C. Por corolario f tiene una
cantidad finita de polos en C, diremos que fi,..., s de ordenes nq,...,n;.
Entonces la funcion:

9(2) = (z = B)™ ... (2 = Bs)" f(2)
es analitica sobre C, entonces g tiene una expansion de Taylor:
g(2) =ag+ajz_1 +Faz 2+ ...

esto se cumple para todo z € C. Ahora g es meromorfa en oo, ya que f lo
es; entonces
(g))(2) = ap+arz "+ agz® + -

es meromorfa en 0, y entonces a; = 0 para toda j suficientemente grande.
Entonces g es un polinomio, asi

f(2)=g(z)(z =)™ ... (2 = Bs) ™
es una funcion racional. O

Si f = p/q es una funcion racional, con polinomios co-primos p(z) y ¢(z)
entonces el grado (u orden) deg(f) de f es el maximo de los grados de p y q.
Por tanto f es constante si y solo si deg(f) = 0.

14



Teorema 1.24. Si f: C — C es una funcion racional de grado d > 0,
entonces f toma cada valor de ¢ € C exactamente d veces, contando multi-
plicidades.

Demostracion. Sea f = p/q es una funcion racional, con polinomios p(z) y
q(z) co-primos.

Primero supongamos que ¢ = oo. Para z € C tenemos que f(z) = oo si y
solo si ¢(z) = 0 y por el teorema fundamental del algebra esta ecuacion tiene
deg(q) soluciones, contando multiplicidades. Si el deg(p) < deg(q) entonces
estos son los tnicos polos de f, si deg(p) > deg(q) entonces f tiene un polo
adicional de orden deg(p)—deg(q) en co. En cualquier otro caso, el nimero de
soluciones, contando multiplicidades, de f(z) = oo es maz(deg(p), deg(q)) =
deg(f).

Ahora supongamos que ¢ # oo, como deg(f) > 0, f no es idénticamente c,
entonces existe una funcion racional, que se puede expresar como:

1 q
g= = ;
f—c p—cq

Las soluciones de f(z) = ¢ son los polos de g, y por argumento previo hay
deg(g), contando multiplicidades. Ahora ¢(z) y (p — ¢q)(z) son polinomios
co-primos, ya que p(z) y q(z) lo son, asi que

deg(g) = max(deg(q), deg(p — cq)) = max(deg(q), deg(p)) = deg(f).
0

Sea f una funcién meromorfa en a € C y sea f(a) = c. Recordemos que
a es un punto multiple para f si la ecuacion f(z) = ¢ tiene soluciéon multiple
en z = a; pero si ¢ # 00, esto equivale a f’(a) = 0, mientras que si ¢ = o0
entonces equivale a que f tenga un polo de orden de al menos 2 en a. Todos
los demés puntos se llaman puntos simples para f.

Corolario 1.25. Sea f: C — C una funcion racional de grado d > 0, en-
tonces:

1. f tiene solo una cantidad finita de puntos mailtiples en C.

2. |f~Y(c)| = d para una cantidad finita de puntos en C, y1 <| f~(c) |< d
para los puntos restantes c.

Demostracion. Sea f: C — C una funcién racional de grado d > 0
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1. Como la derivada de f" es racional y no idénticamente 0, f tiene sélo
una cantidad finita de ceros en C, como f tiene una cantidad finita de
polos, entonces f también tiene una cantidad finita de puntos multiples

en C.

2. Por Teorema , si ¢ € C entonces existen soluciones, z = aq,...,a,
de f(z) = ¢ con multiplicidades ky, . .., k. que satisface k1 +. ..+ k, = d,
entonces |f~(c)| = r de modo que 1 < |f~!(c)| < d, entonces tenemos
que | f7'(¢) |= d a lo mas para algunos k; > 2. Como f tiene una
cantidad finita de puntos miltiples, por 1. se sigue 2..

]

Definicién 1.26. Decimos que dado 7': C — C es un automorfismo de la
esfera de Riemann C si es una biyecciéon meromorfa.

El conjunto de todos los automorfismos de C lo denotaremos por Aut(@).

2. Transformaciones de Mobius.

Definicion 2.1. Diremos que T : C — C es una transformacion de Mobius
si es la siguiente forma:
az+b

T<Z):cz+d tal que a,b,d,ce C 'y ad—bec#0. (2.1)

El conjunto de todas las transformaciones de Mdbius lo denotaremos por
Mab ™ (C).
Las transformaciones 2.1 también son llamadas transformaciones fracciones
lineales. Notemos que si vemos sélo como conjuntos Aut(C) y Méb™(C) te-
nemos el siguiente resultado:

Teorema 2.2. Aut(C) = Mib*(C).

Demostracion. La prueba la haremos por contencion.

Veamos que Aut(C) C Mob™(C):

Sea U: C — C un automorfismo de la esfera de Riemann. Por Teorema [EB]
como U es meromorfa implica que es racional y por Corolario [I.25] al ser U
una biyeccion implica que es de grado 1. Por tanto los automorfismos de C
son funciones U(z) = Z;ts donde az + by ¢z + d son polinomios co-primos,
ya que son funciones de grado uno, asi que ad — be # 0.

Para la otra contencion, M6b+(@) C Aut(C).
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Sea T € Mob™ (@) tal que satisface , la cual es continua ya que al dividir

cz + d sobre z
az+b_az+b

cz+d d
tenemos
. az+b , az+b
lim — = lim
200 C2td 2—00 Is
z

donde %*b es continua, y por Corolario m T es biyectiva.
Por tanto 7' € Aut(C) O

Observacion 2. Cabe notar que los coeficientes a, b, ¢, d no determinan de
manera unica a 7', ya que si tomamos A € C\ {0} arbitrario, Aa, \b, Ac, Ad
también corresponden a la misma transformacion T
A continuacion definiremos la operacién composicion, sean
az+b az+b
T(z) = cz+d U(z) = dz+d
dos transformaciones de Mobius arbitrarias, entonces
(da+Vc)z+ (a'b+Vd)
(da+dc)z+ (cb+dd)
y propongamos r = a'a + bc, s = b+ dd, t = db+Vd, v=_Ca+dc
notemos que
rs —tv = (d'a+bd)(b+dd) — (db+Vd)(a+dc)

=d'acdb+d'ad'd+Vcdb+Vedd

—ad'bda—dbdc—bdda—bddc

=ddad — d'dbc—bcad+ beb'd

= (a'b' = V') (ad — be) # 0

(UT)(2) = (2.2)

Proposicion 2.3. Mb'bJr((E) forma un grupo bajo la composicion.

Demostracion. Por como se define la composicion, se satisface que para toda
U, T € Méb™(C) entonces UT € Méb™ (C), es decir, Mob ™ (C) es cerrado bajo
la composicion. Ademas la transformacion identidad es Id(z) = % donde

T s ¢ —1 _ _dz—b
b=c=0yabe C\{0}. La transformacion inversa serd T~ = £Z—, ya
que

(dz—b ) (az+b> (da — be)z + db — db

—cz+a) \cz+d (—ca+ac)z — cb+ ad
~ (da —bc)z
ad — be
=z
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Por tanto Mob* (C) es un grupo bajo la composicion. O

Corolario 2.4. Méb+(@) es un grupo de homeomorfismos de C en st mismos.

~

Demostracion. Por proposicion , M&b™(C) es un grupo y por teorema
y la definicion , los elementos de M('ijr(@) son funciones biyectivas
los automorfismos de la esfera de Riemann, asi que resta probar que f y
f~! son continuas,; y cada automorfismo 7" es una funcién meromorfa y
T-t € Méb™(C) esto implica que T' continua, por consiguiente también T~
es continua, por tanto 7" es homeomorfismo de C en sf mismo. O

Cabe mencionar que hay una fuerte conexion entre las transformaciones
de Mo6bius y las matrices, sean:

az+b az+ b

Tz) = cz+d Ulz) = dz+d

transformaciones de Mobius arbitrarias y sus matrices correspondientes

a b a v
v=(a) =)
Entonces la composicion UT' corresponde con el producto de matrices, es
decir,
NM — da+bec adb+bd
- \da+dc db+dd

Definiciéon 2.5. El grupo general lineal GL(2,C) es el conjunto de las ma-
trices 2 X 2 con entradas complejas

M = (z 2) donde el det(M) = ad — bc # 0.

Definicion 2.6. Definimos el grupo especial lineal SL(2,C), como el con-
junto de las matrices 2 X 2 con entradas complejas

M= (‘2 Z) donde el det(M) = ad — be = 1.

A continuacion usaremos el siguiente resultado sobresaliente de grupos.

Teorema 2.7 (Primer Teorema de Isomorfismos, [6 Teo. 2.24]). Sea
f: G — H un homomorfismo de grupos con nicleo K. Entonces K es un
subgrupo normal de G y G/K = Imf.
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Sea PGL(2,C) el grupo general lineal proyectivo y PSL(2,C) el grupo
especial lineal proyectivo.

Teorema 2.8. Mib*(C) = PGL(2,C) = PSL(2,C).

Demostracion. Sea 0: GL(2,C) — M6b+(@) una aplicacion, donde a cada
M € GL(2,C), a (M) le asociamos la transformacion de Mobius

T(z) = %, 0 esta bien definida, cabe notar que

O(NM) =UT = 6(N)o(M)

asi que € es un homomorfismo de grupos, més atun 6 es epimorfismo ya que
es sobreyectivo.
Denotemos

K = Ker(0)
={M e GL(2,C) | T(z) =z V2 € C}
= {M € GL(2,C) | (M) = Id}
={M | xeC\{0}}

Donde Id es la transformacién identidad en M6b+(@) e I es la matriz iden-
tidad en GL(2,C). Hecha la observacion [2 diremos que dadas dos matri-

ces M, N € GL(2,C) determinan el mismo automorfismo de C si y s6lo si
M = AN para algin A\ # 0.

Por el Primer teorema de isomorfismos tenemos que K es subgrupo nor-
mal de GL(2,C) y GL(2,C)/K = Imf = Msb*(C).

GL(2,C) b . Msb*(C)

GL(2,C)/K

Sea PGL(2,C) el grupo proyectivo lineal es el grupo cociente GL(2,C)/K.
Dado que det(NM) = det(N)det(M) para toda M, N € GL(2,C), conside-
remos la funcion:

det: GL(2,C) — C*=C\ {0}

un homomorfismo de grupos y su kernel es el grupo especial lineal SL(2,C)
el cual consiste de matrices M € GL(2,C) tal que det(M) = 1. Como det es
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sobre, y de nuevo por teorema [2.7| tenemos GL(2,C)/SL(2,C) = C*, donde
Im(det) = C*.

GL(2,C) —% C*

GL(2,C)/K

Si N € GL(2,C) entonces se puede escribir N = AM donde \? = det(N) y
M € SL(2,C). Como §(M) = 0(N), esto demuestra que toda transformacion
de M&b™(C) es de la forma

az+0b

T(z) = wrad ad —bc =1 (2.3)

equivalentemente, # manda SL(2, C) a Méb*(C). Entonces PGL(2, C) coin-
cide con el grupo proyectivo especial lineal PSL(2,C) = SL(2,C)/ + 1, la
imagen de SL(2,C) en el grupo cociente PGL(2,C)/K, por lo tanto:

Mob*(C) = PGL(2,C) = PSL(2,C)
0
Usaremos este isomorfismo para identificar Mob™ (C) con PGL(2,C).

Definicién 2.9. Diremos que T € Mob* (C), de la forma [2.1] esta normali-
zada si al multiplicar sus coeficientes por k = i\/ﬁ tenemos ad — bc = 1.

A continuacion se estudiaran propiedades interesantes de las transforma-
ciones Mob™ (C), en algunos casos es mejor normalizarla y en otros no lo es
necesario, segin nos convenga.

Las transformaciones de la forma

az+b
T(z>:cz+d

a,b,c,d € Cy ad — dc # 0 son conocidas como las transformaciones anti-
mobius de C.

Las transformaciones elementales de Méb*(@) son:

= Traslacién: 7,: C — C definida de la siguiente manera T,(z) = z +a,
con a € C, fija oo y actua en el plano C.
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= Homotecia: U,: C — C definida de la siguiente manera Uy(z) = bz,
con b € R\ {0}. Esta transformacion fija 0 y oo, actia sobre el plano
C donde expande o contrae distancias por un factor b.

» Rotacion: Ry(z) = €z con 6 € R representa una rotacion de la esfera
C por el angulo 6.

= Inversion :.J: C — C definida de la siguiente manera J(z) = 1.

Teorema 2.10. Cualquier transformacion de Mobius es la composicion de
una cantidad finita de transformaciones elementales.

Demostracion. Sea m una transformacion de Mobius de la forma

b
m(z) = Z——:—_d con ad—bc#0

notemos que mediante operaciones m equivale a

(2) = — (adc—ch) <z—1k‘—l> v

es decir, m se puede escribir como la composicién

d—>b
m(z) = TeU,JTa(z) donde s:_<a C)

2
[

Cabe notar que cualquier circulo de la esfera S? C R3 esté definido por cual-
quier interseccion S* N P donde P es un plano de R*® y
|S?2 N P| > 1; notemos que hay dos tipos de circulos en C: circulos eucli-
dianos y los conjuntos de la forma AU{oo}, donde A es una linea recta en C.
Ademas, bajo la proyeccion estereografica la coleccion de circulos y lineas en
C se identifican con circulos de S2. La conexién entre Mob* ((C) y los circulos
de C esta dada por el siguiente resultado:

Teorema 2.11. Sea m € Mib*(C), si C es un circulo de C, entonces m(C)
es un circulo de C.

Demostracion. Dadas las transformaciones elementales basta probarlo para
la inversion, rotaciéon, homotecia y traslacion, para las tres tltimas es sencillo
pensarlo geométricamente, pero el caso de una transformacion inversion, se
desarrollara a continuacion.

Sea un circulo que no pasa por oo con radio r > 0,r € Ry centro a € C, tiene
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ecuacion | z — a |*= r?. Asi que el circulo bajo la inversion m(z) = 271 = w

son los puntos que satisfacen lo siguiente:

1 2

‘_ - a|2 = 17" entonces |1 — aw|2 _ 7“2|w|2
w

desarrollando tenemos:

(1 - aw)(1 — aw) = r’jw|’
0=1-aw—aw + aw(@w) — r’|w|?
0=1—aw—aw + (Ja]* — r?*)|w|?
0=1—aw—aw+ (la]* — ) (v* +v?)
0= (la]* = r?)(u® +v*) + 1 — 2Re(a)u — 2Im(a)v

Donde w = u+iv y a € C es de la forma a = Re(a) + Im(a). De lo cual
tenemos dos casos:

» Sir = |a| entonces es una recta —2Re(a)u + 2Im(a)v +1 = 0.
» Sir # |a| entonces es un circulo

0=(]al*—r*)(u*+v*) +1—2Re(a)u — 2Im(a)v.

Consideremos ahora la ecuacion general de la recta Ax + By = C donde
z=x+iyy m(z) =w = u+iv, y notar que xr = wE ¥ Y = e asi que son

[w]?
los puntos que satisfacen la ecuacion general de la recta son:
u v
=C
jwl* - fw]?
Entonces
Au — Bv = C(u® + v?) (2.4)

al evaluar la ecuacion [2.4 nos da los siguientes casos:
= Si C' # 0, entonces [2.4] es un circulo.

= Si C' =0, entonces [2.4] es una recta que pasa por el origen.
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2.1. Transitividad y razén cruzada

Definiciéon 2.12. Si (z1, 29, 23, 24) es una 4-upla de puntos distintos de @, la
razon cruzada se define como:

(23 - 2’2)(2’4 - 21)

(24 — 22)(23 — 21)

[21: 291231 24] =

Tomando el limite cuando z; = oo para ¢ = 1, 2, 3,4 tenemos:

(1) [00: 29t 23 ¢ 2] = 32220

(z4—22)"
(2) [21100223:24]:%;
(3) [21: 201 00t 2] = =2

(23—22)

(4) [21: 220 230 00] = (=K.

Teorema 2.13. 5i 21, 29, 23 son tres puntos distintos de @, entonces hay una
unica transformacion m € Mob* (C) tal que:
m(z1) =0, m(z) =00, m(z3)=1

Demostracion. Sea m(z) = [z1 : 29 : 23 : z]. En cada caso, m € M6b+(@) y
m envia zq, 29, 23 a 0,00, 1 respectivamente.

Afirmamos que m es unica. R

Por contradiccion, supongamos que existe f € Mob™*(C) tal que

f(z1) =0, f(z) =00, f[f(z)=1,

entonces fm~! fija a 0,00, 1 asi que

1,y az+b
fmo(z) = cz+d
Sustituyendo 0, 1, co tenemos:
fm1(0) = % =0 (2.5)
_ a+d
fm~(1) = rd - 1 (2.6)
fm 1 (o0) = 0 (2.7)

de 2.5 implica que b = 0 y d # 0, mientras de 2.7/ ¢ = 0 y entonces de 2.6]
tenemos que a,d son distintos de 0. Por tanto, fm™! es la identidad y asi

f=m. ]
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Corolario 2.14. Sean 21, 29, 23, W1, Wy, W3 € @, (21, 22, 23) Yy (wy,ws, w3)
dos tripletes donde z;,w; son distintos entre si respectivamente para cada
1,7 = 1,2,3,. Entonces existe una unica transformacion f € Mé’b+(@) tal
que f(z;) = w; para cada j =1,2,3.

Demostracion. Por el teorema existen my, mg € Méb*(@) tales que:
mi(z1) = ma(wy) =0, my(z2) = ma(wy) =00 my(z3) = ma(ws) =1

Sea m = mj'm; € Méb*(C) envia z;j a w; para j = 1,2, 3. Por unicidad de
my y ms, también m es tnico. n

Corolario 2.15. Sim € M6b+(@) fija tres puntos distintos de C, entonces
m es la identidad.

Demostracion. Sim € M6b+(@) fija 21, 29, 23, entonces m y la identidad Id
se envian en si mismo para cada j = 1,2, 3, luego por unicidad del corolario
tenemos que m = Id. O

Teorema 2.16. Sean (zg, 21, 22, 23) y (wo, w1, we, ws) dos 4-uplas de elemen-
tos distintos de C. Entonces existe m € Méb"(C) tal que m(z;) = w; con
j=0,1,2,3, sty solo si[zp: 21 : 29 : 23] = [wo, Wy, W, ws].

Demostracion. Supongamos que existe m € M6b+(@) tal que m(z;) = w;,
para j = 0,1,2,3. Entonces f(z) = [wg, w1, ws, ws] es el unico elemento de
M6b+(@) que envia wg, wi,ws a 0,00, 1 respectivamente . Entonces fm es
un elemento de M6b+(@) que envia zp, 21,22 a 0,00, 1, respectivamente, es
decir, fm(z) = [20: 21 : 22 : 2], entonces,

(20021 22 1 23] = fm(z3) = fwz) = [wo : wy @ wsy @ w3

A la inversa, si [zg : 21 @ 22 1 23] = [wp @ wy @ wy : w3] = A, entonces existe
f,h € Méb™(C) tal que manda las 4-uplas zg, 21, 22,23 ¥ Wp, Wy, W2, W3 2
0,00,1,\. Sea m = f~'h, satisface que f~'h(z;) = wj, coni=10,1,2,3. O

Corolario 2.17. Sea (2, 21, 22, 23) una 4-upla de elementos distintos de C
y (0,00,1, 2) otra 4-upla con z € C distinto de 0,00 y 1. Entonces, existe

m € Mdb+(@) tal que m(zp) = 0, m(z1) = 0o, m(z2) =1 ym(z3) =2z sty
sdlo stz =[zg: 21 : 22 1 23].

Demostracion. Por el teorema m, tenemos que existe g € M6b+(@) tal que
m(z) = 0,m(z1) = 00, m(22) = 1, m(z3) = 2, si y s6lo si

[20:21 20123 =[0:00:1: 2]

pero [0 : 00 : 1, z] = z, entonces tenemos el resultado. O
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Definicion 2.18. Sea GG un grupo y A un conjunto, diremos que G actia
transitivamente si para cada aj,as € A existe g € G tal que g(a1) = as.

Esta definicién la podemos generalizar:

Definicion 2.19. Diremos que G actta k—transitivamente sobre A si para
cualquier k-uplas (ai,...,ax) y (@}, ..., a;) de elementos de A, donde a; # a
para toda i,7 € {1,...,k} con j # i, existe g € G tal que

glay,...,ax) = (aj,...,a})

Teorema 2.20. El grupo de Mé'bJr(((A:) manda circunferencias en C transiti-

~

vamente, es decir, si C y C" son circulos de C, entonces existe m € Mdb™(C)
tal que m(C) = C".

Demostracion. Sean 21, zo, 23 puntos enAC’ Y 23, 24, 25 puntos en C’/, entonces,
por el corolario , existe m € M6b+((C) que manda 21, 29 V 23 €N 24, 25 V Zg
respectivamente, pero por la proposicion [2.11] m manda circulos en circulos,
entonces m(C) = C'. O

Definiciéon 2.21. Sea U un conjunto abierto en @“, diremos que f: U — C
es una funcién invariante bajo transformaciones de Mob*(C) sf para toda
(21,...,2r) € Uy m € Mob™(C) satisface:

f(z1,eo 0 2k) = f(m(z1), ..., m(zk))

En particular, U es invariante bajo M6b+(@), si cualquier (21,...,2;) € U
y cualquier m € Méb™ (C), entonces :

(m(z1),...,m(z)) € U.

La 3—transitividad de M6b+(@) sobre C implica que si 1 < n < 3 las funcio-
nes invariantes bajo M6b+(@) de varias variables son las funciones constantes.
Pero para el caso de n > 4 tenemos un caso interesante, un ejemplo de una
funcién invariante bajo Méb*(C) es la razon cruzada, de la cual hemos esta-
do hablando y con esta propiedad podemos caracterizar los circulos de C de
la siguiente manera:

Teorema 2.22. Sea C un circulo dado por tres puntos distintos 21, 22, 23 € C.
Entonces C ={z€ C|[z:21:23: 2z) € RU{o0}}

Demostracion. Sea m € Méb*(@) tal que m(z;) = 0,1,00 para j =1,2,3.
Entonces m(z) = [z : 21 : 29 : 23] asi que z € C' si y s6lo si

(20210 290 23] € m(C).

Pero m(C') es un circulo bajo 0,1, oo, asi que m(C) = R U oo. O]
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Este resultado se puede interpretar geométricamente, para lo cual supon-
gamos que 0o ¢ C, asi que C' es un circulo euclidiano en C, consideremos 6
el angulo entre los vectores z — 21 y 2 — 23 en C, y ¢ el d&ngulo entre 2o — 29

y 29 — z3. Como
(z—21)

(z—21)(2 — 2) _ (3)
(21— 22) (23 —2) 22

denotemos la razén cruzada por A, con lo cual tenemos que

arg(\) = (arg(z — z1) —arg(z — z3)) — (arg(zo — z1) — arg(zq — 23))

=09 0=o¢+m
z3

21 21

Si 0o € C entonces C'\ {oo} es una linea euclidiana en C, y el teorema
anterior expresaria una condicién para que los puntos z, 21, 2o, 23 sean coli-
neales.

Al principio calculamos la razon cruzada tomando oo, notemos ahora que es
facil calcular la siguiente razoén cruzada:

1 1-%

:0:1: 2 = =
[oo 2 l—z |1—2z|?

En particular, tenemos que [co : 0 : 1 : z] es real si y solo si Z es real, es
decir, z es real. Un resultado interesante combinando el teorema anterior y
la observacion obtenemos.

Proposicion 2.23. Sean z1, 29, 23, 24 puntos distintos en C, la razén cruzada
[21: 221 23 1 24] es real sty solo si z1, 2o, 23, 24 pertenecen a un circulo de C.

Demostracion. Sean zi, zq, 23, 24 puntos distintos en C y por el teorema m

~

existe m € Méb™(C) tal que

m(z1) =00, m(z) =0, m(z3)=1
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ademds notemos que m(z;) = 0o, m(z2) = 0,m(z3) = 1 y m(z4) pertenecen
a un circulo de C, digamos C, si y solo si [m(z1) : m(z2) : m(z3) : m(z4)]

es real. Como [z1 : 29 @ 23 & 24) = [m(2z1) : m(: m(22) : m(z3) : m(z4)] y por
teorema , entonces z1, 29, 23, 24 pertenecen a un circulo en C si y sélo si
[21: 22 1 23 1 24 es real. O

2.2. Inversion.

Sea C un circulo de C con ecuacion
azZ+bz+bz4+¢c=0 con a,ceRbeC

Sia # 0, entonces C' es un circulo euclidiano en C, sea p el centro y r el radio
de C. Entonces para cada z € C\ {p} hay un tnico punto w sobre la linea
dada por p y z tal que

|2 = pllw — p| =1

donde w y z estan del mismo lado que p. La inversion de C' esta dada por
Io: C— C con Ig(z) = w, donde w es el conjugado de z con respecto a C.

1. Si z — p entonces w — o0.

2. Si z — oo entonces w — p.

Afirmacion 2.24. Io se puede extender a C.

Demostracion. Definiendo I (p) = oo y Io(00) = p. Entonces I es la iden-
tidad y ademas Io(z) = z si y solo si z € C. A partir de esto, podemos
encontrar una ecuacion para Ic.

Si z # p, oo entonces:

(2 =P)(w —p)| = |z = pl|lw —p| =1
asi que arg(z —p) = arg(z — p), entonces arg(z —p)(z —p) = 0. Con lo cual
2

(w—p)(z-p)=r

27



donde

Io(z) =w
r2
~PTE-D
Tenemos que p = —g yr?= (l’g;—zac) por tanto
w=1Ic(z) = —Zziz (2.8)

Esté _ecuacion también se vale para z = p y z = 00, entonces para toda
z € C, mostramos que ¢ es una transformacion anti-mobius, es decir, I €
PG(2,C). Si a =0, entonces C'\ {oo} es la linea euclidiana

bz+bz+c=0
usando la ecuacion , definimos una transformacién de C

_BE+C

w=1Ic(z) = 2

]

Afirmacion 2.25. St a = 0, entonces Ic es una reflexion de C respecto a

C\ {o0}.

Demostracion. La prueba la haremos por casos:

= Sea z € C, es un punto fijo de I siy solo si z = (_bi_c), es decir z € C

» SizeC\CyqeC)\{oo}, entonces:
(e (2) —al = He(z) — Ic(q)|
bztc byt
b b

Entonces, z e Io(z) son equidistantes de cualquier punto ¢ € C'\ {o0}, asi
que I¢(z) debe ser z o su reflejo respecto C'\ {oco}. Como z ¢ C, Io(z) # z,
asi que I¢ representa conjugaciones complejas. L]
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CU{}
Ic(Z)

En resumen, la transformacion 2.8 representa inversion en C'si C'es un circulo
en C, y una reflexion en C'\ {oo} si C'\ {oo} es una linea en C. Por teorema
sabemos que transformaciones de Mobius manda circulos en circulos,

ahora tenemos:
Lema 2.26. Sean C y C’ circulos de @, entonces Icv = mIom™*

Demostracion. Si z € C', entonces Ic/(z) = z ademas Iem™'(z) = m™!(z)
ya que m~1(z) € C. Definamos T = mIcm™Ic/, entonces

T(z) = mlem o(2) = mIem ™ (2) = mm ™ (2) = 2

para toda z € C’, por tanto T fija ‘a (' como la composicion de transforma-
ciones de Mébius, asf T € Mob™ (C). Como T fija C’, T fija al menos tres
punto de C, por corolario , entonces T' es la identidad, por tanto

m[cmfl = [6,1 = [C"
]

Por tanto, los elementos m € Méb*(@) manda pares de conjugados con
respecto a C' a sus pares de conjugados con respecto a C' = m(C).

Teorema 2.27. Sea m € M6b+(@), sean C' y C" = m(C) circulos en C. 8¢
w = Io(z) entonces m(z) = Ior(m(2)).

Demostracion. Siw = Io(z) entonces

Io(m(2)) = mIem™'m(z) = miIgo(2) = m(w).
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2.3. Clases de conjugaciéon en M6b+(@).

Definicion 2.28. Sea GG un grupo y sean g,h € G, diremos que g es el
conjugado de h, denotado por g ~ h, si existe a € G tal que g = aha™!

Afirmacioén 2.29. La conjugacion es una relacion de equivalencia.

Demostracion. 1. ~ es reflexiva, es decir, g ~ g.
Sea g € G, pero g = 1g1~! = 1¢1, por tanto ~ es reflexiva.

2. ~ es simétrica. Sean g, h € G tal que g ~ h, es decir, existe f € G tal
que g = fhf~! pero esto equivale a f~lgf = h, donde f = (f~1)7! asi
que h ~ g.

3. ~ es transitiva, sean g, h, f € G tales que g ~ h y h ~ f, es decir,
existen r, s € G tales que g = rhr~' y h = sfs~!. Entonces

g=rhr ' =r(sfs)rt = (rs)f(rs)™!

sea a = rs entonces a € G, asi que g ~ f
Por tanto ~ es una relacion de equivalencia. O

Las clases de equivalencia de la conjugaciéon son llamadas clases de con-
jugacion.

Definicion 2.30. Diremos que z es un punto fijo de m € M'de“(@) st
m(z) = z.

Notemos que f(z) es un punto fijo de la transformaciéon conjugada de m
donde fmf~! € Mob™(C).
En esta seccion consideraremos los puntos fijos y las clases de conjugacion
de M&b™(C) donde cada elemento esta normalizado.

Teorema 2.31. Sea m € Mib*(C) normalizada. Entonces
» 57 (a+ d)* # 4, entonces m fija dos puntos en C.
» 57 (a+d)*> =4 ym# Id, entonces m tiene un punto fijo en C.

Demostracion. Sea m € Mob*(C) normalizada, entonces m(co) = g, dire-
mos que m fija al oo si y s6lo si ¢ = 0. Por otro lado, si ¢ # 0, entonces z € C
es un punto fijo de m, lo cual equivale a que la siguiente ecuaciéon

2+ (d—a)z—b=0
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tiene dos raices, asi que m fija dos puntos en (Aj, a no ser que (d—a)*+4bc =0
en cuyo caso la ecuaciéon tiene una doble raiz y m tendria un punto fijo.
Usando que ad — bc = 1, tenemos (a — d)*> — 4 = 0. En resumen m tiene un
punto fijo si y s6lo si (a + d)* = 4.

Regresando al caso ¢ = 0 y m fija al oo, tenemos que ad = 1y m(z) =
a’z + ab, asi tendremos el segundo punto fijo z = (1f—22) si y solo sf a? # 1
(6 equivalentemente (a — d)? # 4). Cuando a* = 1 tenemos m(z) = z + b,
asi que m es la identidad para b = 0 y m tiene un punto fijo, es decir oo, si

b 0. O

Consideraremos la funcién (a+d)?, importante para determinar las clases
de conjugacion en Méb™ (C).

Definicion 2.32. Sea

A= (‘CL Z) € GL(2,C)

la traza de A, denotada por tr(A), se define por tr(A) =a+d

Notemos que tr(AB) = tr(BA) ya que las entradas de las matrices
2 X 2 son complejos asi que podemos conmutar las entradas; ademéas si B
es invertible, entonces:

tr(BAB™") = tr(B"'BA) = tr(A)

Asi que la tr(A) depende solo de la clase de conjugacion de un elemento
A € GL(2,C). Cada transformacion de Mobius m es representada por un
par de matrices +A4 en SL(2,C), tenemos que tr(—A) = —tr(A), asi que
tr2(m) = (tr(A))? = (a +d)? es una funcioén bien definida de m que depende
solo de las clases de conjugacion de m € PSL(2,C).

Ejemplo 2.33. Sea T € M6b+(@), representada por la matriz en A €

SL(2,C):
(0 )
VA
describiremos sus clases de conjugacion en PSL(2,C).
Notemos que

2 _ L _ -1
tr(T)_(\/XJr\/X) A+ At 42

Como mencionamos antes la identidad es un elemento conjugado, asi que
la identidad es una clase de conjugacion. Cada clase de conjugacion de
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PSL(2,C) son escritas por una seleccion de representantes de cada clase.
Si A € C\ {0}, definimos:

Az si A#£1
T = 2.9
\(2) {z—l—l si A=1 (29)

Teorema 2.34. Sea m € M6b+(@) con m # Id, entonces existe alguna
A€ C\ {0} tal que m ~ Ty de[2.9

Demostracion. Primero supongamos que m € Mob™ (@) tiene s6lo un punto
fijo zy. Por teorema existe f € Mob™(C) tal que f(z) = oo. Entonces
fmf~t solo fija a oo, asf que fmf~1(z) = z+1t para alguna t € C\ {0}, esto
es, fmf~! = m,; donde m; es una traslacion.

Sea g = £, entonces gmyg~'(z) = z + 1, asi que

(gf)m(gf)~ =Th
entonces, m ~ Tj.
Ahora supongamos que m tiene dos puntos fijos, digamos 21, z5. Por teorema
m, existe h € Mob™(C) tal que h(z1) = 0y h(z9) = oo. Entonces hmh=!
fija 0 y oo, asi que es facil ver que hmh=t = Ty con T) de para algin
A€ C\{0,1}, es decir, m ~ T) O

Para describir completamente las clases de conjugacion, nosotros tenemos
que determinar T, y T).

Teorema 2.35. S7 U, ~ T siy solo sik =\ ok =\"1.

Demostracion. Sea Ti, el caso particular de con A = 1, como 77 fija oo,
fTif~! fija a f(co) para cada f € Mob™(C), entonces Ty no puede ser el
conjugado de cualquier Uy con A\ # 1, ya que sus elementos fijan al 0 y al oo.
Ahora supongamos que U, y T\ son conjugados, donde A, x # 1. Entonces
tr2(U,) = tr*(Ty) esto implica que

1 1
Kt —+2=A+<+2
K A

tomando K = A o Kk = % Para la otra implicacion, U, es el conjugado de Ty
st J(z) = £ entonces JU,J ' =U O

1
Corolario 2.36. Sean my,my € Mob*(C) \ {Id}, my ~ my si y sdlo si
tri(my) = tr*(my).

Demostracion. Sélo basta probar que tr?(my) = tr*(msy) implica que m; y my
son conjugados. Asi que supongamos que my y ms son conjugados de U, y T
respectivamente, entonces tr?(my) = tr*(my) implica que tr*(U,) = tr?(Ty),
asi que k = XA o kA = 1, implica que U, y T son conjugados, por tanto m;
y Mo son conjugados. O
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2.4. Clasificacién geométrica de Mob™(C).

Ahora consideraremos la geometria de una transformaciéon de Mobius
distinta de /d. Como ya mencionamos antes m no es determinada de manera
tinica por A, ya que m también es un conjugado de U y.

Definicién 2.37. Diremos que {\, 1/A} es el multiplo de m si determina de
manera unica a m.

Diremos que dos trasformaciones de Mobius son conjugadas si y solo si
tienen el mismo multiplo, el cual serfa justamente la funcion ¢r2. Se relaciéon
estos dos invariantes de la siguiente manera:

1
tr¥(m) = tr*(Ty) = A + i\ +2

asf que Ay 1/ son raices de la ecuacion cuadratica: z2+(2—tr?(m))z+1 = 0.
Sea m € Mob™(C) tenemos los siguientes casos:

1. Diremos que es una transformacion parabodlica si m tiene un punto fijo
20 € Csiysolosi A=1.

2. Por otro lado, si tiene dos puntos fijos, con |A| # 1 y mueve todos los
puntos distintos de los fijos; se despliegan dos casos:

a) m es hiperbolica si \ es real y positiva.

b) m es loxodromica en cualquier otro caso del anterior.
3. Si |A| =1y tiene dos puntos fijos, m es eliptica.

Ahora, si m es un conjugado de T si y solo si tr?(m) = tr?(T)), entonces
tenemos tr2(Ty) = A+ A~! + 2, asi que:

1. m es eliptica s y s6lo si 0 < tr*(m) < 4.

2. m es parabolica sf y s6lo si tr?(m) = 4.

3. m es hiperbolica si y solo si tr?(m) > 4.

4. m es loxodrémica si y sélo si tr2(m) < 0 6 tr*(m) ¢ R.

La diferencia entre la transformaciéon hiperbélica y la loxodréomica diferentes
de la identidad, es que las hiperbolicas dejan al disco invariante y las trans-
formaciones loxodromicas no. Cabe notar que las transformaciones elipticas
y parabdlicas dejan al disco invariante.
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Definicién 2.38. El orden de una transformaciéon de Mobius es el menor
entero positivo n tal que m” = Id

En otro caso diremos que m tiene orden infinito.

Teorema 2.39. Sea m € Msb*(C), m # Id con orden finito, entonces m es
eliptica.

Demostracion. Sea m € M('ij’(@) con m # Id de orden finito, es decir,
m™ = Id. Sea m el conjugado para algtn T}, asi que m” es el conjugado de
T} para cada entero n, entonces T) es de orden finito. Ahora T7'(2) = z +n,
asi que 7T tiene periodo infinito, entonces A # 1. Con lo cual T{(z) = A"z,
propongamos 1y = Id donde s es el orden finito de m, entonces también lo es
para T}, esto que implica A* = 1 y por tanto | A |. Entonces m es eliptica. [

Notemos que no toda transformacion eliptica tiene orden finito, para esto
consideremos A = e, con 0 € R, asi que T es eliptica si y sélo si € no tiene
un multiplo entero de 27, es decir, T tiene periodo finito si y s6lo si 6 es un
multiplo racional de 27, asi que si 6 es un miltiplo irracional de 27 entonces
T, es una transformacion eliptica de orden infinito.

2.5. Conformidad.

Definicion 2.40. Sea S; y S, superficies, diremos que f : S; — S5 es una
aplicacion conforme si preserva angulos.

Que preserve angulos significa que dadas las curvas ¢y, y ¢y sobre S;
que se intersectan en el punto @ con un angulo 6 entonces f(c;) y f(ca) se
intersectan en f(Q) con el mismo angulo 6, cabe notar que el angulo entre
las dos curvas esta definido por sus rectas tangentes.
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Definicion 2.41. Diremos que una aplicaciéon f es una isometria si preserva
distancias entre cada par de puntos.

Por ejemplo las rotaciones y reflexiones euclidianas en el espacio R" son
isometrias, ya que los dngulos en R™ pueden ser expresados en términos de
la distancia, es decir, isometrias de R"™ inducidas por aplicaciones conformes
entre superficies en R”

Teorema 2.42. La proyeccion estereogrifica 7—': C — S?\ {N} es confor-
me.

Demostracion. Sea un punto P € C, y sea [; y Il dos lineas rectas en C
que se cortan en el punto P y el angulo que forman es 6. Si Hj es el
plano que pasa por N y [; con j = 1,2, entonces S* N Hj es un circulo
C; en S?; para cada punto V en l;, entonces la linea NV intersecta S? en
7 '(V) € S N[I;, asi que Cj es la proyeccion 7~ '(l; U {oc}) de el circulo
[;U{oo} en @; en particular, C} y Cy se intersectan en N y Q = 7~ 1(P). El
plano tangente T' de S? en N es paralelo a la ecuacion del plano C, asi que
las lineas m; = TﬂHj pasan por N y son paralelas a las lineas [; = CN Hj y
las rectas m; forman un angulo 6. Ademaés los circulos C; se intersectan con
N y @, ya que C y Cs son aplicaciones en si mismos por medio reflexiones
en el plano perpendicularmente bisectando el segmento N@Q. Como m; es el
plano tangente a C; en N, el angulo debe ser 6, asf que 7= *(l;) y 7 *(l5) se
intersectan con un angulo 6 en Q = 7 1(P). O

Corolario 2.43. La proyeccion estereogrdfica m: S*\{N} — C es conforme.

Demostracion. Sean cs, ¢y curvas sobre S? que se intersectan en Q # N con
un angulo 6, tomamos sus dos planos tangentes ¢; en () donde j = 1,2. Sean
Hj es el plano que pasa por N y t;, asf que 5% N Hj es un circulo C; en S?
que pasa por Ny Q y Cn Hj es una linea [; en C que pasa por P = 7(Q).
Ahora sean C} y C5 hacen un angulo 6 en @) esto por sus planos tangentes
t;, de manera andloga a la prueba del teorema [2.42, mostramos que [; y Iy
hacen un angulo 6 en P. Como [; es tangente a 7(C;) en P, se prueba que m
es conforme. ]

El angulo en oo entre las curvas ¢; y ¢ de C se define como el angulo en
N entre las curvas 7 1(c;) y 7 !(cy), con lo cual se muestra que este dngulo
existe, va que la proyeccién estereografica m: $2 — C y 71 : C — S? son
aplicaciones conformes. Como J(z) = 1 induce una rotacion 7~ 'Jr de S?
envia un angulo # en N al angulo 6 en S?, el d4ngulo entre ¢; y ¢y en oo es
igual al angulo entre J(c;) y J(ca) en 0.
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Definicion 2.44. Sea f: C — C es una aplicacion conforme en oo si y sélo
si fJ es conforme en 0.

Definicion 2.45. Sea f una aplicacion conforme de una superficie orientada
en si misma diremos que es conforme directamente (o indirectamente) si
preserva (o invierte) la orientacion.

Definiciéon 2.46. Sea f una aplicacion conforme de una superficie orientada
en si misma diremos que es conforme directamente (o indirectamente) si
preserva (o invierte) la orientacion.

Por ejemplo las rotaciones y reflexiones de S? son conformes directamente
e indirectamente respectivamente. Dado que 7: 5* = Cy 7~': C — 5% son
conformes, diremos que f: C — C es conforme directamente e indirectamente
si y solo si se induce la aplicacion 7! fr: S? — 52, conforme directamente
e indirectamente a continuaciéon se muestra en el siguiente diagrama:

71

I

-~

C

o

f

Mostraremos resultados sobre automorfismos de C, para lo cual necesita-
mos el siguiente resultado:

Teorema 2.47. [2, Teo. A.12] Sea R C C una region con f: R — f(R) CC
diremos que f es conforme directamente si y solo si f es analitica en R y
f'(z) # 0 para toda z € R.

Teorema 2.48. Cualquier elemento f € Aut(@) es un homeomorfismo con-
forme directamente de C en si mismo.

Demostracion. Por corolario y por , m € Aut (AI) es un homeomorfismo
de C a si mismo. Sea m bajo las condiciones de . Su derivada es

—(az +b)c+ (cz+d)a  —acz —bc+ caz+da 1

m(z) = (cz + d)? - (cz + d)2 " (cz +d)?

Entonces m’(z) # 0,00 para cada z € C\ {—d/c} y por teorema [2.47, m es
conforme directamente de z. Tenemos los siguientes casos:

1. z =00y m(z) # occ.
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2. z=00y m(z) = o0.
3. z=—d/c# o0y m(z) =o0.

De 1. tenemos ¢ # 0, la transformacion

a—+ bz
Ulz) = mJ(z) =
() = mJ(s) =
satisface U'(0) = ;—21 % 0,00, asi que U es conforme directamente en 0,

entonces m es conforme directamente en oco.
En 2., tenemos ¢ = 0 entonces a # 0. La transformaciéon

c+dz
V(z)=JmJ(z) =
(2) (2) a—+ bz
satisface V'(0) = aig # 0,00, asi que V es conforme directamente en 0,
también m es directamente conforme en co.
En 3., tenemos ¢ # 0, la transformacion
cz+d
W(z)=Jm(z) =
(2) (2) az+b
satisface W'(—d/c) = —c* # 0,00. Por tanto W es conforme directamente
en —d/c, y también m lo es.
En resumen, m es conforme directamente en C. O

El siguiente teorema es un poco mas fuerte que el anterior:

Teorema 2.49. Cualquier aplicacion conforme directamente f: C — C es
un automorfismo de C.

Demostracion. Sea f : C — C una aplicacion conforme directamente y su-
pongamos que f(oco) = oo, por la composicion de f con un automorfismo
adecuado. Solo basta probar que f es meromorfa en cada punto a € C.

1. Seaa € Cy f(a) € C, como f es conforme directamente en a entonces
f'(a) # 0,00 por teorema [2.47, asi que f es analitica en a y a es un
punto simple para f.

2. Sea a € Cy f(a) = oo, dado que la rotacion J es conforme directa-
mente, J f es conforme directamente, y como (J f)(a) = 0, por teorema
2.47 se muestra que J f es analitica con un cero simple en a, asi que f
es meromorfa con un polo simple en a.
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3. Como f(00) = oo, tenemos que (Jf.J)(0) = 0, y de manera analoga f
es meromorfa con un polo simple en oo.

Entonces f es meromorfa en C, asi que f’ también lo es,y por teorema m
/" es racional. De 1., f'(a) # 0, mientras que de 2. f’ tiene un polo en a, asi
que f'(a) = 0o # 0. Pero en el 3.

fe)=amz4+a+a_1z2_1+...

para z grande, con a; # 0, asi

fl(z)=a;—a_1z27%—...

para z grande, entonces f’(00) = a; # 0. Por tanto f’ es una funcién racional
la cual no toma valores en 0, asf que f’ no es un constante, por teorema [1.24]
f' 1o es constante entonces f es un polinomio de grado 1 por el teorema [1.25]
entonces por teorema f € Aut(C). O

3. Grupos discontinuos.

Definiciéon 3.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico y (G, ), diremos que G
actia en el espacio topolégico X si hay una funcién continua

b Gx X =X
tal que:
1. Sea e la identidad en G y cualquier z € X, e(x) = x.

2. Para todo g;,o0 € Gyxrx e X (9192)(@ = 91(92@))-

Para las siguientes definiciones consideraremos (X, 7) un espacio topolo-
gico y (G, -) un grupo de homeomorfismos de X en si mismo.

Definiciéon 3.2. Diremos que la acciéon de G en un punto x € X es libre y
discontinua si existe una vecindad U de z, tal que g(U) NU = (), para todo
g €q.

Definicion 3.3. El conjunto de puntos donde la accion de G es libre y
discontinua se llama region de discontinuidad y se denota por 2 = Q(G).

Definicion 3.4. Sea Y C X es G-invariante o invariante bajo G,si g(Y) =Y
para toda g € G.
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El conjunto €2 es G-invariante y un subconjunto abierto de X, entonces
cualquier punto de U pertenece a (2.

Definicion 3.5. Diremos que = y y son G-equivalentes o equivalentes bajo
G, si existe g € G tal que g(z) = y.

Definicién 3.6. Diremos que el grupo G actiia sobre Y, si GG particiona a
Y n clase de equivalencia.

El espacio de clases de equivalencia lo denotaremos por Y/G, de forma
anédloga como en topologia, para definir Y/G necesitamos la proyeccion na-
tural p: Y — Y/G.

Definicion 3.7. Diremos que G C M(’jb*(@) es un grupo kleiniano si actta
libre y discontinuamente en algin punto z € C.

Salvo que se especifique lo contrario, todos los grupos kleinianos son sub-

~

grupos de Mob™*(C), y todas las acciones son acciones sobre C.

En general, C/G es un espacio feo, pero /G es agradable, ya que es un
espacio de Hausdorff,

Proposicion 3.8. Q/G es un espacio Hausdorff.

Proposicion 3.9. Sea G un subgrupo no discreto de Méb* (@) Entonces hay
una sucesion de elementos distintos de G convergen a la identidad.

Proposicion 3.10. Sea G un grupo kleiniano, entonces G es un subgrupo

discreto de M6b+(@).
Las demostraciones de 3.8 se pueden ver en |4, Proposicion C.2, C.3].
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