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Resumen

El presente trabajo es una recopilacién de definiciones y resultados
encaminados al entendimiento del grupo trenzas.
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Introduccion.

Las trenzas son objetos matemédticos dentro del drea de estudio del dlgebra,
topologia y geometria, con diversas e interesantes propiedades, algunas de las
cuales se encuentran en este trabajo.

En la primera seccién, se dan algunos conocimientos preliminares con los
que el lector debe de contar para el entendimiento de las secciones posteriores,
los cuales van desde definiciones algebraicas, como grupo libre y presentacién de
un grupo; hasta el drea de la topologia, tales como espacio de configuraciones;
y de la topologia algebraica, como homotopia y grupo fundamental.

La secciéon de Trenzas Geométricas, nos habla de la definicién de trenza
como objeto geométrico, con una definicién facil de ver de manera intuitiva,
como suele pasar dentro de la geometria; ademads, se le da estructura algebraica
de grupo y se habla de algunas propiedades del grupo de trenzas.

En la tercera seccién, se demuestra el teorema de Artin, el cual da la pre-
sentacién del grupo de trenzas, también conocido como grupo de Artin. Y, para
finalizar, en la cuarta y tltima seccién, se presenta al grupo de trenzas y el grupo
de trenzas puras como los grupos fundamentales del espacio de configuraciones
de n puntos no ordenados, y ordenados, respectivamente.

1 Preliminares

1.1 Presentaciones de grupos
Los resultados y definiciones de ésta seccién pueden ser consultados en [Rot03].

Definicién 1 Sea X un subconjunto de un grupo F. Se dice que F es un grupo
libre con base X si, para cada grupo G y cada funcion f : X — G, existe un
unico homomorfismo ¢ : F' — G con ¢(z) = f(x) para todo x € X. De manera
que tenemos el siguiente diagrama.

F.
t P
X

- . Q

f
Definicién 2 Sea X un conjunto no vacio. Se dice que X' es una réplica
disjunta de X si son disjuntos y existe una biyeccion entre X y X' la cual
denotamos po x — x 1.
Al conjunto X U X! se le llama alfabeto.

Definicién 3 Sea n un entero positivo. Definimos una palabra en X de longitud
n > 1 como una funcion w: {1,2,...n} - XU X1

Generalmente, una palara w de longitud n tal que w(i) = z;*, con i =
1,2,...,n,¢e; € {+1,—1}, se denota como

— €1 €En
w = Ty ---xn",



donde z; € X. La longitud n de la palabra w se denota como |w|.

Denotamos como palabra vacia a la palabra de longitud 0, la cual escribi-
mos con el simbolo 1.
Escribiremos como W(X) al conjunto de todas las palabras en X. Si X = (),
entonces W (X) tiene como dnico elemento a la palabra vacia.
Definicién 4 Sean u = 7" - -z yw =yi' ---yor palabras, donde x;,y; € X
para todo i = 1,....n y todo 7 = 1,....,m. Decimos que u = w st y solo si
n=m,x; =y; ye; =d; para todo 1.

De ésto, podemos ver que cada palabra tiene un tnico deletreo.

Definicién 5 Siu= 25" - z& yw = yP - yh son palabras en X, entonces
podemos operarla con su yuzxtaposicion obteniendo la palabra

dm, 3

— €1 en,,d1
uw_ajl ...mnwyl ...ym

Si 1 es la palabra vacia, entonces lu =u =ul y lw =w = wl.

Definicién 6 Una subpalabra de una palabra w = x7' - - x& es la palabra vacia
o una palabra de la forma u = x&r - - x5, donde 1 < r < s <n. El inverso de

una palabra w = 7' -+ - 28 es w1 1

— x;en e xl
Notemos que (w™!)~! = w para toda palabra w.

Definiciéon 7 Una palabra w en X es reducida si w = 1 o w no tiene subpal-
abras de la forma xx=* o 71z, con x € X.

Definiciéon 8 Sean u y v palabras en X y sea w = wv. Una operacion el-

emental es una insercion, ésto es, cambiar w = wv por w = uaa ‘v o

w = ua"tav para algin a € X, o una eliminacion de una subpalabra de

w de la forma aa™" 0 a”ta, es decir, cambiando w = uaa"'v, 0 w = ua"lav,
por w = uv.

Escribimos w — w’ para denotar que w y w’ difieren por una operacién
elemental. Decimos que dos palabras en X, u y v, son equivalentes si existen
palabras u = wy,ws, ..., w, = v para cierto n € IN tales que

U=wW1 —> Wy —> - —> Wy = .

Notemos que ésta es una relacién de equivalencia. Denotamos la clase de equiv-
alencia de u como [u].

Teorema 9 Si X es un conjunto, entonces el conjunto F' de las clases de equiv-
alencia de las palabras en X, con la relacion dada por las operaciones elemen-
tales, es un grupo libre con base {[x] : x € X} con la operacion [u][v] = [uv].



Demostracién. Si X = (), entonces W () = {1} lo que implica que F' = {1},
que claramente es un grupo libre.
Si X # (), comenzaremos por probar que F es un grupo con la operacién

[u][v] = [uwv],

con [ul, [v] € F. Por construccién, tenemos que la asignacién es correcta, esto es,
que la imagen de la operacién esta contenida en el contradominio de la misma.
Ahora, sean [u1], [v1], [ug], [v2] € F tales que [u1] = [uz] v [v1] = [v2]. Sabemos
que u; estd relacionada con us, de ésto, tenemos que existen wy, wa, ..., w, €
W(X), con n € N, tales que

Ul =Wy — Wy — -+ — Wy = U2,

de ésto,
U1V1 = W1V1 — WaV1 — *++ — WpV1 = U1,

lo cual implica que ujvy estd relacionado con wovi. Ademads, como wv; estd
relacionado con vg, tenemos que existen 21, 22,...,2, € W(X), con m € N,
tales que

V1 =21 —> 22— — Zm = V2,

de ésto,

UQV] = U221 — U222 —> *** —> U2Zm = U2V2,

es decir, usvy estd relacionado con ugvg, lo cual implica, por transitividad,
que ujv; estd relacionado con wugve, ésto es, [ujv1] = [ugvg]. Por lo tanto, la
operacién estd bien definida.

Ahora, sean [y1][y2][ys] € F,tenemos que

([ya]ly2D[ys] = [yryellys] = [(y1y2)ys],

[1l([y2]lys]) = [y1]ly2ys] = [y1(y2y3)]-

Como la yuxtaposicién de palabras es asociativa, debido a que preserva el or-
den de éstas, tenemos que (y1y2)ys = y1(y2y3), lo cual implica que estén rela-
cionadas, por tanto
[(y1y2)ys] = [y1 (y2ys)]-

Asi, la operacion es asociativa.

Podemos ver que el neutro de la operacion es la clase de quivalencia de la
palabra vacia,

[w][1] = [w1] = [W] = [1w] = [1][w],

para todo [w] € F. Ademas, sea [u] € F, tenemos que [u]~* = [u~!] pues
[Wfu] ™" = [ul[u™] = [uu™] = [1] = [ ] = [u™[u] = [u] 7 [u].

Asi, F' es un grupo con dicha operacion.



Luego, sea [g] € F, tenemos que g = z{*x5*---x¢ para ciertos x; € X y

e; € {+1,-1},coni=1,2,...,ry r € N, de ésto,

o) = lafage o) = o)) o)
Asi, F' es generado por las clases de equivalencia de los elementos de X. Ahora,
sea G un grupo y sea f: X — G una funcién. Definimos

o F — G
W=l a] e S )

Tenemos, por construccién, que la asignacién es correcta. Luego, sean [v] =
[261 - zer), [w] = [y ---ydm] € F tales que [v] = [w], tenemos que v estd
relacionada con w. Ahora, sin pérdida de generalidad podemos suponer que v
y w difieren por una operacién elemental, ésto es, si v = x7*--- x5 entonces
w = - xfraa xy - alr, para cierto r € N tal que 1 < r < n y algin

a € X. De ésto,

e([v]) = fl@)er - flan)™
= f(xl)el T f(l‘r)ETf(a)f(a)_lf(xr+1)er+l o f(mn)en
= f(@1) o ) f (@)t fan) ™ '
= ([w])

e FG)™ - P
(1) f(@n)®) (Fly)™ - f (ym) ™)
FC? g Doyt yie])

De ésto, ¢ es un homomorfismo de grupos. Ahora sea @ : ' — G un homo-
morfismo tal que ¥ (z) = f(x) para toda x € X, tenemos que ¢ = ¥, por como
construimos a . De ésto, existe un tinico homomorfismo ¢ entre F'y G tal que
o(x) = f(x) para toda s € X. Por lo tanto, F es un grupo libre. m

Definiciéon 10 Una presentacion de un grupo G es un par ordenado
G = (X|R),

donde X es un conjunto, R es el conjunto de palabras en X y G = F/N, donde
F es el grupo libre de base X y N es el subgrupo normal generado por R, ésto
es, el grupo generado al conjugar los elemento de R por elementos de F. Al
conjunto X se le conoce como generadores y al conjunto R como relaciones.

Proposicion 11 Todo grupo es cociente de un grupo libre.



Demostracion. Consideremos un grupo libre F' de base G, el cual existe por
el teorema 9, y la funcién

f: G — G
r = oz
Por definicién de grupo libre, tenemos que existe un tnico homomorfismo ¢ :

F — G tal que p(x) = f(x) para todo € G. Ahora,puesto que ¢ es sobreyec-
tiva y por el primer teorema de isomorfismos, tenemos que

F/Ker(p) = Im(e) =G.

Asi,
G = F/Ker(yp).

Por tanto, cada grupo G es cociente de un grupo libre. =

Corolario 1 Todo grupo tiene una presentacion.

1.2 Espacio de configuraciones

Las definiciones de ésta seccion pueden ser consultadas en [Mas91] y [Jac04].

Definicién 12 Una variedad de dimension n es un espacio topoldgico de Hauss-
dorff tal que cada punto en éste estd contenido en algun abierto homeomorfo a
un abierto en R™.

Definicién 13 Sea M una variedad conexa de dimension mayor o igual a 2 y
sea n un entero positivo, definimos el conjunto

Fo(M) :={(z1,...,xn) € M X --- X M : 2; # xj para todo i # j}.

Al espacio F,,(M) se le conoce como espacio de configuraciones de un conjunto
de n puntos ordenados en M.

Notemos que a F,,(M) se le pude asociar la topologia inducida por el pro-
ducto M x --- x M.

Definicion 14 El espacio cociente

definido por la siguiente accion

w:  Fp(M) xS, — Fn(M)
(($1,...,1’n),0) = (xa(l)r"aza(n));

es llamado espacio de configuraciones de n puntos no ordenados en M.



1.3 Grupo fundamental

Esta seccién estd basada en [Cha05], [Cis01] y [Hat02].

Definicién 15 Sean X y Y espacios topoldgicos. Definimos como homotopia
a una familia de funciones {f; : X — Y} tal que la funcion asociada
H:X x[0,1] =Y dada por H(z,t) = fi(x) es continua.

Decimos que dos funciones fy, f1 : X — Y son homotdpicas si existe una
homotopia F' : X x [0,1] — Y tal que F(z,0) = fo(z) v F(z,1) = fi(z).
Denotamos que fp y f1 son homotépicas como fy ~ fi.

Definicién 16 Una funcion f : X — Y es una equivalencia homotdpica si
existe una funcion g :'Y — X tal que fg ~ Idy y gf ~ Idx. Se dice que los
espacios X y Y son homotopicamente equivalentes o tienen el mismo tipo de
homotopia y se donota como X ~Y

Definicién 17 Dos funciones fo, f1 : X = Y son homotdpicas relativamente a
un subconjunto A de X si y sdlo si existe una homotopia F : X x [0,1] - Y
entre fo y f1 tal que

F(z,t) = fo(z) = fi(x),

para toda x € A y todo t € [0,1]. Denotamos que fo y fi son homotdpicas
relativamente por fo >l A fi-

Observemos que si A = (), entonces una homotopia relativa es lo mismo que
una homotopia.

Definicién 18 Sean «,f : [0,1] — X dos caminos en X tales que a(0) =
B(0) y a(1) = B(1), se dice que son equivalentes si son homotdpicos relativa-
mente a {0,1}. Escribimos, o ~ .

Esto es, los caminos «, 8 : [0,1] — X son equivalentes si existe una funcién
continua

F:[0,1]x[0,1] - X

tal que
F(tvo) = a(t)v F(ta 1) = ﬂ(t)v

para todo ¢ € [0, 1].
F(0,5) = a(0) = 8(0), F(1,5) =a(l) = B(1),
para todo s € [0, 1]

Definicién 19 Sea X un espacio topoldgico y zo € X fijo, definimos un lazo
f como una trayectoria tal que el punto inicial coincide con el punto final, i.e.
f:00,1] = X es continua y f(0) = f(1) = xo € X, denotemos por Q(X,xo) al
conjunto de los lazos cuyo punto inicial o base es xy.



Proposicion 20 La relacion de homotopia por caminos define una relacion de
equivalencia en Q(X, xg), xg € X.

Demostracién.
1. Reflexiva, f ~ f mediante la homotopia f; = f para todo t € [0,1].

2. Simétrica, supongamos que f ~ g mediante f;, entonces g ~ f mediante
la homotopia inversa f1_;.

3. Transitiva, supongamos que f ~ g mediante f; y g ~ h mediante g;.
Definimos

asi f ~ h mediante h;, queremos ver que H(x,t) = hy(z) es continua.
Recordemos que una funcién definida en la unién de dos conjuntos cerrados
es continua si es continua al restringirla en cada uno de los conjuntos
cerrados y como

| F(z,t) si
Hiz,1) _{ G(z,t) si

donde F' y G son las funciones asociadas de f; y g; respectivamente.
Ademds H es continua porque F'y G coinciden en ¢ = %

1
t<3
t<1

IAINA

<
<

i O

Dadas dos trayectorias f,g : [0,1] — X tal que f(1) = g(0) definimos la
trayectoria producto f - g mediante

[ f(20) si0<t
f'g_{ g(2t—1) sil<t

(NI

<
<

Observacion 21 FEste producto respeta las clases de homotopias.

Demostracién. Supongamos que fo ~ f1 y go ~ g1 mediante f; y g; respec-
tivamente, que fo(1) = go(0) v f1(1) = ¢91(0). Asi f; - g; define una homotopia
forgo~fi-g1. m

Denotamos por 71 (X, xg) al conjunto de las clases de equivalencia, con la
relacion de homotopia, de caminos cerrados con punto base xg € X.

Proposicién 22 El conjunto w1 (X, o) es un grupo con respecto al producto

[fllg] = [f - 9], donde m1(X,xg) es el conjunto de las clases de homotopias [f]
de lazos con punto base xy.



Demostracion. Tenemos, por consruccién, que la asignacién del producto
Jf1lgl = [f - g, es correcta. Ademds, por la observacién anterior, tenemos que
estd bien definida. Ahora, sean [f], [¢], [h] € m1(X, x0), tenemos que

[F1([gllR]) = [f (gh)],

(If1lgD[nr] = [(f9)h].
Donde, por definicién del producto de lazos con punto base zg,
f(4¢) si

0
flgh) =13 g(4t—1) si %
h(2t —1) sig

F(21) si0
(fo)h =14 g(4t—2) si é
h(4t—3) il

Consideremos la siguiente homotopia,

f(&35) si0<¢< st
H(t,s) =14 g(dt—s—1) sisth << si2
h(1— 220y 6 542 <4 <
Notemos que

f(4t) si0<t< 715
g4t —1) si%ﬁtgg,
h(2t—1) siz<t<l1.
f2t) éogtsg
M#—mSﬁétSL
h(4t—3) sig <t<l1.

(0,s) = (fg)h(0) = f(gh)(0),

(S) (fg)h(1) = f(gh)(1).

De ésto, f(gh) y (fg)h son homotdpicamente equivalentes, lo que implica

que
[f(gh)] = [(f9)hl,

por tanto, la operacion es asociativa.
El elemento neutro de dicha operacién es el lazo

17r1(X,w0) : [O, 1] — X
t = g

Sea [f] € m (X, o), tenemos que

; _{ﬂ%)ﬁq

Ny (X,20) = o <

INIA
ol

<t
<t

—-



= x si0
17r1(X,zo)[f] { 2 -1
2

Consideremos la homotopia

3 2t . 9_s
(e = { 1) 9951555

Notemos que

Ademas, } ~ B
H(07 S) = f(O) = (f17r1(X,x0))(0)7
H(l, 8) = f~(1) = (f]'Tl'l(X,xo))(]‘)'

De ésto, [f1x,(x,20)] = [f]. Luego, consideremos la homotopia

Notemos que

Ademas, 3 3
G(O’ S) = f(O) = (17T1(X,mg)f)(0)7
G(1,5) = f(1) = (Lny (x,00) ) (1)

De ésto, [1r, (x,00)f] = [f]. As,

[17T1(X7I0)f~] = [.ﬂ = [f]‘ﬂ'l(XymO)]‘

Luego, sea § € m1(X, zg), definimos su elemento inverso § como

Entonces,

10



_y. [ gl-2t) sio<t<i,
T 97 g0t-1) sit<t<l.
Ahora, consideremos la siguiente homotopia
[ g(2ts) si0<t <,
Fits) = { g(2s(1—1t) sit<t<l.
Notemos que

[ §(0) == 510§t§%,

Pt s) = { g(0) =y si % <t<1.

_J a(2t) si0<t< 3,

F(t’l)_{ g2—2t) sit<t<l

Ademas,

De éStO, [§§71] = [171'1(X7w0)}
Ahora, consideremos la homotopia

~ _fg(s(1—2t)) sio<t<3,
F(t.s) { g(s2t—1)) sil<t<l.
Notemos que
] §(0) = = 510§t§%,
F(t,0) { g(0) = xo &%Stﬁl.
_ [ a(1=2t) si0<t<y,
F(t’l)_{ g2t—1) sigz<t<l1

Ademass,
F(O,S) = gil(o)g = (lﬂl(X,xo))(O) = Zo,
g

F(1,5) =3 '(0)7 = (1r,(x.20)) (1) = Z0.
De ésto, [§71g] = (L, (X,20)]- Asi,

[g_lg} = [171'1(X,mo)] = [gg_l}

Por lo tanto, m1 (X, zg) es un grupo. ®
Al grupo (X, xg), se le conoce como el grupo fundamental de X con
punto base xg.
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2 Trenzas geométricas.

Las definiciones y resultados de ésta y las siguientes secciones pueden ser con-
sultados en [Gonl1], [Par07], [Glal2], [Jac04] y [Nav16].

Definicién 23 Consideremos el espacio Euclideano de dimension 3, y los planos
tales que z =0 y z = 1.
Sean P; y Q; los puntos con coordenadas (i,0,1) y (4,0,0) respectivamente, con
ie{l,2,...,n},neN.
Una trenza de n cuerdas es un sistema de n arcos ay,as,...,a, : [0,1] — R?
tales que a; conecta al punto P; con el punto Qr(;), para alguna permutacion
n
7 € Sp; o equivalentemente, una funcién |J[0,1] — R?® . Ademds, debe de

=1
cumplirse lo siguiente:

e Cada arco a; intersecta al plano z =t una y sdélo una vez, para cualquier

t € 0,1].
e Los arcos ay,...,ay intersectan el plano z =t en n puntos distintos para
todo t € [0,1].

A los arcos de las trenzas se les conoce como cuerdas de la trenza, y la per-
mutacion 7 se conoce como permutacién de la trenza. Si esta permutacion es
trivial, entonces se dice que es una trenza pura.

Los cruces de las trenzas se denominan positivos o negativos segin el arco que
pase sobre el otro. (Véase Figura 1)

Cruce positivo Cruce negativo

Figure 1: Cruces en los diagramas de trenzas

Definicién 24 (Equivalencia de trenzas) Dosn-trenzas By y B1 con la misma
permutacion T son equivalentes u homotdpicas si existe una homotopia a través

de las trenzas P, con permutacion w, de By a B1, con t € [0,1], es decir, existe
n

n

una funcion H :[0,1] x |J — R? tal que la restriccion {t} x |J — R? es una
i=1 i=1

trenza, para toda t € [0,1].

12



Denotaremos por B,, al cociente del conjunto de n-trenzas por la relacién de
equivalencia de trenzas. Notemos que los elementos de B,, son clases de equiv-
alencia; ademas, B,, representa al conjunto de n-trenzas no equivalentes.

Al conjunto de las clases de equivalencia de trenzas puras, se le denota por PB5,,.

Dadas dos n-trenzas, « y 8, podemos operarlas al unir la parte inferior de
a con la superior de [ y escalarlas, para obtener una una nueva trenza a la
cual denotamos como af. Es facil ver que dicha operacién esta bien definida en
B,,. Equivalentemente, la composicién asocia a cada arco a; : [0,1] — R3 de la
trenza a y a cada arco b; : [0, 1] — R? de la trenza 3, un nuevo arco a;b; tal que

o oai(2t) si0<t<1/2
abi(t) = { bi(2t—1) sil/2<t<1

Dado que las trenzas son sistemas de arcos, la composicién de éstas se puede

ver como o a(2t) si0<t<1/2
B =1\ gar—1) si1j2<t<1

A esta operacion se le llama composicion.

Definicién 25 Una trenza elemental o; es la n-trenza formada por el cruce de
la i-ésima cuerda sobre la (i + 1)-ésima cuerda. Dicho cruce es el dnico cruce
de la n-trenza, las n — 2 cuerdas restantes son lineas paralelas. (Véase Figura
2)

El inverso de una trenza elemental, ai_l, es la n-trenza formada por el cruce
de la (i+1)-ésima cuerda sobre la i-ésima cuerda. Dicho cruce es el inico cruce
de la n-trenza, las n—2 cuerdas restantes son lineas paralelas. (véase Figura 3)

1 141

J
]

Figure 2: Trenza elemental o;.
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Figure 3: Inverso de trenza elemental o '.

Proposicion 26 Toda n-trenza puede ser expresada como la composicion de
trenzas elementales.

Demostracién. Procederemos por induccién sobre el nimero de cruces de la
n-trenza.

Consideremos una trenza, «, de un sélo cruce. Tenemos que dicho cruce se
forma al pasar la j-ésima cuerda sobre la (j 4+ 1)-ésima cuerda, o al pasar la
(j + 1)-ésima cuerda sobre la j-ésima cuerda, para cierto j € {1,2,...,n — 1}.
De ésto, a =0 6 a = aj_l. De ésto, toda trenza de un cruce se puede expresar
como la composiciéon de una unica trenza elemental o el inverso de una trenza
elemental.

Supongamos que cualquier trenza de k cruces puede expresarse como com-
posicién de trenzas elementales, con k& € IN.

Ahora, sea 8 una n-trenza con k + 1 cruces. Podemos suponer que 3 es
equivalente a una trenza 3 donde k cruces estan en la parte superior y un cruce
se encuentra en la parte inferior, de ésto, 8 puede escribirse como la composicién
de una trenza de k cruces con una de un tnico cruce. Por hipétesis de induccion
tenemos que la n-trenza de k cruces puede escribirse como la composicién de
trenzas elementales; ademads, como se dijo anteriormente, toda trenza de un
Unico cruce se puede escribir como una trenza elemental. De ésto, S puede
escribirse como la composicién de trenzas elementales.

Por lo tanto, por el principio de induccién matematica, toda n-trenza puede
expresarse como la composicion de trenzas elementales. m

Observemos que 0;0; = 0;0; si |t —j| > 1, con i,j € {1,..,n—1}. (Véase
Figura 4).
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i ifl ij+1 i i+l ij+

Figure 4: 0,0, =0jo;si|i —j| >1,coni,je{l,...,n—1}

Ademds, 0;0;410; = 044100411, con i € {1,...,n — 1}. (Véase figura 5).

1 tt1l i 1+1

N

[

Figure 5: 0,0;410; = 054100541, con i € {1,....n —1}

Proposicion 27 El conjunto B, tiene estructura de grupo.

Demostraciéon. Consideremos la asignacién

o: B,xB, — B,
([ [8]) = [aB]

donde af es la composicién de la trenza « con la trenza 3, esto es, la trenza
resultante de unir la parte inferior de « con la parte superior de (3.
Por construccién, tenemos que la asignacién es correcta. Ahora, sean

([aa], [Ba]), ([ev2], [B2]) € B x B

tales que son iguales, ésto es [a1] = [ao] y [B1] = [B2]. Tenemos que a; estd

relacionada con ay y 81 esté relacionada con (2, lo que significa, por la definicién

de equivalencia de trenzas, que existe una homotopia entre ellas por medio de
n

trenzas; ésto es, existen un par de funciones H,, Hg : |J[0,1] x[0,1] — R3 tales
i=1
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que Hy(t,0) = an, Ho(t,1) = aa, Hz(t,0) = 81 v Hp(t,1) = B2. Consideremos
n

la funcién G : |J[0,1] x [0,1] — R3 tal que
=1

1=

[ Ha(2t,s) si0<t<1/2
G(t,s) = { Hg(2t—1,8) sil/2<t<1

Notemos que

G(t,0) = Ho(2t,0) = oy si0<t<1/2
T Hp(2t-1,00=8, silj2<t<1

esto es, G(t,0) = a1 51. Ademads,

Gt 1) = Ho(2t,1) = az si0<t<1/2
O Hp(2t—=1,1) =By sil/2<t<1

es decir, G(t,1) = asfB2. De ésto, 181 esta relacionada con asfs, esto implica
que [a181] = [aefs]. Por lo tanto, o estd bien definida.

Lo cual implica que a1 estd relacionado con asfs v asi, [a161] = [aafs].
Por tanto, o estd bien definida.

Ahora, dado de que la composiciéon de trenzas estd definida como la con-
catenacién al yutxtaponer las trenzas, es facil ver que, dadas tres n-trenzas
[a], [5],[0] € Bn, [&] o ([8] 0 [0]) = ([a] o [5]) o [0]. Por tanto, o es asociativa.

Notemos que el neutro de la operacién o, 1p, es la n-trenza que se compone
por n lineas paralelas, pues la composicién con dicha trenza consiste simple-
mente en el enlongamiento de las cuerdas de la trenza.

Sea [y] € By, sabemos que [y] puede esribirse como la composicién de trenzas
elementales, ésto es

b =05 0?0l
donde r e N, 4, € {1,...,n} y e;, € {+1,—1} para s € {1,...,r}. Definimos el
inverso de [y] como la trenza

Asi,
["}/] o [f}/]*l — Ji'lll e O—,eLr (0?z7~)71 L. (Ui‘ln)fl _ ]-BT,,,

s b

— Cip1\— i1\ — i Cip __
Mol = (o, 7) (o) ot -0 =1,

Por lo tanto, B,, es un grupo con la operaciéon composiciéon.
Proposicion 28 El grupo de trenzas B, es no abeliano para n > 3.

Demostracién. Comenzaremos con el caso n = 3. Consideremos las trenzas
siguientes:
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Lw ﬁ(%J

Notemos que la composicién de dichas trenzas no conmuta, pues la per-
mutacién de dichas trenzas son diferentes, como puede notarse en la siguiente

imagen.
ol U U

noon

Asi, B3 es no abeliano. Ahora, para n > 3 basta con considerar las trenzas
tales que los primeros tres arcos son como las trenzas del cason =3 y lasn—3
cuerdas restantes, son lineas paralelas. Es facil notar que dichas trenzas no
conmutan con la composiciéon. Asi, B,, es no abeliano paran > 3. =

Proposicion 29 El grupo de 2-trenzas, Bs, es isomorfo a Z.

Demostraciéon. Consideremos la funcién ¢ : Bs — Z tal que a cada trenza
le asigna si niimero de cruces, ya sean negativos o positivos. Esto es:

|| o )y

- J
{. e
J ™

Tenemos, por construccién que la asignacién correcta y ademads, ¢ esta bien
definida.
Luego, sean a, § € Bs, es ficil notar que p(a o 3) = p(a) + ¢(8), puesto que,
de tener signos iguales, al realizar la composicién, los cruces se suman pues
la trenza se enrolla en el mismo sentido; de tener signos contrarios, la trenza
se desenrrollaria hasta tener el nimero de cruces resultante de la resta de los
cruces de las trenzas originales. Ademds, ¢(1p,) = 0 por construccién. Asi, ¢
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es homomorfismo de grupos.
Notemos ahora que Ker(p) = 1p, v Im(p) = Z, esto implica que ¢ es isomor-
fismo de grupos. Por lo tanto, Bo 2 7. =m

Proposicion 30 Sin > 2, el grupo Bs es infinito.

Demostracién. Consideremos el caso n = 2. De la proposicién anterior,
tenemos que By = 7, lo cual implica que Bs es infinito.

Ahora, para n > 2, notemos que a cada 2-trenza le podemos asociar una n-
trenza con las primeras cuerdas igual a la 2-trenza y las n — 2 cuerdas restantes
como lineas paralelas. De ésto, B, es infinito.

Asi, B, es infinito paran > 2. m

3 Presentacion del grupo de trenzas

Lema 31 Sea p : PB, — PB,—1 la proyeccion. Entonces, p es sobreyectiva y

~

Ker(p) & F,,—1, donde F,,_1 es el grupo libremente generado por los elementos

T; = (agil-~-0;1)0;1(0i+1-~-0n,1, 1<i<n-1).

Recordemos que los elementos o; denotan trenzas elementales.
Mads ain, la sucesion exacta corta

1—F,_1—>PB,—PB,.1—1

se exinde y entonces, PB, = F,_1 x PB,_1. En particular, todo elemento de
PB,, se puede escribir de manera unica como el producto de x;’s y un elemento
en PB,,. Esto es, sea w € PB,,, entonces

_ se1 . aer
w = ;] i W,

donde £; € Fr,_1,e; ==%1,j=1,...,r,re N yw € PB,_;.

Teorema 32 (Teorema de Artin) Sea B,, el grupo de trenzas, tenemos que

Bn = <0’1,0’2,...,0'n_1|0'i0'j = 0,0 St |Z—]| > 1,0'1’0'1‘—&-10'1’ = 0i+4+10;0i+1, §1 1= 1, NN

Demostracion. Sea G un grupo con presentacién

Wiy Un—1lYsyy = Y st li—J1 > 2, %Y = Yir1Yaiz1 sii = 1,...,n—2),

probaremos que G = B,,. Consideremos la siguiente asignacién

p: F, — B,
w = yfll .yf: )_> O'Z_ell .0'162‘7
donde F;, es el grupo libre generado por los elementos 1, ..., Yn.

Por la propiedad universal de grupos libres, tenemos que ¢ esté bien definida
y es un homomorfismo de grupos.

18
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Luego, sea § € B, sabemos que podemos expresarla por medios de trenzas
elementales, esto es,
/B — Uiel PR O',e"
1

in !

coni; € Nye; € {+1,—1}, para todo j = 1,...,n. Tenemos que existe una
palabra en F,, @ = y;! ---y;". Ademas,

€1

p(w) = eyt - yir) = ol o =

in

Por tanto, ¢ es sobreyectiva, lo cual implica que Im(p) = B,,.
Denotaremos (R)< al subgrupo normal generado por las relaciones R de la
presentacén, esto es,

(R)Y = {Hgilr?g :g€ F,,r; € Rje; = +1}.
iel
Ahora, sea w € (R)Y, tenemos que w = [] y;lrfiyk, para cierto yr, € F, v
iel
cierto cunjunto de indices I. Luego,
([ Tww riiwe) = [ eCwe riiue) = [T e Delri e (ur)-
iel iel iel

Notemos que gp(ri) = 1p_, puesto que

e(yiyy; 'y ') = iojo; o]t =1,
si i —j| > 2. Ademds, paratodoi=1,...,n—1

1 -1 _
o1 =1g,.

1 -1 -1 1 -
OYiYit1YiYi1Yi Yip1) = Oi0i10i0,10;
De ésto,

e(TT v 'riye) =TT e(yy )1s, o(yr)
el el

= I e(y;. elyr)

Asf, w € Ker(p). Por tanto, (R)< C Ker(yp).
Luego, sea u = y;lll ~y;m € Ker(yp), tenemos que
d dmy _ d dm _
SD(U) = gO(yjll e ijn) - Ujll e U]m - 1B77~.
A continuacién mostraremos que podemos llevar la palabra u a la forma trivial,
por medio de relaciones en la presentaciéon, e inserciones y eliminaciéon de sub-

palabras de la forma y='yF!.
Para todo k = 0,...,m, definimos a [; como la posicién de la n-ésima cuerda
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de la n-trenza, p(u), al final de el movimiento representado por aldll ~-~0f:.

Notemos que como ¢(u) = 1p, , entonces ly = I, = n. Ahora, denotemos por

Qi = YiYit+1 " Yn—1,

parai = 1,...,n — 1y z, € G; ademds, =, = 1lg. Observemos que ¢(a;)
representa a la trenza que envia la i-ésima cuerda a la n-ésima posicién.
Ahora, usando inserciones permitidas, tenemos que

_ —1 d — d
= (O‘lolyjf n )(0‘1113/3‘22 ap,) - (azrf,lyj:f ai,)

Observemos que cada una de las ternas de elementos entre paréntesis tiene
alguna de las siguientes formas.

M) oty y i Wigr - Y1)
Notemos que

(Wn a9 iy ym1) = Wl 90 ) Watien - yo1)
=i Y1) T Wi Ynr)

=1g.

De ésto, esta palabra es equivalente a la palabra trivial, por tanto, podemos
eliminarla.

(2) (%711 e 'yi_l)yi_l(yi-i-l “Yn—1)
Denotaremos esta palabra por x;l.

3) Wty vy yic1(Wim1 - Yn—1)
Denotaremos esta palabra como x;_;.

@) sy Dyiciicr - Ynoa)
Notemos que

Wnty oy Y Wim1 Y1) = (y;;y Y; 1)yi,11(yi—1---yn—1)
= WnZ1 Y Y1) Wic1 Yn—1)
= (Yi—1- ynfl)_l(yzfl"'ynfl)
—1g.

Esto implica que la palabra es equivalente a la palabra trivial, por tanto,
podemos eliminarla.

(B5) (vt v DY (Wi Yno1), con k < i — 1. Notemos que, usando las
relaciones, podemos conmutar a y,fl con las otras letras, de ésto,

Wty e Wi gnar) = yii(yﬁl--~yfl)(yi~-~yn71)
:yil(yn_l~~~yi)*1(yi~~~yn_1)
— 1
— e
=y,

Asi, podemos sustituir esta palabra por ykﬂ.
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(6) (ynls -y Dy (Wi Y1), con k > i

Primero, notemos que, debido a la relacién y;y; = y;y; si |i—j| > 1, tenemos
que

Uk(Yi  Yn—1) = YilUk¥it1 " Yn—1

=YiYi+1 - YeYk—-1YEkYk+1 " Yn—1-
Ahora, aplicamos la relacién z;x,41%; = Z;412;Ti+1 ¥y obtenemos
Uk(Yi Yn—1) = YY1 YUkYk—1YkYk+1 " Yn—1
= YiY%i+1 " Ye—1YkYk—1Yk+1 " " Yn—1

Luego, de nuevo por la relacién y;y; = y;v; si [¢ — j| > 1 tenemos que

Ue(Yi = Yn—1) = YilYir1 " Y1 YkYk—1Yk+1 " Yn—1

=YiY%i+1 " Yk—1YkYk+1Yk—1Yk+2 " Yn—1
=YiYi+1 " Ye—1YeYk+1Yk+2 * Yn—1Yk—1
= (yi - 'ynfl)yk+1~

Ahora, dado que yi(¥i -+ Yn—1) = (Yi * - Yn—1)Yk+1, podemos notar que

Wty y DY Wi Y1) = Wty D) Wi Y)Y
de ésto,

(Waley Y Wi o) =y

Notemos que, de esta manera, hemos expresado a la palabra u como el
producto de elementos de la forma ¥,

ey Yn—2,T1,...,Lyn — 1 ¥ SUS inversos.
Observemos que yfil aparece Unicamente como parte de alguna palabra xiﬂ.
A continuacién, probaremos que la palabra y; 1a:jyi puede escribirse como
producto de x1,...,x,_1 y sus inversos, parat=1,...,n—2y j3=1,...,n—1.
Si i < j — 1, tenemos, por las relaciones, que
i ey =y (Ut Y)Y (Y5 Y1)y
_ (-1 - —1
=Y YW1 Y)Y (W5 Yn—1)

= Wty Y)Y (5 Y1)
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Sii=j—1,estoes, j =i+ 1, entonces

i iy = y;1$i+1yz
=Y (y; 1° yz+2)yl+1(yl+l “Yn—1)
=Y; 1<yn 1° yz+2)yz2+1(yl+2 ynfl)
= (ynfl : yz+2)y; 1yz+1yz(yz+2 o yn—l)
(Yp1 " .yz+12)y7, 1y2+lyi+1yi(yi+2 “Yn—1)
(Yp1 '%4—2)( y2+1yl)(yi_1fyi+1yi)(yi+2 S Yn—1)
= W1 ~ym)(yz+1yzyz+1)(ymyzy;l)(ym “Yn-1)
(Yl 'ylﬁz)ymyz(yl+1yz+1yz)yz+1(yz+2 Yn1)
(yn—l to yz—i}2>y1+1yzyzyz+1(yz+2 yn71)
(Ypo1 'yz+2)yl+1(yz+1 yn—l)(y;il T y;11)yiyiyi_4-11 (Yit2 " Yn—1)
= (ypty - ~yz+12)yz+1(yz+1 Y)Wty Y)Y Wi - o)
(y;11 yz+1)yz+1(yz+2 yn—l)
= Wnty i) Vit Wit - Y1) Wn 1 Ui )Y (i o)
(y;il T yi_J;1)y¢_+11(yi+2 o Yn—1)
= $i+1$i37¢+1~

Si i = j, tenemos que

yz‘_lxjyi - yl xzyz

=Y, 1(%51 T yi}ll)yi(yiyi+lyi+2 CYn—1)Yi

=Y W1 Ui DY Y1 Wira - Yn1 )i

=y Wty Y DY i1y (Y2 - Yno1)

= yi_l(yvz—l T yizrizy;rll)yi+1yiy§+21(yi+2 S UYn—1)
= yi_ (%51 T yi_-}-2)(yi+11yi+1)yiyi+1(yi+2 “UYn—1)
=Y 1(yn—1 e yz+12)yzyz+1(yz+2 yn—l)

=y, 1511- Ynly - yz+2)yz+1(yz+z Yn—1)
= (pty UiV Wiva  Yn—1)
= Tit1-

Si i > j, tenemos que y;x; = x;¥;, de ésto,
-1 -1
Yi Tj¥%i =VY; YiZj
= SC]'.

Asi, hemos probado que las palabras de la forma y; 1xjyi pueden ser escritas
como palabras con elementos x1,...,2x,_1 y sus inversos, lo cual implica que
as palabras de la forma y;x,y; = también pueden expresarse como palabras con
las palabras de la f jy; ! tamb d lab
dichos elementos, pues, si i < j —2 o ¢ > j, entonces

YiZiy;, = Tyj,
sit=j—1,
-1 _ -1 _
YiZiy; = YiTit1Y; = = Ti,
y Si i = j, entonces

—1 —1 —1
YiZilY;, = YiZily; = T; Ti41T4.
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De ésto, tenemos que la palabra u, una vez escrita en funcién de

Y1, yYn—2,T1, " , Tp—1

y sus inversos, podemos reacomodarla, de manera que los elementos de la forma
yiil se encuentren a la derecha. Asi,

p(u) = p(wr)p(ws),

donde w; es una palabra conformada por xi1,...,ZT,_1 y Sus inversos, y ws es
una palabra formada por yi,...,¥y,_2 y sus inversos.

Ahora, por el lema anterior, tenemos que podemos descomponer a cualquier
trenza pura, de manera unica, como el producto de elementos de la forma & =
(on—1. ..af1)0;1(0i+1 ...0p—1) vy un elemento en PB,_;. Notemos que los
elementos de la forma (o, . .. 0';1)0';1(0'1‘+1 ...0n—1) coinciden con ¢(z;), con
los x; definidos en ésta demostracion y w tiene una tnica descomposicién wyws,
lo cual implica que w; es el elemento trivial en F,,_1 y wsy representa el elemento
trivial el PB,,_1. Ahora, como F,,_; estd generado libremente por x1,...,Z,,
tenemos que w; puede reducirse a la palabra trivial por medio de eliminaciones
permitidas, lo cual implica que v = ws, la cual es una palabra de elementos
Y1,---,Yn—2 Y SUS inversos y representa la trenza trivial en PB,_1. Se sigue
la prueba de manera inductiva sobre n. Asi, ker(¢) C (R)<, y por tanto,
ker(p) = (R)”. Luego, por el primer teorema de isomorfismos, tenemos que

B, = ¢
"R
Por tanto,
Bn = <0’1,02, ceey0n—-1|0i05 = 004 si |l—]‘ > 170i0—i+10—i = 0i4+10i04+1, sit= 1, e ,n—2>
]

4 'Trenzas en el espacio de configuraciones
Proposicién 33 Sea Py = (1,2,...,n) € F,(C), se tiene que

T (Fn(C), Py) = PB,.
Demostracién. Consideremos la asignacion

v PB, — m(Fn(C),P)

8]~ [p(B)]
donde
90(5) : [071] - 7T1(.7:n(C), 0)
t = (b1(t),...,b,(1)),
donde bq,...,b, son los n arcos que conforman a f3.
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Sea [8] € PB,,, es facil ver que ¢(3) es un lazo con punto base Py, de ésto, la
asignacion es correcta. Notemos que dos trenzas puras « y 6 son homotépicas si y
solo si ¢(a) y ¢(#) son homotdpicas, esto es, [a] = [0] siy sdlo si [p(a)] = [¢(0)].
De ésto, ¢ estd bien definida y es inyectiva. Ademés, 1 es homomorfismo de
grupos. Ahora, sea ) € m1(F,(C), Py), sabemos que

n: [0,1] — Wl(fn(C),Po)
t = (a1(t),...,an(t)),

donde q; : [0,1] — F,,(C). Notemos que la trenza & de arcos ay, ..., d,, donde
el arco a; se encuentra en [0,1] y es homotdpico a a; para todo i = 1,...,n,
cumple que (&) = n. Asi, 1) es sobreyectiva. Por tanto,

7.[-1(‘7:71(([3)7P0) = PBn
|

Lema 34 (Lema de los cinco) Consideremos el siguiente diagrama de gru-
pos y homomorfismos.

A= Ay 2o Ay B A, s A

N

By —— By —— B3 —> By — B;s

J1 J2 J3 Ja

Si cada fila es exacta, cada cuadrado conmuta, fi es un epimorfismo, fo y fa
son isomorfismos y fs es un monomorfisma, entonces, f3 es un isomorfismo.

Proposicién 35 Sea Py = (1,2,...,n) € F,(C), se tiene que
ﬂl(cn(c)7 [PO]) = B,,
donde [Py estd dada por las permutaciones de las coordenadas de Py.

Demostracion. Consideremos la asignacién

v B, — m(Cnh(C),[P)])
[o] — [p(a)]
donde
Pla): [0,1] = m(Ca(C), [F])
t = (a1(t),...,an()),
donde az,...,a, son los n arcos que conforman a a.

Es facil ver que 1/;(,6’) es un lazo con punto base [Py], para toda trenza § € By;
ademads, ¥ es un homomorfismo de grupos y el siguiente diagrama conmuta.
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1 PB, B, Sn 1
N
1—— Wl(.Fn(C),Po) *>7r1(Cn(C), [Po]) —— Sn —1

Notemos que tanto la primera como la segunda sucesién son exactas; ahora,
por el lema de los cinco, tenemos que ¥ es un isomorfismo. Asi,

m1(Cn(C), Py) = PB,.

Conclusion

Notemos que le hemos asignado, a lo que empezamos definiendo como un
ente puramente geométrico, una estructura algebraica, una presentacion y una
definicién equivalente mediante grupo fundamental. Esto parace hacer necesario
destacar la gran variedad de herramientas matematicas, de diversas areas, con
las cuales se puede estudiar el grupo de trenzas, lo cual hace atin més interesante
su estudio.

Para finalizar, me gustaria agradecer al Dr. Luis Jorge Sanchez Saldana por
la oportunidad de trabajar bajo su tutela y al Programa para un Avance Global
e Integrado de la Matemadtica Mexicana, proyecto FORDECyT clave 265667,
sin el cual este trabajo no hubiese sido posible.
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