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Las ecuaciones diferenciales parciales
(EDPs) son uno de los objetos
matematicos mas exitosos para modelar
fendomenos del mundo real.

Las EDPs capturan la esencia del

cambio,
ya sea fisico, quimico, biologico, social,
; l
|O )
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Existen modelos para dinamicas de
poblacion...
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...para difusion del calor...




...para burbujas de jabon...
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...para movimiento celular...

Owu = V(D1Vu — xuVv) + f
v =DsAv+g—h
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...conglomerados de crimen...




iy existen muchos otros modelos!
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“El propdsito de los modelos [matemdticos]
no es ajustarse a los datos sino afinar las
preguntas.”

—Samuel Karlin.
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la naturaleza

la €1l

’

Simetr
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Simetria en ecuaciones totalmente no lineales

Sea Q CRY y Q =Q x (0,00).

Ecuaciones elipticas: u € C%(Q)
F(z,u,Vu, D*u) = 0.
Ecuaciones parabdlicas: u € C%1(Q),

ug(x,t) = F(x,t,u, Vu, D*u).
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Simetria en las ecuaciones: Problemas modelo

Sea Q CRY y Q =Q x (0,00).

Ecuaciones elipticas: u € C?(€2)
—Au = f(z,u).
Ecuaciones parabélicas: u € C%1(Q),
uy — Au = f(t,z,u).

Elementos que influyen directamente en la simetria:
e Condiciones de frontera.
e La geometria y la topologia del dominio.
e La no-linealidad f.
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Simetri%
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Problemas elipticos con condiciones de frontera

Sea B := {|z| < 1}, f € C1(R) y u € C?(B) una solucién de
—Au= f(u) en B, u=0 sobre dB.
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Problemas elipticos con condiciones de frontera

Sea B := {|z| < 1}, f € C1(R) y u € C?(B) una solucién de
—Au = f(u) en B, u=0 sobre 0B.

Pregunta: ;Se tiene que u siempre es radialmente simétrica?
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Problemas elipticos con condiciones de frontera

Sea B := {|z| < 1}, f € C}(R) y u € C*(B) una solucién de
—Au = f(u) en B, u=0 sobre 0B.

Pregunta: ;Se tiene que u siempre es radialmente simétrica?

Respuesta: No, por ejemplo, f(u) = \u.
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Problemas elipticos con condiciones de frontera

Sea B := {|z| < 1}, f € CY(R) y u € C?(B) una solucién de

—Au = f(u) en B, u=0 sobre 0B.

Pregunta: ;Se tiene que toda solucién positiva u siempre es radialmente
simétrica?
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Problemas elipticos con condiciones de frontera

Sea B := {|z| < 1}, f € C*(R) y u € C?(B) una solucién de

—Au= f(u) en B, u=0 sobre 0B.

Pregunta: ;Se tiene que toda solucién positiva u siempre es radialmente
simétrica?

Respuesta: jSil (Gidas, Ni, Nirenberg, 1979)
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El método del plano mévil (Aleksandrov, 1962; Serrin,
1971; GNN, 1979)

u=0 sobre 0B,
u>0 en B,

{Au = f(u) en B,
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El método del plano movil

Para A € (0,1) sea zy = (2\ — z1,22,...,2n), Bx=BN{x; > A}l y
flu(zy)) — fu(z))

u(zy) — u(z)

up(z) = u(xy) — u(x), = g x € Bjy.

—Auy = c(x)uy en By,

=0 bre 0B,
“ b 52 uy >0 sobre 0B,

u >0 en B,

—Au = f(u) en B, {
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El método del plano movil

Para A € (0,1) sea zy = (2\ — z1,22,...,2n), Bx=BN{x; > A}l y
flu(zy)) — fu(z))

u(zy) — u(z)

up(z) = u(xy) — u(x), = g x € Bjy.

—Auy = c(x)uy en By,

=0 bre 0B,
“ b 52 uy >0 sobre 0B,

u >0 en B,

—Au = f(u) en B, {
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El método del plano movil

Para A € (0,1) sea zy = (2\ — z1,22,...,2n), Bx=BN{x; > A}l y

flu(zy)) = flul(z))

u(:u\)fu(:zr) 9 T € B).

up(z) = u(xy) — u(x), c(x) =

—Auy = c(x)uy en By,

=0 bre 0B,
“ b 52 uy >0 sobre 0B,

u >0 en B,

—Au = f(u) en B, {
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El método del plano movil

—Au = f(u) en B,
u=20 sobre 0B,
u >0 en B,
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El método del plano movil

Para A € (0,1) sea zy = (2\ — z1,22,...,2n), Bx=BN{x; > A}l y
flu(zy)) — fu(z))

U(JZ)\)—U(:L‘) 9 T € B).

ua(r) = u(@y) —u(z),  c(z) =

—Auy = c(x)uy en By,

=0 bre 0B,
“ b 52 uy >0 sobre 0B,

u >0 en B,

—Au = f(u) en B, {
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El método del plano movil

Para A € (0,1) sea zy = (2\ — z1,22,...,2n), Bx=BN{x; > A}l y

flu(zy)) = flul(z))

up(z) = u(xy) — u(x), = o) G x € Bjy.

—Auy = c(x)uy en By,

=0 bre 0B,
“ b 52 uy >0 sobre 0B,

u >0 en B,

—Au = f(u) en B, {
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Pero por el principio del maximo...

—Auy =c(x)uy en By, L uy >0 en B,
uy >0 en By, dyuy <0  sobre By,
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Generalizaciones y limitaciones

+ Ecuaciones totalmente no lineales: F(|z|,u, Vu, D*u) = 0.

+ Dominios que son convexos en una direccion.

ADOU
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Generalizaciones y limitaciones

El dominio debe ser simplemente conexo.

La solucién debe ser positiva.

— Se necesitan condiciones de frontera de Dirichlet.

El mapeo s — F(s,a,p,q) debe ser monétono decreciente para s > 0.
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En estos casos, ;se puede rescatar algo de simetria?

20 ®:
SN
=)

CSCSSSSSIISS,
SIS,
qp.:,:‘
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Simetria axial




Simetria foliada de Schwarz

Sea u € C?(2) donde Q = B o bien Q = {r < |z| < 1} con r > 0. Decimos que
u es simétrica foliada de Schwarz si existe p € RV, |p| = 1, tal que u es
axialmente simétrica respecto a Rp y no creciente respecto al angulo polar

0 = arccos({% - p) € [0, 7].

|]
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El método del plano rotante (notacién)

Para e,z € RY  |e| = 1, sean
9 b 9

Be)=Bn{z-e>0}, o.(z)=az-2(x-ee, u(z)=u(x)—ulo.(x)).

Ce )
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El método del plano rotante (caracterizacion de la s.f.S.)

Siu € C?() es tal que, para todo e € S,
u®>0 en B(e) o u® <0 en B(e),

entonces u es simétrica foliada de Schwarz (Brock, 2003).
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El método del plano rotante (caracterizacion de la s.f.S.)

Si u € C%(Q) es tal que, para todo e € S,
u®>0 en B(e) o u® <0 en B(e),

entonces u es simétrica foliada de Schwarz.
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El método del plano rotante

Sea u una solucién de
—Au = f(|Jz|,u) en €, u=0 sobre 0.

Supongamos que existe e € S tal que u®¢ > 0 en B(e).

R W ,' ,

(4 %\,\

S
WS
.

- //II)/{"M”

Entonces u es simétrica foliada de Schwarz.
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El método del plano rotante

Sea w una solucién de
—Au = f(Jz|,u) enQ, u=0 sobre 0f).

Supongamos que existe e € S tal que u® > 0 en B(e).
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El método del plano rotante

Sea w una solucién de

—Au = f(Jz|,u) en €, u=0 sobre 0.

Supongamos que existe e € S tal que u® > 0 en B(e).

—Auf = c(z)u®  en B(€),
u’ =0 sobre 0B(¢).

u’ >0 en B(e') = u® >0 en B(¢)

L
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El método del plano rotante

Sea u una solucién de
—Au = f(|z|,u) enQ, u=000d,u=0 sobre 9.
Si
(H) existe e € S tal que u® > 0 en B(e),

entonces u es simétrica foliada de Schwarz.

La hip6tesis (H) se puede obtener como consecuencia de (no ser radial y):
e Ser la solucién de energia minima (Smets,Willem 2003).

e Tener un indice de Morse < N = dim(Q2)(Pacella, Weth, 2007).
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El método del plano rotante

Sea u una solucién de
—Au = f(|z|,u) en Q, u=000d,u=0 sobre .
Si
(H) existe e € S tal que u® > 0 en B(e),

entonces u es simétrica foliada de Schwarz.

Alberto Saldana



FEcuaciones de reaccion-difusion
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Ecuaciones parabélicas

us — Au = f(t,|z|,u) en B x (0,00),
u=0 sobre OB x (0, 00),
u(z,0) = uo(z) para x € B.

Algunas observaciones:
o Si up = ug o e, entonces u(z,t) = u(o.(z),t) V(z,t) € B x (0, 00).

Prueba: Sea u®(z,t) = u(x,t) — u(oe(x),t), entonces

u§ — Au® = ¢(z)u® en B(e) x (0,00),
u®=0 sobre 0B(e) x (0, 00),
u®(x,0) =0 para x € B(e),

y, por el principio del méximo, u¢ = 0 en B(e) x (0, 00).
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Ecuaciones parabélicas

uy — Au = f(t,|z|,u) en B x (0,00),
u=0 sobre OB x (0, 00),
u(z,0) = up(x) para z € B.

Algunas observaciones:
e Si ug = ug o o, entonces u(z,t) = u(o.(z),t) ¥(x,t) € B x (0, 00).
e Si ug es radial, entonces u es radial en B x (0, 00).
e Si ug no es radial, entonces u(-, t) no es radial para ningin ¢ > 0.

El conjunto omega limite

w(u) ={z€ C(Q) : |lu(-,tx) — z||L=(n) — 0 para alguna t;, — co}.
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Soluciones positivas en la bola

us — Au = f(t,|z|,u) en B x (0,00),
u=0 sobre 0B x (0, 00),
u(x,0) = up(z) >0 parax € B.

(U0) w es una solucién cldsica y |u(x,t)| < M para todo z € Byt > 0.

(U1l) w es uniformemente equicontinua, es decir,

|u(z,t) = u(y, s)|
|z — gl + [t — 5%

<C Vaz,yeB, t,s€la,a+1], a>0, x#£y, t#s.

(f1) f es continua y Lipschitz en u.

(f2) f(t,r,u) es decreciente en r.
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Soluciones positivas en la bola

us — Au = f(t,|z|,u) en B x (0,00),
u=0 sobre OB x (0, 0),
u(z,0) = up(x) >0 parax € B.

Si u satisface (U0), (U1), (f1) y (f2), entonces (Polacik, 2007) u es

asintoticamente simétrica, es decir, el conjunto omega limite
w(u) ={z € C(B) : |lu(-,tg) — z||L=(p) — 0 para alguna t; — oo}

es no vacio y sélo consiste de elementos radialmente simétricos y decrecientes
en la variable radial.

La solucién u(z,t) cuando t — oo.
Alberto Saldana



Generalizaciones y limitaciones

+ Ecuaciones totalmente no lineales: u;, — F (¢, |z|,u, Vu, D*u) = 0.

+ Cilindros parabdlicos € x (0,00) donde Q es convexo en una direccién.

ADOU
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Generalizaciones y limitaciones

El dominio debe ser simplemente conexo.

La solucién debe ser positiva.

— Se necesitan condiciones de frontera de Dirichlet.

El mapeo s — F(s,a,p,q) debe ser monétono decreciente para s > 0.
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En estos casos, ;se puede rescatar algo de simetria?
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us — Au = f(t,|z|,u) en Q x (0,00),
u=000,u=0 sobre 092 x (0, c0),
u(z,0) = up(x) para x € Q.

Si © es una bola o un anillo y u satisface (U0), (U1), (1), (f2) y
(U2) existe e € S tal que ug > ug oo, y ug # ug o g en (e),
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uthu:f(t,|:E|,U) ean(O,oo),
u=000,u=0 sobre 9§ x (0, c0),
u(z,0) = up(x) para z € Q.

Si © es una bola o un anillo y u satisface (U0), (U1), (U2), (f1) y (f2),
entonces (S., Weth, 2012) u es asintéticamente simétrica foliada de Schwarz,
es decir, el conjunto omega limite

w(u) ={z € CQ) : |lu(-,tx) — z||L=(@) — 0 para alguna t;, — oo}

es no vacio y sélo consiste de funciones s.f.S.
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Un modelo para la competencia, cooperacion, o
depredacion

—au — v+auv

bv — P+ Buv
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Comportamiento asintético

ou—Au=au — v>+auv,
Ov—Av=bv — v® 4+ B uwv.

Cuando t — oo existen dos posibilidades:

v Extincidn:

lim u(z,t) =0 o limwv(x,t)=0.

t—o00 t—00

v Coexistencia:

lim u(z,t) >0 y  limv(z,t) > 0.

t—o00 t—o00

En cada caso, jqué se puede decir sobre la forma asintética de
las densidades de poblaciéon?
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Forma asintdtica

., Qué se puede decir sobre la forma asintotica de las
densidades de poblacion?

Extincién:

Si limw(z,t) >0 y limw(z,t) =0,

t—o00 t—o0

entonces u es asintéticamente radialmente simétrica.

La densidad de poblacién u(z,t) cuando t — oo.
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Forma asintdtica

ou — Au =
v — Av =

at) u — v+ auw,
v — v+ B uv.

Coexistencia:

Si tliglou(x t)y>0 vy tlggov(x,t) > 0,
entonces... no siempre se tiene simetria (S., Weth, 2015)

.H.,N .u
ihi lhli l" '-";'r\ ‘i ‘t
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Sistemas competitivos

Sea B C RN, N > 2, una bola o un anillo, y sea u solucién de

(u1)r — Auy = ug — uf — uyuy en B x (0,00),
(ug)r — Aug = ug — u3 — uyuy en B x (0,00),
up =us=000,u; =0,uy =0 sobre B x (0, 00),

ui(x,0) =wup,1(x) >0, uz(x,0) =ug2(z) >0 for xz € B.
(U0) Existe e € S tal que

Up,1 = U0,1 0 0e, Up2 S U200e, UL Z U1 0T, U2 F Up,2 O T,
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Hipotesis en el perfil inicial

(U0) Existe e € S tal que

Ug,1 > Up,1 ©Te, Up2 < U200, Up1 Z Ul O0e, U2 Z U2 O O,

3
TR
S
R
)
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Teorema (S., Weth, 2015; S., 2016)

Si w1 y us son soluciones positivas y acotadas del sistema competitivo y se
satisface (S0), entonces uy y ug son asintéticamente simétricas foliadas de
Schwarz respecto al mismo eje de simetria pero en puntos
antipodales.
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Otros problemas con competicion

Los resultados previos se extienden a estos problemas.

No linealidades mas generales:

(u1)e — p(lz], ) Aur = fi(t, |z], u1) — ai (x|, t)ugug,
(u2)s — u(lz], t) Aug = folt, 2], u2) — az(|z|, t)uius,

Sistemas ciibicos:

3 2
(ul)t = Au1 = )\111,1 —+ YUy — a1u1u2,

3 2
(u2)r — Aug = Aug + y1u;y — auius,
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Sistemas cooperativos (S., Weth, 2014; S., 2016)

Sean u; y ug soluciones acotadas y positivas de
2 .
(u1)r — Aug = a1 (t)ug — by (H)u] + aq(H)uius  in B x (0,00),
2 .
(u2)t — Aug = ag(t)ug — ba(t)u; + as(t)ujus  in B X (0,00),
con condiciones de Neumann o Dirichlet y
(U0) existe e € S tal que
Ug,1 > Up,1 © ey  Up2 > U2 00, Up1 Z U1 O Ce, U2 Z U2 O O,
entonces 11 y ug son asintéticamente simétricas foliadas de Schwarz.
Este resultado se extiende a sistemas
cooperativos de n ecuaciones y

también a soluciones que cambian de
signo.
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Algunos problemas abiertos

e ;Se puede caracterizar alguna simetria para sistemas competitivos con
mas de dos especies?

e ;Se puede caracterizar alguna simetria en sistemas de tipo
depredador-presa?
Ou—Au= u — v+ uv

v—Av= v — v’— uw

e En dominios no acotados, como R o R¥\ B sélo existen algunos
resultados parciales (Polacik, 2005; Foldes, S., 2020), pero atin se necesita
mucho estudio para entender bien este caso.
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iMuchas Gracias!

We take comfort in the symmetries we find in life
because they suggest a design where there is none.
~Nicole Krauss
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