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Las ecuaciones diferenciales parciales
(EDPs) son uno de los objetos
matematicos mas exitosos para modelar
fendomenos del mundo real.

Las EDPs capturan la esencia del

cambio,
ya sea fisico, quimico, biologico, social,
; l
|O )
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Existen modelos para dinamicas de
poblacion...
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...para difusion del calor...




...para burbujas de jabon...
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...para movimiento celular...

Owu = V(D1Vu — xuVv) + f
v =DsAv+g—h
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...conglomerados de crimen...




iy existen muchos otros modelos!
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“El propdsito de los modelos [matemdticos]
no es ajustarse a los datos sino afinar las
preguntas.”

—Samuel Karlin.
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Para obtener una intuicién al respecto, repasemos las
bases

La derivada de una funcién u : R — R esta dada por
w(tog h) Sult) = u(t+h) — u(t)

u'(t) = lim —
®) h—0 (t+h)—t h—0 h
_— La derivada u'(t) contiene la
u(t + h) . siguiente informacion:
/ v' La tasa (instantdnea) de
u(t) ‘ cambio de v en el punto ¢.

v’ Si u es creciente (u/(t) > 0)
o decreciente (u'(t) < 0).

t t+h
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Las derivadas se pueden usar para traducir en un lenguaje
matematico las leyes o principios esenciales de un cierto fenémeno.
Por ejemplo, el principio

“el numero de nuevas bacterias por unidad de tiempo es
proporcional al de la poblacion actual ”

se puede escribir como

donde
v u(t) : densidad de poblacién al tiempo t.
v a >0 : tasa de reproduccion.
v' b > 0: cantidad inicial de bacterias.
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Por ejemplo, las cianobacterias...

La ecuacion (con condicién inicial)
u'(t) =a u(t) parat >0,
u(0) =b

tiene la solucion u(t) = be™, es decir:

las bacterias crecen exponencialmente rapido (al menos al inicio).

u(?)

iLas cianobacterias pueden duplicar su poblacién cuatro veces al dia!
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Sin embargo...

el crecimiento exponencial no puede continuar indefinidamente
(por cuestiones de espacio, falta de nutrientes, deshechos,...). Por
lo tanto, podriamos incluir un término de concentracion:

u'(t) = a u(t) — u(t)* parat >0,
() = 1.

Por ejemplo, si a =10y b = 0.1,

10s — 2 u(t)
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Y si los nutrientes decrecieran con el tiempo...

El consumo de nutrientes (finitos) puede traducirse como una tasa
de reproduccién dependiente del tiempo:

u(t)
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Modelar bacterias esta muy bien pero...
;pueden las ecuaciones diferenciales
modelar amor y romance?
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El modelo de Romeo y Julieta

Sean a,b,c,d,e,f ERy

r'(t) = ar(t) +035(2),
J'(t) = cr(t) + dj(t),
FUEST )

~—

v r(t) : El amor (o
incomodidad si es negativo)
de Romeo por Julieta al
tiempo t.

v j(t) : El amor (o
incomodidad) de Julieta por
Romeo al tiempo t.
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El modelo de Romeo y Julieta

r'(t) = ar(t) +0j(t),
J'(t) = cr(t) +dj(t),
r(0) =e, j(0)=/f.

Los parametros a y b especifican el estilo roméantico de Romeo:
vV a>0&b>0: Amante impaciente.
vV a>0&b<0: Narcisista.
vV a<0&b>0: Precavido o insequro.
vV a<0&b<0: Hermitano.

Similarmente, ¢ y d especifican el estilo romantico de Julieta,
mientras que e y f describen el interés inicial por cada uno al
tiempo t = 0.
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Un primer ejemplo

r(0) =1, j(0) =
— Romeo — Juliet
15
0 04 O.IS 0 1.0
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Un primer ejemplo

— Romeo —— Juliet
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Un primer ejemplo

Alberto Saldana



Un primer ejemplo

— Romeo —— Juliet
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Un término de concentracion (no lineal)

La funcion

s> s(l—s)=s5—s°

«

también es conocida como la “no linealidad de reparacién”.

(== i), Ji(g) = r®)(1 - r(2)),
r(0) = 0.1, 5(0) = 0.6

— Romeo Juliet

AVAWAWAWAWAN
VAVAVAVARVAR
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Un término de concentracion (no lineal)
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Un término de concentracion (no lineal)
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. Quiza un poco de ayuda profesional?
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. Quiza un poco de ayuda profesional?

A Romeo:

v' Ten cuidado con tus
sentimientos.

v' En relacién a Julieta: amala
cuando ella se esmere por ti,
y muéstrale un poco de
incomodidad si ella no esta
lo suficientemente animada.

r'(t) = —2r(t) +25(1) () — 1)
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. Quiza un poco de ayuda profesional?

Alberto Saldana

A Julieta:

v" No limites tus emociones, sé
feliz de estar enamorada.

v Acerca de Romeo:
muéstrale que lo quieres si
no lo ves muy animado,
pero no tengas miedo de
pedir tu espacio si te sientes
saturada.

7)) =3t)+r®)1—r@)



Un equilibrio feliz

r'(t) = =2j@) + 2iO(G®) - 1), J@) =@ +r@) () - 1),
r(0) = 0.1, 3(0) = 0.6

— Romeo —— Juliet
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Ahora que ya sabemos leer
ecuaciones diferenciales...
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Un modelo sobre el funcionamiento de la democracia
) == G(t)7

) =G(®)S(t)(1 - S(1)),

S(&)(S(t) — D)) — D(t) ) (1 — D(t))-

3
<
—~
~
=
Il

v" G: Producto interno bruto per capita.

v" D: Democracia.

v' S: Valores de autoexpresion (tolerancia social, satisfaccién con el estilo de
vida, libertad de expresion, sensacién de libertad).

LOS | o

OPEN @ ACCESS Freely available online

The Dynamics of Democracy, Development and Cultural
Values Comark

Viktoria Spaiser'*, Shyam Ranganathan? Richard P. Mann™?, David J. T. Sumpter™?

nstitute for Futures Studies, Stockholm, Sweden, 2 Department of Mathematics, Uppsala University, Uppsala, Sweden

Abstract

Over the past decades many countries have experienced rapid changes in their economies, their democratic institutions and
the values of their citizens. Comprehensive data measuring these changes across very different countries has recently
become openly available. Between country similarities suggest common underlying dynamics in how countries develop in
terms of economy, democracy and cultural values. We apply a novel Bayesian dynamical systems approach to identify the
model which best captures the complex, mainly non-linear dynamics that underlie these changes. We show that the level of
Human Development Index (HDI) in a country drives first democracy and then higher emancipation of citizens. This change
oceurs once the countries pass a certain threshold in HDI. The data also suggests that there is a limit to the growth of
wealth, set by higher emancipation. Having reached a high level of democracy and emancipation, societies tend towards
equilibrium that does not support further economic growth. Our findings give strong empirical evidence against a popular
political science theory, known as the Human Development Sequence. Contrary to this theory, we find that implementation
of human-rights and democratisation precede increases in emancipative values.

Alberto Saldana



Un modelo sobre el funcionamiento de la democracia

G'(t)=1-G(t),
S'(t) = GB)S(H)(1 - S()),

D'(1) = (S®(S(®) - D(t))-D®)) (1 - D(2)).

v’ S(t) — D(t): S es un limite para D. v' —D(t): D no se refuerza a si misma.
v' (1= D(t)) : Concentracién.

Democracy Self exp. values gdp Democracy Self exp. values gdp

G[dj = 01 D[0] = 05 S[og} = o.g C;[O] = 01 D[0] = 05 59[0] =15
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Estamos listos para introducir una
nueva dimension...

... y un orden superior...
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Variables espaciales en dos dimensiones

Denotemos por S,.(z) al circulo de radio r centrado en = (x1,x2), es decir,
1ROl

0.8

0.6
(xla $2)
To

0.4

0.2

02 04 g 06 0.8 1.0
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El laplaciano en dos dimensiones

El laplaciano es

Au(-rlf T2, t) = axl,xlu(zla T2, t) + 8$27$2u($1, T2, t)?

donde

) + h,x9,t) —  Ta,t
a$1u<xlax27t):}llg% u(l‘l e }2} u<ﬂj‘1 T2 )

0, h,xo,t) — O , To,
811711u(x1,x2’t):}13£[1) x1U(ZL’1+ To })L $1u(x1 T )
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La propiedad definitoria del laplaciano

Las propiedades del valor medio:

Au(z,t) >0 = u(x,t)<][ u(s,t) ds.
Sr(x)

Si el laplaciano de u es positivo en x, entonces los valores de u
alrededor de x estdn, en promedio, por arriba de u(x,t).

AN 1) <80 § =1 u(:c,t)>][ u(s,t) ds.
Sr(x)

St el laplaciano de u es megativo en x, entonces los valores de
u alrededor de x estdan, en promedio, por debajo de u(x,t).
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Por ejemplo

Si u(wy,z2) = —x3 — 22 + 1, entonces
Au(ry,13) = —4 <0 para todo (z1,72) € R?,

entonces para cada x, los valores de u alrededor de z estan en
promedio por debajo de u(x).

La funcién u(z1, z2)
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La ecuaciéon de calor

El principio de la difusién del calor:

“Cuando un objeto estd a una temperatura distinta a la de su
entorno, el calor fluye de modo que el objeto y su entorno al-
cancen la misma temperatura”
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La ecuacion del calor

“Cuando un objeto estd a una temperatura distinta a la de su entorno, el
calor fluye de modo que el objeto y su entorno alcancen la misma temper-
atura”

Denotemos por u(z,t) a la temperatura en el punto x al tiempo ¢.

&
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Observemos que
Owu(x,t) = Au(z,t)< 0 <— u(x,t)>][ u(s,t) ds.
9B, (z)

La temperatura alrededor de = esté (en promedio) por debajo de la
temperatura en x al tiempo t, por lo tanto, la temperatura en x disminuira.
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La ecuacion del calor

“Cuando un objeto estd a una temperatura distinta a la de su entorno, el
calor fluye de modo que el objeto y su entorno alcancen la misma temper-
atura”

Denotemos por u(z,t) a la temperatura en el punto x al tiempo ¢.

&
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Observemos que
Owu(x,t) = Au(z,t)>0 <— u(x,t)<][ u(s,t) ds.
9B, (z)

La temperatura alrededor de z estd (en promedio) por arriba que la
temperatura en x al tiempo t, por lo tanto la temperatura en x aumentara.
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Una nueva perspectiva sobre las dindamicas de
poblacién...

El crecimiento de una poblacién con movimiento/difusién se
modela con

Ou(z,t) — Au(z,t) = a u(x,t) — u(z,t)?

u(x,()) u(x, 1)

u(zx,2)

u(z,t) es la densidad de poblacién al tiempo t y en el punto x € B.
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Un modelo para la competencia, cooperacion, o
predacién

du—Au=au — W?+auv

Alberto Saldafia a >0, 6 <0



Comportamiento asintético

ou—Au=au — v>+auv,
Ov—Av=bv — vV + B uw.

Cuando t — oo existen dos posibilidades:

v Extincidn:

il o — O\ \\ o\ lim () — (O

t—00 t—o0

v Coexistencia:

lim u(z,t) >0 y  limv(x,t) > 0.

t—o00 t—o00

En cada caso, jqué se puede decir sobre la forma asintética de
las densidades de poblaciéon?
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Forma asintdtica

., Qué se puede decir sobre la forma asintotica de las
densidades de poblacion?

Extincién:

Sislim 7y (8 )\ =\0\ Ym0 s e RS

t—o00 t—o00

entonces u es asintéticamente radialmente simétrica.

La densidad de poblacién u(z,t) cuando t — oo.
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Forma asintdtica

Ou—Au=alt)u — v +auwv,
Ow—Av=>bt)v — v*+Buw.
Coexistencia:
If tlggo ) >0\ tliglo v(z,t) >0,
entonces...

5

Sia<0y s <0. Sia>0y s >0. Sia>0y s <0.
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iGracias por su Atencion!

Instituto de
Matematicas

La mayoria de las imagenes fueron tomadas de Wikipedia.org.
iApoyen al conocimiento libre!
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