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Consideremos el problema
—Au=u—u® enQ:=[0,1]x]0,1],
u=0 sobre dQ.

Una solucion positiva
® ¢xiste,
® s unica,
® estd acotada por uno,
o ¢sestable,
® s simétrica,

® ¢s mondtona,

® alcanza su mdximo en el origen.



Por otro lado, consideremos el problema
ANu=u—u® enQ:=1[0,1]x][0,1],
Au=u=0 o dyu=u=0 sobredQ.

En relacion a las soluciones positivas:

se pueden aproximar numéricamente,

la unicidad no estd demostrada,

no estdn acotadas por 1,

la estabilidad no estd demostrada,
probablemente hay simetria, pero no es del
todo claro debido a las oscilaciones al
nivel {u =1},

10 son mondtonas,

alcanzan su maximo cerca de las esquinas
y 1o en el origen.



Se puede observar un comportamiento similar en dominios anulares.
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Pictures taken from: L.A. Peletier and W.C. Troy. Spatial patterns.




Aun en problemas lineales existen importantes diferencias

—u>0enkE,

~Au=f>0 enE:={x?+25?%<1},
u=0 sobre OE .

= u cambia de signo en E.

(=A’u=f>0 enE:={x*+257<1},
ou=u=0 sobre OE .




cComo sucede esta transicion?
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Veamos a detalle a las potencias intermedias del Laplaciano: (—A)°* cons € (1,2).



Algunas prequntas fraccionarias:

o Siug es una solucion de (—A)*us = f con ciertas condiciones de frontera, entonces sel

mapeo s — Ug es continuo/diferenciable en algin sentido?

o Si(—A)? requiere de dos condiciones de frontera para tener problemas bien puestos y —A
s6lo necesita una, ;qué sucede con la condicion extra cuandos \, 1?

o . Las soluciones son mds y mds “patoldgicas” cuandos /2 o son esencialmente iguales para
cualquiers > 17

o La funcién de Green de (—A)® en una elipse E = {x* +25y* < 1} cambia de signo para
cualquiers > 1?



Fvaluacion punto a punto de (—A)* paras € (1,2)

SeaN € N, s € (0,2), entonces

' u(x+2y) —4u(x+y) + 6u(x) —4u(x —y) + u(x—2y)
(-8 ul) i=en [ S dy~
Aquicy s > 0 es una constante de normalizacion tal que F ((—A)*u) = |E|* Fu.
En particular, para una funcionu : RY — R adecuada,
g s 2 - S
_ — (- lim(—A — A
R  [m(—A)u(x) u(x)
Intuicion:
i OO0 _ ) 1 S0 =45 + 670 =4 =) 120 _
t—0 t t—0 t



Problemas lineales no homogéneos en una bola B := {|x| < 1}

Lets € (172)/
_ u(x+2y) —4u(x+y) + 6u(x) — 4u(x —y) + u(x —2y)
(=A)'u(x) :=cny /RN y[VF2s ay.
A’u=f enB,
{—AMZf enB, u=~h sobredB,
u=g sobredB. —dyu=g sobredB.

Notemos que: 2 —s € (0,1),
(=A)’u=f enB,
u=v sobreRN\B,
lim (1 — [x|?)*u(x) = h(z) paraz € IB,

X—2Z

lim —oy [((1 — x)?*u(x))] = g(z)  paraz € 9B.



La funcion de Green, s € (1,2)

(=Au=f enB,
u=0 sobreRV\B,
: _+]2)\2—s _
)161_>mz(1 [x|7)" " u(x) =0 paraz € B,
)lci_>n;—8v((1 — %) fu(x)) =0 paraz € IB.

La solucidn tinica es

u(x) = /BGs(x,y)f(y) dy (notemos queu > 0 si f > 0),

donde (Dipierro-Grunau, 2016), (Abatangelo, Jaroks, S., 2016)
(=) (=) ¢ 1
= —— dt, x,yeRN, x#y.

Gwy) = welr =y [
’ ““ 0 (t+1)%



L niicleo no-local de Poisson, s € (1,2)

(—A)’u=0 enB,
v saﬁreRN\B,

u=
=0 paraz € JB,

. 14l2)2—s
Lim (1= [x]%) ™ u(x)

: 2\2—s

)1C1_>rr%—8v((1—|x| )"*u(x)) =0 paraz € JB.

La solucion tinica es
u(x) = / s (x,y)v(y) dy (notemos queu < 0 siv > 0),
RV\B
donde (Abatangelo, Jaroks, S. 2017)

(1= )%
(v = 1) e —y¥
L

Ls(xy) = (=1, parax € RY, y e RM\B.



Los niicleos de frontera de Poisson, s € (1,2)

(~A)u

u

enB,
sobre RN \B,

0
0

. 1232
)1(13;(1 |x[7)" " u(x) = h(z) paraz € IB,

*u(x)
igrg—av((l — %)% Su(x)) =0 paraz € dB.

La solucidn tinica es

u(x) = /a Eo s(x,2)h(2) dz (notemos queu >0 sih >0 yN < 4),
B
donde (Abatangelo, Jaroks, S. 2017)

1 (1= |x?)*
Fou(x,2) = —— L=P”

T 4oy x—zV 2 (N = [x*) + (4= N)|x—z[*) parax € RV, y € 9B.



Los niicleos de frontera de Poisson, s € (1,2)

(—A)’u=0 enB,
u=0 sobre ]RN\B,
. M PAVAS _
)l}_}n}(l |x|)" " u(x) =0 paraz € IB,

s
lim 0y (1~ x*)*u(x)) = g(z)  paraz € 9B.

La solucidn tinica es
u(x) = /a E14(x,2)8(z) dz (notemos queu > 0 sig > 0),
B
donde (Abatangelo, Jarohs, S. 2017)

=Ry

arax € RN, y € 9B.
oy |x—z|V P ’

El,s(-xvz) —



Algunos resultados previos

s e N:
Funciones de Green: Green (1828), Boggio (1905).
Niicleos de Poisson: Poisson (1820), Lauricella-Volterra (1896), Edenfiofer (1974).

s€(0,1):
Funciones de Green: Blumental-Getoor-Ray (1961).
Niicleo no-local de Poisson: Riesz (1937).
Niicleo de frontera de Poisson: Bogdan (1999).



Aplicaciones: Formulas de representacién, s € (1,2)

Teorema (Abatangelo, Jarohs, S. 2017)
Sear>1yue€ L' NCHT*(B) (25+ o € N ) tales que

(1—x*)>Suec™*B), (-A)’uecC*B), y u=0 enB/\B.

Entonces, parax € B,

) = [ Gole) (- ut) dy+ [T y)uts) dy

+ / Eo,s(x,0)D°2u(8) 40 + / E1y(x,0)D"'u(6) d.
JB JB

D 2u(z) := lim(1 — |x[*)**u(x), D u(z) == lim —ay [(1 — |x|*)*Su(x)]

X—Z X—Z

R’V 1+ |x|N+2s

L= {ueL}OC(RN) ;/ |u(x)|dx<°°}.



Aplicaciones: Caracterizacion de funciones s-harménicas, s € (1,2)

Una funcion es s-harmonica en B si (—A)*u =0 en B.

Teorema (Abatangelo, Jarohs, S. 2017)

Siu € C>*%(B) ess-harménica en B, (1 — |x|*)>~u € C"%(B) yu = 0 en RN \B, entonces

_x2 s—1 _x25
at) = [ LB o)+ T 41 (0) o

x— 0" x— 0"
donde go,81 € C(IB) son funciones determinadas de forma tinica. En particular,
(=A)’u=0 enB implica que (=AY (1= |x|*)u)=0 enB.

paratodo t>1-—s.




Aplicaciones: Un Lema de Hopf fraccionario de alto orden,
se(1,2)

Teorema (Abatangelo, Jarohs, S. 2017)
Sea f € C*(B)\{0}, o € (0, 1) una funcion no negativa y seau € A (B) [a tinica solucién
débil de

(=A)’u=f>0 enB con u=0 sobreR¥\B.

‘Entonces,

—Zle(y) dy>0 para todoz € JB.




Una funcion de Green que cambia de signo, s € (1,2)

Teorema (Abatangelo, Jarohs, S. 2017)

Sea Q. la union de dos bolas abiertas disjuntas. Si Gy, denota la funcion de Green de (—A)* enQ,
entonces Ggy cambia de signo.

En 1D: Q= (0,1)U(2,3), G : RXxR = R,

paras € (0,1) paras € (1,2)



Soluciones que cambian de signo, s € (1,2)

Teorema (Abatangelo, Jarohs, S. 2016)

Sea Q. la union de dos bolas abiertas disjuntas. Existe una funcion positiva f € C*(Q)\{0} tal
que la inica solucién de

(A u=f>0 enQ, u=0 enR\Q, D 2u=D"'u=0 sobredQ

cambia de signo en Q.

<*\ N
-— ]
Nota: SiN > 2, las dos bolas se pueden unir con un tubo delgado. /—\/




cQuépasasis /27

D2 2) = (1 — o)), D) = lim =0y (1~ o) (o)
. "{S\/||”s||L“
(=A)u; =1 enB,

ug =0 sobre RV\B, ua/|uz | N\

D lug(z) =0 paraz € IB, \\

D %ug(z) =0 paraz € IB. \\\

A’ur =1 enB,
—odyup =0  sobre dB,

u, =0 sobredB.

® La solucion (normalizada)ug aproxima a la
solucidn (normalizada)uy “desde arriba’.



cQuépasasis /27

D 2ug(z) := lim(1 — |x|*)> Suy(x), D lug(z) :=lim —ay [(1 — |x|*)? S us(x)]

X—Z

(=A)Yu; =0 enB,
ug=0 sobre RNV\B,
D lug(z) =1 paraz € 9B,
D %uy(z) =0 paraz € IB.

A2uy =0 enB,
—odyup =1  sobre dB,
u, =0 sobredB.

® U va uniformemente auy ‘desde arriba .



cQuépasasis /27

D 2uy(z) == lim(1 — |x]?)?Suy(x),

X—2Z

(=A)u; =0 en B,
us =0 sobre RN\B,
D lug(z) =0  paraz € 9B,
1  paraz € dB.

A’uy =0 enB, o 05 10
—dyup =0  sobre dB,
u, =1 sobredB.

® u; va uniformemente a 1 en subconjuntos
compactos de (—1,1) ‘desde arriba "



cQuépasasis \ 17

Ds—2us(z) = }33;(1 = |X|2)2—Sus(x), Ds—lus(z) - }cig;*av[(l _ IXI2)2_SuS(x)]
S/l
(_A)Sus 1 en B, o
/| uag || 7o\
us =0 sobre RN\B, s/ |us| \
D 'ug(z) =0  paraz € 9B, \
D %u(z) =0 paraz € JB. // ‘ \

{ —Au; =1 enB,
= B.
u =0 sobred ® La solucion (normalizada)us se aproxima a
la solucion (normalizada)u) ‘desde abajo’.



cQuépasasis \ 17

D’ 2uy(2) r=lim(1 = 1) Pus(x), D u(e) o= lim =0y [(1 — [xf)* s ()]

X—Z

(=A)Yu; =0 enB, u =1
Us = sobre RN\ B, i)
D lug(z)=1 paraz € IB, Uy
D 2uy(z) =0 paraz € IB. 05
—Au; =0 enB, Sie 05 05
{ uy =1 sobredB.

® U, se aproxima au ‘desde abajo’.



cQuépasasis \ 17

D 2ug(z) == lim(1 — |x|*)*> Suy(x),
X—Z

(=A)u; =0 enB,
ug =0 sobre RN\B,
D lug(z) =0  paraz € 9B,
D 2uy(z) =1 paraz € B.

ug(x) = (1= 22 = (1 — xf2) .

-1.0 -0.5 0.5 1.0
ParaN = 1:
ug se aproxima a (1 —x2)~, la cual
P (1—)62)_12 1 _ 1 £0 o S GEHERE ,
- (x+1)3  (x—1)3 ' ® 10 es integrable,

® 10 es harmdnica.



De regreso a nuestras preguntas fraccionarias:

o Siug es una solucion de (—A)*us = f con ciertas condiciones de frontera, entonces sel

mapeo s — Ug es continuo/diferenciable en algin sentido?

o Si(—A)? requiere de dos condiciones de frontera para tener problemas bien puestos y —A
s6lo necesita una, ;qué sucede con la condicion extra cuandos \, 1?

® . Las soluciones son mds y mds “patoldgicas” mientrass /2 o son esencialmente iguales
para cualquiers > 17

o La funcién de Green de (—A)® en una elipse E = {x* +25y* < 1} cambia de signo para
cualquiers > 1?



Diferenciabilidad del mapeo s — ug en dominios generales

Paraz > 0ys € [0,1]

S (@H(s) = QA + 2 (5)
Si
(—Aus=f enQ, u;=0 onRM\Q,
se puede demostrar que s — U es diferenciable (S. Jarohs, 4.5., T. Weth, 2019)y

d

donde In(—A) es el laplaciano logaritmico. Entonces vy := %ux es la solucion de

(=A)*vs = —In(-A) ((_A)Sus) enQ, ve =0 sobre dQ.



El laplaciano logaritmicoIn(—A) en una nuez

(H. Chen, T. Weth, 2018)
Sea @ € C2(RN).
o In(—A) es un operador pseudodiferencial y su simbolo de Fourier es21n(|&|), es decir;

Z (In(=A)@)(&) = 2In(|E))-7 (9)(5)-

o Parax € RV:

In(—A)@(x) = ey lim o) —@lx+y)

P +y)
dy—c / —5 &+ X).
G O T Y (VR T A

o Secumple que

L lmo(~8)°0(x) = In(~A)p(x)

® Np es un operador que preserve positividad, es decir,
In(—Au=f>0 enQ rnoimplicaque u>0enQ



Algunos resultados paras € [0, 1]

Recordemos que vy = (%us, us=vs =0enRM\Q y

(AP us=f>0 enQ,  (—A)Fvs=—In(—4) ((—A)Sus) en Q.

Teorema (S. Jarohs, A.S., T. Weth, 2019)
§ > Us(x) es decreciente en [0, 1] para todox € Q siy sélo si —In(—A)f <0 en Q.

Corolario (S. Jarohs, A.S., T. Weth, 2019)
Existern > 0 tal que
o 5iQ C By, (0), entoncess — ug es decreciente en [0, 1]
o siB, (0) C Qyf =1 entoncess — us(0) no es decreciente para en [0, 1].

Nota: 1L —> ¢ >0 cuando N — oo.




iMuchas gracias!

“If he could but once set eyes on him, e
thought the mystery would lighten and perhaps
roll altogether away, as was the habit of
mysterious things when well examined.”

— Robert Louis Stevenson, The strange case of

Dr. Jekyll and Mr. Hyde.




Algunas extensiones: Cualquiers > 0

Seas € (0,n),n € N, entonces

n—ﬂz -1 k n2:1 4F
(~8)u(x) = [, Lizn( >y]g+2ﬁ>u<x o)

En una bola, la funcién de Green G y el niicleo no-local de Poisson T tienen la misma formula,
mientras que

L P _ "2
Ek,s(xve) - (D_N(l |x| )+D Cx(e)v donde Cx(y) T |x_y|N
b k ok
—1)* . _
DMy (z) = ( k!) )1(1_}11; TP (1= x[*)Cu(x)] paraz € dB. (1)



