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Problema modelo

Sean>3 pe (0 ”—*3), y sea u una solucién de

) n—

~Au=|ufP"*u  en B,
u=0 sobre 0B,

donde B = {|z| < 1} C R™
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La ecuacion de Lane-Emden (1870)

Sin=3,pe€(0,5) y u es radialmente simétrica y positiva, entonces
0(|z|) = u(z), es una solucién de la ecuacidn de Lane-Emden de indice p,

1d (rgdﬂ(r)> FO(r)P =0, 6(0)=1,

r2 dr dr

la cual modela esferas en equilibrio politrépico y convectivo.

M

° ¢ d:r) = Cr2p(7“) (continuidad de masa),

° db(r) = —QM(r)p(r) (equilibrio hidrostético),
dr r2

o P(r) = Kp(r)5 (fluido politrépico),

o 0(r) = Qp(r)% (cambio de variables),

donde M(r) es la masa dentro de una esfera de radio r, p es la densidad (de
masa), y P es la presion.
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La ecuacion de Lane-Emden

Sin=3,pe€(0,5) y u es radialmente simétrica y positiva, entonces
0(|z|) = u(z), es una solucién de la ecuacidn de Lane-Emden de indice p,

L (2#0) op g, o0t

dr

la cual modela esferas en equilibrio politrépico y convectivo.

Salvo por constantes:

0 es la temperatura.
OP*1 es la presion.

La primera raiz ry de 0 es el
radio de la estrella.

Jo 0(r)Pr? dr es la masa total.
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La ecuacion de Lane-Emden

1.d [ 5di(r) b
r2 dr <r dr S

Algunos valores del indice politrépico p son de particular importancia fisica:
p € (0.5,1) produce una buena aproximacién para estrellas de neutrones.
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La ecuacion de Lane-Emden

1 d [ ,do(r) .
r2 dr <r dr )+0(T) =0

Algunos valores del indice politrépico p son de particular importancia fisica:
p € (1,1.5) produce una buena aproximacién para enanas marrones.

Suin|

Low Mass Star
»\Vrown Dwarf ..
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La ecuacion de Lane-Emden

1 d ([ ,do(r) .
2 (r I ) +6(r)? =0.

Algunos valores del indice politrépico son de particular importancia fisica:

p = 3 produce una buena
aproximacién para el Sol.

Cuando p — 5, el radio de la
estrella (o la temperatura en el
centro) tiende a infinito.
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El exponente critico

El problema

4
—Au = |u|"2 "%y en B,
u=20 sobre 0B,

no tiene soluciones no triviales si & < 0 (debido a la identidad de Pohozahev).
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La solucién positiva

Para € > 0, el problema

4
—Aue = |ue| ™2 “u, en B,
ue > 0 en B,
u: =0 sobre 0B,

tiene una solucién u. la cual se concentra en el origen cuando € — 0.

40
30

20
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La tasa de concentraciéon (para n = 3)
4
—Au; = |us|"2"°u. en B,

De hecho, se puede calcular de forma precisa la tasa de concentracion

(Atkinson-Peletier, 1987)
. 32/3 1
im2u2(0) = 22 o)~ e h)
. =& \4/?:\/7? 2—n
;I_I}(l)&‘ ue(z) = Wi (Jz]*~™ = 1) para |z| € (0,1] (ue(z) ~ e

S

e=1 e=0.1 e=0.01
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La tasa de concentracién (para n > 3)
De hecho, se puede calcular de forma precisa la tasa de concentracion
(Atkinson-Peletier, 1987)

lim eu?(0) = (n(n — 2))7@224F§n

e—0 (TL*Q 2
n— ny28 %
lim =4 (z) = (n(n - 2)) 7 (;2252)) (ef*"—1) para|a| € (0,11

e=1 e=0.1 e =10.01
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La tasa de concentracién (revisitado)

Dos anos después:

(Brezis-Peletier, 1989) <+— —A — X para A > 0 usando herramientas de EDP

(identidad de Pohozahev, funciones de Green, regularidad eliptica,...)

Y lanzaron la conjetura que algo similar deberia ocurrir en dominios acotados
estrellados més generales.

4
—Aue = |ug| "2 u, en €,
ue >0 en €,
ue =0 sobre 0.
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Prueba de la conjetura

—Au. =n(n — 2)|u5|$75u8 en {2,
ue > 0 en 2,
u: =0 sobre 0f).

(Rey, 1989), (Han, 1991)

Jﬂ |Vu€|2
HLp+

J 29 € Q tal que u — 0 en CH(Q\{z0}),

Sea u. una solucién tal que | = Sp, + 0(1) cuando € — 0, entonces

time s ¢ e 2y = 210812 (22=2) ¥ lg(ap, zo)].

ue () n(n—2) T (n—2) 4
o = ( 5 ) \/2|g(m0’w0)|G(a:,xo) as e — 0.

Aqui g(x,y) denota la parte regular de la funcién de Green de €.

™
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.Y qué se sabe sobre soluciones radiales que cambian de
signo?

—Au, = |ug|ﬁ_8uE en B,
us =0 sobre 0B.

Existen una infinidad de soluciones nodales y radiales que se concentran
cuando € — 0.

e=1 e=10.6 e=0.1

Pregunta 1: ;Se pueden obtener tasas de concentraciéon precisas para
soluciones nodales y radiales?
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. 0 sobre soluciones radiales de Neumann?

4
n—2 ¢

—Aue = |ue Ug en B,
Oyu. =0 sobre 0B.

A

Pregunta 2: ;Se pueden obtener tasas de concentracién para soluciones
radiales de Neumann?

Notemos que todas las soluciones (no-triviales) de Neumann cambian de signo

porque
/ ‘ue ﬁ76”6 = _/ A’LLE = / VuEVI =0.
B B B
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Teorema (Grossi-S.-Tavares, 2018)

Si ue es una solucidn radial de Dirichlet con m — 1 ceros interiores, entonces

N S N L. L. 2(n—-1) . 2 (p_q .
ue(8k,2) ~ e~ 2~ Y (mdzimos y minimos), Ok . ~ gnti=2) ta-al )(puntos criticos),

’ 1__n_ (k-1 3 2 —2_(k—1 2
Ue (pr,e) ~ €2 n=2*=1 (derivada en raices), pr.e ~en2* (raices).

T I 1 I T T I '
0=10m.: \/I
e P = Am—1,= pmS\_&/ 63 £ 3.2 P2 51_5 M= = 1
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Teorema (Grossi-S.-Tavares, 2018)

Si ue es una solucién radial de Dirichlet con m — 1 ceros interiores, entonces

1 2(n=1)F 2 (k-

—1
ue(8kc) ~ e 2~V (mdzimos y minimos), Sk ~entn=2 7w 2 (puntos criticos),

1 2
ul(pre) ~ ez~ n2* =Y (derivada en raices), pr.e ~en2 " (raices).
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Teorema (Grossi-S.-Tavares, 2018)

k—
lim [1: (6| (kne) 2 =D(k,m) parake{l,...,m},
e—
_ 2(kn—1)
lir% Ok,e (kne) =2 =d(k,m) para k€ {1,...,m—1} sim > 2,
e—
. , 2kn—3n+2
hr% |uc(pr,e)| (kne) 2= = Z(k,m)  para k € {1,...,m},
e—

2(k—1)
lir% Pre (Kne)” 72 = z(k,m) para k € {2,...,m} sim > 2;
e—

donde rn = (n —2)['(2)?/(4T(n)) y
)

m%F(m)

o = —* (il )

D(k,m) = (n(n —2))

_n_

n—2
Z(k,m):nanZ(n—Q)HTH(m—k—i—I)z:é 7F(m1—k+1) ;
m2T'(m)

2(kym) = (m—k+ 1) 72 (F(mZF(m)> "*.

ATBertolSaldana m—k+1)




Teorema (Grossi-S.-Tavares, 2018)
Si ue es una solucion radial de Neumann con m — 1 ceros interiores, entonces
n=2_(k_1) L. L. 2(k—1) .
Ue(Op,c) ~ e 2n (mdzimos y minimos), Ok ~ & n—2 (puntos criticos),

, no4 _nk-1) . 2 jake-n
Ug(pr,e) ~ e2n=2 " n=2 (deriwada en raices), pr.e~ =" =2 (rajces).

us(r)

‘gm—l_s 51»3—3_5 E5‘2 £

} | } /1\1 I '/_I ,
0=d. _ '\-/'
™E om e Phn—ze pm—’k/ 3.c P2,z Pl d1e=
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Teorema (Grossi-S.-Tavares, 2018)

Si ue es una solucion radial de Neumann con m — 1 ceros interiores, entonces
n=2_(k_1) 2.3 w 2(k=1) -
Ue(Ok,c) ~ € 2n (mdzimos y minimos), Ok ~ & »—2 (puntos criticos),

, _n—4 _n(k—1) . , _ 2 2(k-D) )
Ue(pr,e) ~ €2n=2 " n=2" (derivada en raices), pr.e~ =" =2 (raices).

S |

| | /\\i/ | K |
|
'
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Teorema (Grossi-S.-Tavares, 2018)

2kn—3n+2

liI’I(l) |ue(Ok,e)| (kne) ™ 27 = D(k,m) para k € {1,...,m},
e—
2(k—1) ~
1in(1) Ok,e (kne)” =2 =d(k,m) para k € {2,...,m — 1},
e—
, 2kn—3n+4 ~
liII(l) lue (pr,e)| (kne) 2= = Z(k,m) para k € {1,...,m — 1},
e—
_ 2kn—2n+2 _
lin’(l) P (kne)” =2 =Z(k,m) para k € {1,...,m —1};
e—
donde kn = (n—2)I'(2)%/(4T'(n)) y
~ = _1T'(m—k+1
B(k,m) = (n(n — 2)) T (m — b~ LA LD

Sts,m) = = ) - )7 (L)
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Algunas observaciones

ol
|
3

Dirichlet: u.(0) ~ e~

A g . 2(n—1) , 2(k—1) .
Ue(O.c) ~ e 2~ V(max. & min.), 6 ~en=2 " 72 (puntos criticos),

1 n(k=1) . ; 2(k—1) 3
ul(pge) ~ e~ 2 (derivada en raices), pg . ~ e "2 (raices).

2n—2
Neumann: u.(0) ~e72zn ~™

2= (P11 f 2(k=1) e
Ue(Op,e) ~ €2 V" (max. & min.), dp . ~ e =2 (puntos criticos),
, n—4 _ n(k—1) . 4 2 4 201 ,
u_(pre) ~ 2=~ n=2 (derivada en raices), pj. ~ "= " =2 (raices).

ke {1,2,...} ~cerca de la frontera, k€ {...,m — 1,m} ~cerca del origen,
donde m — 1 es el numero de zeros interiores
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Algunas observaciones

En el caso de Neumann,

for n =3, |uL(p1,c)| = o0;

for n =4, [ul(p1c)| = 4V2;
for n > 5, ul(p1.) — 0.

ue(r)

[OSSEPR FOSE [N /\ Oz
! ; | \i/l/_l r

: Pm—3,c d3.c P2,z Pl de=1

0= me 5
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Algunas consecuencias

Teorema (Grossi-S.-Tavares, 2018)

Siup. (resp. un.e) es una solucion radial de Dirichlet (resp. Neumann) con
m — 1 ceros interiores, entonces

|up,e(2)|(Kne)F = (n(n — 2))*T m3 (Jz|>~" — 1) + o(1),

(@) (k) 5 = (n(n = 2))"T (m — 1) +o(1),

donde o(1) = 0 cuando € — 0, uniformemente en subconjuntos compactos de
B\{0}. En particular, las soluciones convergen uniformemente a cero en
subconguntos compactos de B\{0}.

150

100

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 \__—07 o4 0.6 0.8 1.0
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Torre de burbujas de Dirichlet

Teorema (Pistoia-Weth (2005), Contreras-Del Pino (2006))

Para € > 0 pequeno existen ag > 0, fe € L®(B) y ue con m — 1 esferas

nodales interiores tales que —Au, = |ug|ﬁ_6u5 en B, u. =0 sobre OB y

n—2

ua(y) = Tn Z<_1)k+l < L ) akgé_k - fa(y)‘g%
k=1

1+ [aper—F] 72 |y|2

)

para y € B.
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Torre de burbujas de Dirichlet

Teorema (Pistoia-Weth (2005), Contreras-Del Pino (2006))

Para € > 0 pequeno existen ay > 0, fe € L®(B) y us con m — 1 esferas
nodales interiores tales que —Au. = |ue ﬁ7€u5 en B, u. =0 sobre OB y

n—2

ue(y) = vn Z(l)kJrl( ! ) akgéik *fs(y)sé
k=1

1+ aged ~H]7 [y 2

)

para y € B.

Teorema (Grossi-S.-Tavares, 2018)

—k

(NI

o _Tm—k+1) (-2 (3)°

. n—2
lim || f. = (n(n = 2))*T aoll e x) = 0.
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Torre de burbujas de Neumann

Teorema (Grossi-S.-Tavares, 2018)

Para € > 0 pequeno existen ag, > 0, g- € L>®(B) y us con m — 1 esferas
nodales interiores tales que —Au. = |u, ﬁ%% en B, 0,u. =0 sobre OB y

n—2

m 1 2
Y) =y Y (—1)FH Br,e€ E
kz:; L+ [Bye 5 ~b=D]a%a g2 5

+ ge (y)‘sl—"_gi;2 )

-1)

para y € B, donde Bi.. — Bk,

neT(m—k+1) f(n—2)T(%)*\ 52-(k-1)
A= (m =)™ =y S T(n) )

Yy ge es una funcidn uniformemente acotada en B.
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Problemas en todo el espacio

Teorema (Grossi-S.-Tavares, 2018)

Sea w. € C?([0,0)) una solucién radial de
— Aw, = |w5|ﬁ_ewE en R", we(0) =1,

y sean (15¢)52, y (8i,0)72, respectivamente las sucesiones (divergentes)
crecientes de todos los ceros y puntos criticos de w. tales que

O:SLE<7”175<8275<T275<...<Si75<7’1‘75<...

Entonces
. 2m—1 1 1 _ 2
hrr(l)rm,g(nns) =2 = (n(n—2))2m2z=» T'(m) =2 para m > 1,
=
—mn l n— n
lim |w.(rm.e)|(Kne) = (n—2)n1)2 mrélﬂ(m)"—2 param > 1,
e—0
. 2mn—3n+2 1 1 __2
hr% Sme (Fn€) "= = (n(n—2))2(m —1)»T(m) "2 para m > 2,
e—
lir% |We (Sm.e)| (Fng)* ™™ = T'(m) para m > 2.
e—
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Problemas en todo el espacio
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Demostracion (por induccion).
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Solucién positiva de Dirichlet: v; .

Alberto Saldana

(Atkinson-Peletier, 1987)+(Han,1991)
lim £2v1 . (0) = D(1,1),
e—0

lim e 20} _(1) = R(1,1).

e—0 =



Solucién positiva de Dirichlet: v; .

Alberto Saldana

(Atkinson-Peletier, 1987)+(Han,1991)

Tenemos 2 incognitas y 2 ecuaciones.

Aexs = B,
Ceye = Z..



Soluciones de Neumann con 1 cero interior: vg .

Incégnitas:

U2,6(0>7 U27€(1)’ Pe, 'U/Z,s(pe)’

Necesitamos: Cuatro ecuaciones.
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Soluciones de Neumann con 1 cero interior: vg .

Alberto Saldana

Rescalamieng(o:_l))
v1e(x) = pe """ vg e (2pe)

(se obtienen 2 ecuaciones)

va, ()

— 1)
’Ug)s(l)
+ Estimaciones de energia

Normalizacién (

(obtenemos las otras 2 ecuaciones)



Soluciones de Neumann con 1 cero interior: vg .

El sistema que se obtiene es:

3 p. =50, . (0) = D(1,1) + o(1),
2(n—2)

&~ 2P m—H/ ( ):Z(> >+0(1>7
|vg.2(5)| 72~ E,of =n(n —2) + o(1),

42
'l,'535(p5)|p6"_1|1}2,5((55) oy
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Solucién de Dirichlet con 1 cero interior: vs .

Incégnitas:

11375(0), Ué,s(l)a Pe> vé,s(pE),
657 U3,8(6E)

Necesitamos: Seis ecuaciones
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Soluciones de Dirichlet con 1 cero interior: vs,

ul

Alberto Saldana

Rescalamicnztoz

n—

vae(x) = 88" P w3 (26;)

(se obtienen 4 ecuaciones)

Normalizacién
+ Identidad de Pohozahev
+ Estimaciones de energia

(Obtenemos las otras 2 ecuaciones)



Normalizacion (De Marchis-lanni-Pacella, 2017)

s [

£ 2
vy e(u(dc)2 m—21x) — z|?
el 2 = Ule) = (1+ il
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Soluciones de Dirichlet con 1 cero interior: vs,

El sistema que se obtiene es:

(n
aT D B = D(1,2) + o(1),
2(n—2) n+2
a2 e = D(2,2) 4 o(1),
(n—2) —n
0(1435(7132)4_1(52(”*2) = Z(l, 2) + 0(1),
a~lp enD = =2(1,2) + o(1),
2(n—2) = —e n
(52*m5" P ) 4 p nt2
e(n—2) =n 2 (n - 2) 2l 0(1)’
ez
5177“";” 5= ((n=2)n)> +0(1).
n
o = 55; 5 = |03,6(6)|7 ) 5 = ‘,UZ/S,E(]')‘» C - ‘Uili,s(/)ﬁﬂ’ 1= (Vg
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Continuar inductivamente: vy., Vs, Vge,...
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Suena sencillo... pero es un reto computacional

El cémputo de las tasas y constantes, ain para vg ¢, requiere cientos (si no es
que miles) de manipulaciones algebraicas bédsicas y un solo error de signo seria
catastroéfico.

Para evitar errores de cédlculo, desarrollamos un algoritmo basado en un
software de cdlculo simbdlico (Mathematica 11.1.1.0) para calcular algunas de
las tasas y constantes, a partir de las cuales se pueden deducir férmulas
generales que pueden ser demostradas por induccién.
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. Qué se sabe sobre soluciones no-radiales de Neumann?

—Au = |[ufPu en B,
d,u=20 sobre 0B.

5oV alug
-1 5500
B-1.55007
- 175006

M- 0.ps00z7
-0 Ea0iE
W-orsng
W 0650013

-
-0.550000
-0 450008
Wz
-0 245996
~ -0 140901
< 0300175
/ 150032

280037
350031
450036
55004
50045
750040
50053
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., Qué se sabe sobre soluciones no-radiales de Neumann?

)
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—Au = |[ulP " u

en B,
sobre 0B.

Existencia de soluciones (de energfa
minima) y rompimiento de simetria:

Caso sublineal: p € (0,1)
(Parini-Weth, 2015)

Caso superlineal: p € (1, 212)

(S.-Tavares, 2017)
O eribien: p — P2
Caso critico: p = 55

(Comte-Knaap, 1990



iMuchas gracias!

o (with M. Grossi and H. Tavares) ”Sharp concentration estimates
near criticality for radial sign-changing solutions of Dirichlet
and Neumann problems”, submitted, arXiv:1806.09437

o (with H. Tavares) ”Least energy nodal solutions of Hamiltonian
elliptic systems with Neumann boundary conditions”, Journal of
Differential Equations, 2018.
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&

The solution . satisfies the so-called (pointwise) radial Pohogaev identity:

(5 +




