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16. Angulos

La geometria que hace uso de coordenadas nace con los estudios del ma-
tematico y filésofo francés René Descartes (1596-1650). Pero la geometria se
habia desarrollado por milenios antes de él. Esta geometria libre de coorde-
nadas se llama ahora geometria sintética.

La unidad de angulos

El dngulo es uno de los conceptos mas intuitivos de la geometria y a la vez
uno de los mas dificicles de definir con claridad. Aqui operaremos con un
concepto intuitivo.

Denominamos:

A

angulo recto angulo llano angulo completo

Los dngulos se miden en una escala de grados o radianes. La siguiente tabla
muestra la medida de los angulos especiales anteriormente mencionados:

angulo | recto | llano | completo
grados 90° | 180° 360°
radianes

T 21

hol

La unidad de los radianes es muchas veces preferido en matematicas por
varias razones. Una de ellas (y no la mds importante) es que no se basa en
una convencién (como el de los grados, que origina en el sistema duodecimal)
sino que tiene una explicacion sencilla: Un angulo - medido en radianes - es
la longitud del arco de un sector de un circulo con radio 1.

arco del sector

circulo con radio 1

angulo especificado

sector del angulo especificado

Se dice que dos angulos son congruentes si miden lo mismo.
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Resultados basicos

En lo que sigue veremos algunos resultados sobre dngulos que se usan todo
el tiempo en argumentos geométricos.

Angulos entre paralelas

Cuando dos paralelas se cortan por una tercera recta se forman ocho angulos.
Estos forman dos grupos de angulos congruentes, que en el dibujo denomi-
namos con « y 3 respectivamente.

Angulos en triangulos is6celes

En un tridngulo iséceles, los angulos opuestos a los dos lados iguales son
iguales.

También es correcto lo inverso: si en un triangulo dos angulos son iguales en-
tonces los lados opuestos a estos dos dngulos son iguales (y consecuentemente
se trata de un trangulo iséceles).

Angulos interiores y exteriores de un triangulo

Si tenemos un tridngulo entonces se forman tres angulos interiores. En el
siguiente dibujo, los angulos interiores son «, 3 y . Uno de las propiedades
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en geometria es que la suma de los tres dngulos interiores siempre es 180°, es
decir 7 en radianes.

En la ilustracién anterior vemos también un angulo exterior. Este se forma
entre la prolongacion de uno de los dos lados que incide en un vértice y el
otro lado que incide ahi. Se tiene que el angulo exterior es siempre igual a la
suma de los otros dos dngulos. En nuestro caso es ' = a + .

Esto no hay que memorizar. Es facil verlo: como § + ' = 180° y también
B+ (a+ ) = 180° se obtiene de inmediato que 3 = a + 7.

Algunos problemas resueltos

Ejemplo 1. Calcula el angulo € en la siguiente figura en la cual las rectas g
y h son paralelas.

34°

El arco indica que tenemos segmentos que son igual de largos. Esto apunta
hacia tridngulos iséceles. Por ello dibujamos estos tres segmentos y damos
nombres a los puntos en el dibujo.
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> QY
N
o

34°

Como hay tres segmentos iguales que inciden en el punto C' obtenemos tres
tridngulos iséceles: AABC, ABDC' (falta dibujar la base BD) y AADC.
Para tener mayor claridad olvidamos por un momento el segmento AD pero
en cambio dibujamos BD.

Ahora es fécil calcular varios angulos. Dos de ellos ya marcamos en el dibujo
anterior: LCAB = 34° dado que AABC es iséceles y <L BC'D = 34° por el
resultado de angulos en paralelas.

Como la suma en ambos triangulo es 180° obtenemos v = 112°. Dado que el
tridngulo ABDC' es también isoceles, debemos distribuir 180° — 34° = 146°
en partes iguales a los otros dos angulos. Obtenemos § = 73°. Por ello el
dngulo <LACD en C es igual a v + 34° = 146°. Ahora podemos calcular los
angulos del tercer triangulo isoceles. Mostramos lo que encontramos hasta
ahora:

146° 34° 17°
C

Ahora es facil calcular el angulo €. Es el angulo exterior del triangulo ADCE,
es decir ¢ = 17° + 34° = 51°.
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Ejemplo 2. Calcula el angulo « en el siguiente dibujo.

]

\

Procedemos de manera similar que en el ejemplo anterior: primero aclaramos
cudles segmentos son iguales y cudles triangulos isoceles resultan de ello. A
parte damos nombres a los vértices. El lado izquierdo de la siguiente ilustra-
cién muestra como se ve la situacién ahora.

Los segmentos que tienen la misma longitud se marcaron con una linea mas
gruesa. Vemos que los tres lados del triangulo ABDC' tienen la misma longi-
tud. Se trata de un tridangulo equilatero. Sus tres ngulos son entonces 60°. Por
otro el triangulo AABC' es iséceles y rectangulo. Sus dngulos son entonces
45°, 90° y 45°. Pero no debemos olvidar que hay un triangulo iséceles mas:
AABD. Como el angulo en B es de 90° 4+ 60° = 150° los otros dos angu-
los quedan de 15°. Mostramos la situaciéon del lado derecho en la ilustracion
anterior.

Con todo ello ya no es dificil averiguar el angulo a. Por ejemplo podemos
considerar el tridangulo AABE. tiene angulos 15°, 90° y 180°—15°—90° = 75°.
Por ello o = 75°.
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Ejercicios

@ Completa la siguiente tabla.

grados | 180° 60° 1° 0°

radianes T 1.57 S 1

@ Consideramos poligonos sin autointersecciones (es decir en donde sélo
los lados consecutivos se tocan en el vértice correspondiente). De esta
manera excluimos en lo que sigue el cuadrilatero del lado izquierdo en
la siguiente ilustracién. En cambio, un cuadrilatero como se muestra del
lado derecho no lo excluiremos.

(a) ;Cudl es la suma de los dngulos interiores de un cuadrildtero? Obser-
va que la clave es que siempre se puede dividir en dos tridngulos por
una diagonal (un segmento que une dos vértices no consecutivos).

(b) ;Cuadl es la suma de los dngulos interiores de un pentdgono?

(c) (Cudl es la suma de los dngulos interiores de un poligono con n
lados?

@ Calcula los dngulos «, 8y 7 en la siguiente figura.

<@\
44

24° o 2

16-6



16. Angulos Matematicas II, 2012-11

@ La siguiente figura se acomodé con 5 palillos de la misma longitud. Cal-
cula el angulo «.

® Calcula a en la siguiente figura.

® Se considera la siguiente situacién, donde el dngulo « puede variar.

O
O

(a) Calcula v si a es uno de los siguientes angulos: 10°, 20°, 30°, 40°.
Intenta también con el angulo o = 66.4°.

(b) A partir del inciso (a) formula una conjetura a cerca del angulo ~.

(c) Trata de demostrar tu conjetura en general, es decir, para un angulo
« cualesquiera.
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