ALGEBRA SUPERIOR II
TAREA

TITULAR: DR. CHRISTOF GEISS.
AYUDANTE: FRANCISCO BARRIOS

Resuelva los problemas de acuerdo a lo que se le pide en cada caso. Las preguntas
entre corchetes son material optativo que no perjudica a quien no lo entrega, pero
st beneficia a quien si lo hace.

(1)

(2)

1. RELACIONES

Considere los conjuntos A := {a,b} y B := {1,2}. En la ayudantia del
21.02.05 se vio que el producto cartesiano A x B := {(z,y)|z € A, y € B}
tiene cuatro elementos y que en consecuencia existen dieciséis relaciones en
total. Enlistelas todas ellas.

Considere el conjunto de los nimeros enteros Z. Definimos en éste la si-
guiente relacion:

Dados dos enteros p y g: p ~ g <= p — g es un multiplo de 7.

Demuestre que esta relacion es de equivalencia y describa cémo son las
clases de equivalencia. Repita el procedimiento escribiendo 4 en vez de 7.
[Si en vez de escoger al 7 6 al 4 escogiésemos cualquier otro entero, jcémo
cree que serfan las clases de equivalencia? ;Alcanza a distinguir el patrén?]
Sea C := {a,,7,d}. Escriba todas las relaciones de equivalencia que se
pueden definir sobre C. [Dado un conjunto X de cardinalidad | X|=n >0
jcudntas relaciones de equivalencia se pueden definir sobre X7]

2. PRINCIPIO DE INDUCCION
A partir de la férmula:
(k+1)P =K +3k*+3k+1  ...(x)

obtenemos una férmula para la suma de los n primeros cuadrados como
sigue: Evaluando (%) en k = 1,2,...,n y sumando de manera vertical se
tiene:

23 13 =3(1)2 +3(1)+1
3% —23=3(2)2+3(2)+1

(n+1)> —n®=3(n)?+3(n) +1
(n+17° -1 =312422+... 40> +3(14+2+...4+n)+n
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Haciendo los “despejes” correspondientes, esta tltima expresiéon podemos
reescribirla como:

n+1)° =30, i) —n—1 -
(n+1)" =30 i1 1) S

> =124+22 4. . +n?=

n(n+1)
2

y en vista de que sabemos que > ;i = , la expresion final simplifi-

cada quedaria:

Ziz _ n(n + 1)6(2n +1) ()
i=1

(i) Demuestre por induccién sobre n la validez de ().

(ii) A partir de la férmula (k + 1)* = k* + 4k + 6k + 4k + 1 repita el
procedimiento descrito y obtenga una expresién para la suma de los
primeros n cubos.

(iii) Demuestre por induccién la validez de su férmula.

(2) Evaltie la expresién F, := 22" 4+1paran :=0,1,...,4y observe que en cada
caso obtiene un niimero primo. ;Qué pasa para n=57 [;Podria demostrar
por induccién que para toda n € N, el ndmero F), es primo?|

(3) Evalde el polinomio P(n) := n? — 81n + 1681 en n := 1,2,...,80 (puede
usar Maple© o Mathematica®, por ejemplo) y verifique que en todos estos
casos se obtiene un nimero primo (coteje contra un listado de niimeros
primos en un libro de teoria de nimeros o en la red). Pruebe que P(81) no
es primo (esto es mds facil de lo que cree). Este es un dramético ejemplo de
que una proposicién aplicable a N puede ser cierta para un numero finito
de casos y después fallar.

3. EL TORITO. (PUNTOS EXTRA)

[Demuestre por induccién que:

B4+ +nP=0+24...4+n)7



