Semestre 2012/2 Algebra Moderna
Christof Geiss

Tarea 5

Ejercicio 16
Sea GG un grupo finito y H < G un subgrupo. Demuestra:

(a) N := (\,eqgHg™" es un subgrupo normal de G que esta contenido
en H. Pista: Considera la accién de G sobre las clases laterales iz-
quierdas G/H por traslacién izquierda, y el homomorfismo de grupos
G — 6&(G/H) correspondiente.

(b) Para N como en (a) se tiene: M G y M < H implica M C N.

(c) Sea p el divisor primo mas pequeno de |G|. Si [G : H] = p entonces H
es normal en G. Pista: Demuestra que [H : N| es un divisor de (p —1)!
para N como en (a).

(d) Para cada primo p, la interseccién de todos las p-grupos de Sylow en G
es normal en GG. Cada p-subgrupo normal de G esta contenido en esta
interseccion.

Ejercicio 17
(a) Sean p # ¢ dos ntimeros primos. Demuestra que cada grupo G de orden
p?q tiene un grupo de Sylow que es normal en G.

(b) Cada grupo de orden 200 tiene un subgrupo normal abeliano que no es
trivial.

Ejercicio 18
Demuestra:

(a) Siun grupo G de orden 12 tiene un subgrupo de orden 6, entonces G
tiene precisamente un subgrupo de orden 3.

(b) Sea G un grupoy N < Gcon [G: N| =2. 851 H <Gy H ¢ N,
entonces H tiene un subgrupo de indice 2.

(c) Cada grupo de orden 12 que no contiene un subgrupo de orden 6 es
isomorfo a 2A4. Pista: La acciéon de GG por conjugacion sobre el conjunto
de 3-grupos de Sylow induce una inclusién de G en G4.



(d) Aut(2ly) es isomorfo a &,. Pista: La accién de &4 sobre 2, por con-
jugacién induce una inyeccién de &4 en Aut(2d,). Acota |Aut(Rdy)| al
contar los elementos de cada orden posible en 2.

Ejercicio 19

(a) Determina la estructura y el nimero de los 2-grupos de Sylow en &j.

. Cuéntos 5-subgrupos de Sylow tiene &57

(b) Demuestra que todos los subgrupos de orden 10 en de &5 estan conte-
nidos en As.

(c¢) Demuestra que &5 no tiene subgrupos de orden 15.

(d) Demuestra que S5 no tiene subgrupos de orden 30. Pista: Usando (c)
demuestra que tal subgrupo H seria generado por un 3-ciclo y un 5-
ciclo. Entonces H serfa un subgrupo de 25 = 2.

(e) Demuestra: El tinico subgrupo de &5 de orden 60 es ;.
A discutir en la Ayudantia del 15 de Marzo.



