Semestre 2012/2 Algebra Moderna
Christof Geiss

Tarea 6

Ejercicio 20

Sea P C N el conjunto de los nimeros primos, P := Hpep Z./pZ el producto
directo de los grupos abelianos finitos Z/pZ = (Z/pZ,+),y S := @pepZ/pZ
el coproducto (suma directa) correspondiente en la categria de grupos abe-
lianos. Demuestra:

(a) S C P es un subgrupo que consiste precisamente de los elementos
de orden finito en P. Todos los elementos de P/S \ {0} son de orden
infinito.

(b) Para todo s € P\ 0 existe un primo p tal que la ecuacién p - x = s no
tenga solucion en P.

(c) Para todo primo p se tiene p- P/S = P/S.
(d) No existe ningun subgrupo S’ < P con S’ & S = P.

Ejercicio 21
Sea n € N>3. Demuestra:

(a) Sean a,b € {1,2,...,n} dos elementos diferentes. El grupo alternante
2, es generado por los 3-ciclos (a,b,k) con k € {1,2,...,n}\ {a,b}.
Pista: Es suficiente, expresar todo 3-ciclo como producto de los 3-ciclos
mencionados. Distingue los casos (a,u,b), (a,u,v), (b,u,v) y (u,v,z)
para u,v,x € {1,2,...,n}\ {a,b}.

(b) Sea N < 2, un subgrupo normal. Si N contiene un 3-ciclo, enton-
ces N = 2,. Pista: Sea (a,b,c) un 3-ciclo. Encuentra para todo k €
{1,2,...,n} \ {a,b} una permutaciéon o, € A, tal que (a,b,k) =
or(a,b,c)o; .

(c) Sea ahoran > 5y N, Si N # U, yo e N\{ld,} entonces
Mov(o) :={k=1,2,....,n| o(k) # k}| > 5.



(d) El grupo 21, es simple si n > 5. Pista: Sea N <12l,, un subgrupo normél
no trivial. Considaremos un o € N\ {Id, } tal que Mov(c) sea minimal
en N \ {Id,}. Escribimos ¢ como producto de ciclos ajenos, con los
ciclos mas largos primero. Por (b) y (c) solo tenemos que distinguir
los siguientes casos: 0 = (a,b,¢,d,...) -+, 0 = (a,b,¢)(d,e,...) -y
o= (a,b)(c,d)(e, f)---. Estudia ¢/ := 7707170 € N con 7 = (b, ¢, d)
para llegar a una contradiccion.

Ejercicio 22
Consideramos los anillos cociente Z,, := Z/mZ para m € Nxs.

(a) Demuestra: k+mZ € Z,, es una unidad si y solamente si med(k, m) =
1.

(b) Demuestra que el grupo de unidades Z}, es isomorfo al grupo de auto-
morfismos Aut(Z,,, +) del grupo aditivo.
(c) Demuestra que en caso med(my, ms) = 1 se tiene Z =Ly, XL, .

mi-mag

(d) Determina los factores invarientes de los grupos abelinos finitos Z}, en
los siguientes casos: m € {4, 8,16, 3,9, 27,432}.

A discutir en la Ayudantia del 22 de Marzo.



