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Ejercicio 32

Sea g un &lgebra de Lie sobre un campo k, y U(g) su envolvente universal.
Denotamos con p: U(g) ® U(g) — U(g) el mapeo lineal definido por la
multiplicacién en U(g), y por ¢: k — U(g),t +— t - 1y el morfismo que define
la estructura de k-algebra sobre U(g). Claramente € o ¢+ = Id;. Recordamos
que tenemos un homomorfismo de élgebras e: U(g) — k definido por g — 0.
Demuestra:

(a) Elmapeo lineal g — U(g)®U(g), z — x®@1+1®x se puede extender de
una unica forma a un homomorfismo de algebras asociativas 6: U(g) —

U(g) @ U(g).

(b) ¢ es coasociativo en el sentido que (6 ® Idy) o 6 = (Idy ®J) o § como
homomorfismo de algebras U(g) — U(g) ® U(g) ® U(g), y € es la
counidad para d en el sentido que (Idy ®€) o d =1dy = (e ® Idy) o 6.

(c) Tenemos un isomorfismo de dlgebras de Lie g — ¢g°?,z — —ux. Este
mapeo se extiende a un isomorfismo de algebras asociativas S: U(g) —
U(g)™ = U(g™).

(d) po(S®Idy)od =t1oe= po(Idy ®S)od como endomorfismos de U(g)

Esto muestra que U(g) tiene una estructura de dlgebra de Hopf.

Ejercicio 33

Sea g un algebra de Lie semisimple sobre C con subalgebra de Cartan h con
® C h* el sistema de raices correspondiente, y II C ® una base del sistema
de raices. Para A € h* denotamos con A(A) el médulo de Verma con respecto
a las selecciones arriba mencionadas.

(a) Sea A € X y denotamos para o € I con I(«) la imagen de la inclusién
A(sq - A) = A(X). Demuestra que Y /(a) = rad A(N).

(b) Verifica en el caso g = sl(2,C) por célculo directo que el médulo de
Verma A()) es simple si y solamente si A(a") ¢ Ny para nuestra selec-
ciones estandar en esta caso (en particular o¥ = diag(1, —1)).



Ejercicio 34
Con las mismas hipdtesis y notaciones que en el Ejercicio 33 sea V una
representacion de dimensién finita de g.

(a) Demuestra: El conjunto de pesos P(V)) C X es saturado en el siguiente
sentido: si A € P(V) y a € ® entonces A —iae € P(V) para todo entero
i entre 0y (\,a"). En particular, un conjunto saturado de pesos es
estable bajo la accién del grupo de Weyl. Si V' es simple, P(V) tiene
ademés un peso més alto A € X+,

(b) Si ® es un sistema de raices irreducible, entonces ® U {0} es saturado
con un peso mas alto.

(¢) Si P C X es saturado con un peso més alto A € X, entonces € X+
pertenece a P siy solamente si y < \. Concluya, que para cada y € X+
existe un unico conjunto saturado de pesos con peso mas alto u. Pista:
Ejercicio 28 (¢) y Humphreys 13.4.

Ejercicio 35

Sea g un algebra de Lie de dimension finita sobre un campo £y a C g un
subdlgebra de Lie. Para un representacién V' de g decimos que v € V es a-
finito si existe una a-subrepresentacion U de V' de dimensién finita con v € U.
Demuestra que los elementos a-finitos de V' forman una g-subrepresentacion
de V.

Ejercicio 36

Sea E un espacio euclidiano con producto interior (—, —) y & C F un sistema
de raices con una base II = {ay,...,q;}. Para una raiz @ € ® denotamos
con a” := 2a/(a, ) la coraiz correspondiente. Abreviamos (A, a) := (\, ")
para A € E'y a € . () denota la reticula de raices y X :={A € F | (\,a) €
ZN¥o € @} la reticula de pesos. Los w; con (w;, a;) = 6;; son los pesos
fundamentales. Un peso A € X7 se llama mindsculo si (A, o) € {—1,0,1}
para todo a € .

(a) Demuestra que las siguientes afirmaciones sobre A € X son equiva-
lentes: (1) A es minusculo; (2) 4 € X+ con g < A implica u = A; (3)
La ¢rbita de p bajo el grupo de Weyl es saturada.

(b) Suponiendo que ® es irreducible, sea A € X\ {0} minusculo. Demues-
tra que entonces A = w; con i € {1,...,1} en el caso A;, i = [ en caso
Bi, i =1en caso C, 7 € {1,l — 1,{} en caso D, i € {1,6} en caso Eg
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y i = 7 en caso E; (enumeracién de los vértices de los diagramas de
Dynkin como en Humphreys). Pista: Utiliza la lista de raices mas altas
largas y cortas de la pagina 66 en Humphreys.

(c) Demuestra que cada clase lateral del grupo fundamental X /@ contiene
exactamente un peso minusculo. Pista: Utiliza para una direccién el

resultado de (b).

(d) Sea V una representacién irreducible de un algebra de Lie semisimple
sobre los complejos. Si el peso mas alto A de V' es mintsculo, demuestra
que la dimension de V' es igual a la cardinalidad de la VWW-orbita de .

Compara con el Ejercicio 13.13 de Humphreys.
Fecha de entrega: Viernes 13 de Mayo de 2016.



