Semestre 2022/2 Algebras de Lie y sus Representaciones
Christof Geiss

Tarea 1

Ejercicio 1
Sea k un campo.

(a) Sea g un k-dlgebra de Lie. Para z € g consideramos el endomorfismo
k-lineal ad(x) de g que esta definido por ad(z): g — g,y — [z,y].
Demuestra que el mapeo

ad: g — gl(g),z — ad(z),
es un homomorfismo de algebras de Lie.

(b) Sea A = (A,-) un k-espacio vectorial junto con un mapeo k-bilineal
Ax A— A (a,b) — a-b. Entonces una derivacion de A es un mapeo
k-lineal 0: A — A tal que 6(a-b) = d(a) - b+ a - d(b) para todo a.b €
A. Demuestra: Derg(A) := {0 € gl(A) | J es derivacién de A} es un
subdlgebra de Lie de g(A).

Ejercicio 2
Demuestra:

(a) Salvo isomorfia solo hay dos dlgebras de Lie complejas de dimension 2.

(b) Sie, f.h es una base de sl(2; k) con [h,é] = 2¢ y [h, f] = —2f, entonces
€, f] = ph para algin p € k\ {0}.

(c) El dlgebra de Lie sl(2; C) es simple.

Ejercicio 3
Sea k un campo. Consideramos el mapeo k-lineal:

p: gl(n; k) — gl(k[ X1, Xo, ..., X,]), E;; — X,0; para todos 4,j = 1,2,...,n.
Aqui, los E;; forman la bases estandar de gl(n; k). Demuestra:

(a) p define una representacion de gl(n; k), y para cada d € Ny los polino-
mios homogéneos de grado d forman un sumando directo k[ X1, ..., X,]4
de esta representacién.

(b) En caso char(k) = 0 6 char(k) > d, la representacién k[ X7, ..., X,]|qs de
gl(n; k) es simple.



Ejercicio 4
Sea k un campo con char(k) # 2. Demuestra:

(a) dimysp(2n; k) = 2n? +n,
(b) sl(4) = s0(6) como algebras de Lie.
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