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Tarea 2

Ejercicio 5
(a) Sea k un campo. En el contexto del Ejercicio 1 (b) consideramos para

λ ∈ k y D ∈ Derk(A) el subespacio propio generalizado

Aλ := {a ∈ A | (D − λ IdA)ka = 0 para algún k ∈ N}.

Entonces Aλ · Aµ ⊂ Aλ+µ.

(b) Sea A un k-álgebra asociativa. Demuestra para x, y ∈ A y n ∈ N la
formula

(ad(x))n(y) =
n∑
i=0

(−1)n−i
(
n

i

)
xiyxn−i.

(c) Para cada álgebra de Lie g y x ∈ g, el operador ad(x) es una deriva-
ción de g. Además, si δ es otra derivación de g, entonces [δ, ad(x)] =
ad(δ(x)).

Ejercicio 6
Sea g un álgebra de Lie sobre un campo k.

(a) Un forma lineal χ : g → k, que es un homomorfismo en el álgebras
de Lie (interpretando a k = gl(1, k) como álgebra de Lie abeliano) se
llama muchas veces un carácter de g. Demuestra que la forma lineal χ
es un carácter si y solamente si χ([g, g]) = 0.

(b) Sea ϕ : g → g′ un homomorfismo de álgebras de Lie. Entonces g es
soluble si y solamente si Im(ϕ) y Ker(ϕ) lo son. ¿Lo mismo vale si
reemplazamos “soluble” por “nilpotente”?

(c) Si I y J son ideales solubles de g, entonces también la suma I + J es
un ideal soluble. Pista: Considera la proyección I + J → (I + J)/I.
Concluya que si g es de dimensión finita, entonces g tiene un máximo
ideal soluble, el radical rad g de g.

Ejercicio 7
Sea V una representación de dimensión 2 de un álgebra de Lie nilpotente,
y U ⊂ V una subrepresentación de dimensión 1. Demuestra: si U 6∼= V/U ,
entonces V ∼= U ⊕ V/U . Pista: verifica que un álgebra de Lie nilpotente y
contenido en t(2; k) es abeliano. Aqúı, t(n; k) denota el álgebra de Lie soluble
de las matrices triangulares superiores de tamaño n× n con entradas en k.



Ejercicio 8
Sea char(k) = 0 y n ≥ 1. Demuestra que el álgebra de Lie sl(n; k) es simple.
Pista: si un ideal I de gl(n; k) no consiste solamente de matrices diagonales,
entonces I ⊃ sl(n; k). Al aplicar los operadores ad(Ek,k) a los elementos de
tal I se ve que existen i 6= j con Ei,j ∈ I. Entonces sucesivamente [Ei,j, Ej,i] =
Ei,i − Ej,j ∈ I, [Ei,i − Ej,j, Ei,k] = Ei,k ∈ I para k 6∈ {i, j} y similarmente
Ek,j ∈ I para k 6∈ {i, j}, Ek,l ∈ I para k 6= l, Ek,k−El,l ∈ I. Aqúı, nuevamente
los Ei,j denotan la base estándar de gl(n, k).
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