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Tarea 6

Ejercicio 22
Sea ® C F un sistema de raices. Recuerda que para a € @ definimos
aV = 2a/(a, «). Demuestra:

(a) {(@",B8Y) = (B,a) para o, 3 € ©.

(b) @Y es un sistema de raices cuyo grupo de Weyl es naturalmente isomorfo
al grupo de Weyl de .

(c) Si A es una base de @, entonces A" es una base del sistema dual ®V.

(d) Si @ es irreducible, también ®¥ lo es. Si en este caso P tiene raices de
dos longitudes differents, lo mismo sucede para ®¥, pero si « es largo,
a es corto.

Dibuja los sistemas de raices de tipo By y Gs respectivamente, junto con el
sistema dual correspondiente. Para esto se supone que la raiz corta es de
longitud 1.

Ejercicio 23

Clasifica los sistemas de raices de rango 2 salvo isomorfismo. Identifica en
cada caso el grupo de Weyl correspondiente. Utiliza para esto solo el material
cubierto en las secciones 3.1. — 3.3.

Ejercicio 24
(a) Demuestra que para cualquier base (71,72, .,7-) de un espacio eucli-
diano F/, la interseccion de los semi-espacios positivos
N_{v € E | (7,7) > 0} no es vacia. Pista: Encuentra v, tal que

(i 75) = i
(b) Sea A una base del sistema de raices ® con grupo de Weyl W. Demues-

tra que para cada p € E existe ¢ € W con o(u) € €(A), la cerradura
de la camara de Weyl fundamental con respecto a A.

Pista: Definimos un orden parcial < sobre ' con v < § si d — v €
Y aea R>oa. Escoja 0 € W que maximice o(j) con respecto a este

orden parcial.

Ejercicio 25
Sea ¢ un sistema de raices con grupo de Weyl W y A una base de .
Demuestra:



(a) Existe un tnico elemento oy € W con oo(®1) = &~ Este elemento es
el (inico) elemento de longitud méxima de W.

(b) Consideramos A € ) A Noa. Si A no es un miltiplo de una raiz,
entonces existe 0 € W tal que en la expansién o(\) = > A koo
aparecen simultanemanete coeficientes positivos y negativos. Pista: En
esta situacién encuentra p € E con 0 = (u,\) # (u,5) para todo
f € ®. Luego encuentra o € W con (o(u),«) > 0 para todo a € A.
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