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Christof Geiss

Tarea 5

Ejercicio 18 (sistema de raices de tipo C,)
Recordemos que el dlgebra de Lie sp(2n,C) C gl(2n, C) consiste de todas las
matrices que tienen una forma de bloques (de tamatio n x n)

(é g) con A'=—-D B'=By(C'=C.

Verifica las siguientes afirmaciones: En este conjunto, las matrices diagonales
h = {dlag(hl, ey hn, —hl, ceey —hn) ’ (hl, ey hn) & Cn}

forman un subdlgebra de Cartan. Denotamos con ¢;: h — C la forma lineal
que asigna a una matriz su n-ésima entrada diagonal, entonces los €; con
1 <4 < n son una base de h*, y obtenemos el sistema de raices

R:={te+te¢|1<4,5<n}\{0}

con 2n? elementos. Generadores de los espacios de raices son las matrices (en
la arriba mencionada forma de bloques) de los siguientes tipos

» A=—D'=F;;yB=C=0parai,j€{l,2,....,n} yi#j,

» B=FE,;+E;,;yA=D=C=0,paral <i<j<n,

» C=FE,j+E;,yA=D=B=0,paral <i<j<n.
Encuentra para cada raiz o € R la coraiz correspondiente a¥ € b.

Ejercicio 19 (sistema de raices de tipo D,,)

Recordemos que el dlgebra de Lie s0(2n,C) consiste de matrices con una
estructura de bloques como en el ejercicio anterior, pero los bloques tienen
que cumplir las condiciones A' = —D,B" = —B y C* = —C. Repita el
“programa’ del ejercicio anterior. Pista: hay nuevamente un subalgebra de
Cartan de dimensién n que consiste de matrices diagonales. Las raices tienen
una forma similar, pero en este caso hay 2n(n — 1) de ellas.

Ejercicio 20 (racionalidad y poitividad de la forma de Killing)

(a) Sea g un algebra de Lie semisimple sobre los complejos y h C g un
subdlgebra de Cartan. Sea g la envolvente Q-lineal de todas las co-
raices, en formulas by := spang{a”’ | o € R(g,h)}. Demuestra que
para h, h' € hg se tiene k(h,h') € Q y que x(h,h) <0 implica h = 0.



(b)

Sea k C K una extension de campos, y V' un K-espacio vectorial con
una sistema finito de (K-) generadores R. Ademads sea L un sistema
finito de (K-) generadores del espacio dual V* tal que (\,r) € k para
todo A € L'y r € R. Demuestra que entonces

dimy span, (R) = dimg V' = dimy span,, (L),

y que la restriccion identifica a span, (L) con el dual de span,(R).

Concluya que en (a) tenemos dimg b = dimc b.

Ejercicio 21 (elementos regulares y semisimples)

Este ejercicio requiere algo de geometria algebraica elemental. Sea k& un cam-
po algebraicamente cerrado y g un algebra de Lie de dimensién finita sobre k.
Un elemento z € g se llama regular si su centralizador en g tiene la minima
dimensién posible, en formulas

dimy, 34(z) = min{dimy, 3,(y) | v € g} =: rankg.

Escribimos g,., para el conjunto de los elementos regulares de g.

(a)
(b)

Demuestra que el conjunto d g, es abierto y denso de g.

Sea a partir de ahora ademas char(k) = 0 y g semisimple. Deriva de
nuestra demostracién sobre la conjugacion de subalgebras de Cartan
que g contiene un subconjunto constructible y denso de elementos se-
misimples (que son regulares).

Sea h C g un subélgebra de Cartan. Los elementos de h que son regula-
res en el sentido de (a) son precisamente los elementos de h que que no

son anulados por ninguna raiz de R(g,h). En formulas hN Oreg = Dreg-

Demuestra que en el espacio proyectivo P(g) los rayos de los elementos
nilpotentes forman un subconjunto propio y cerrado A. Pista: Argu-
menta primero con el polinomio caracteristico de ady(x) para ver que
los elementos nilpotentes forman un conjunto cerrado en g.

Demuestra que los elementos semisimples y regulares forman un sub-
conjunto abierto y denso en g. Pista: Demuestra que el conjunto Z :=
{(2,[n]) € geg XN | [£,n] = 0} es un subconjunto cerrado de g,,, x N
y concluya que la proyeccién m(Z) es un subconjunto cerrado de g,
Observa ademds, que = € g,,, es semisimple si y solamente si no con-
muta con ningun elemento nilpotente excepto el 0.

Fecha de entrega: 3 de Abril de 2024.



