Semestre 2024/2 Algebras de Lie y sus Representaciones
Christof Geiss

Tarea 8 - la tltima

Ejercicio 31

Sea g un &lgebra de Lie sobre un campo k, y U(g) su envolvente universal.
Denotamos con p: U(g) ® U(g) — U(g) el mapeo lineal definido por la
multiplicacién en U(g), y por ¢: k — U(g),t — t - 1y el morfismo que define
la estructura de k-édlgebra sobre U(g). Claramente € o ¢« = Id;. Recordamos
que tenemos un homomorfismo de élgebras e: U(g) — k definido por g — 0.
Demuestra:

(a) Elmapeo lineal g — U(g)@U(g), z — x®1+1®x se puede extender de
una tnica forma a un homomorfismo de algebras asociativas §: U(g) —
U(g) ® U(g)-

(b) ¢ es coasociativo en el sentido que (6 ® Idy) o 6 = (Idy ®J) o § como
homomorfismo de algebras U(g) — U(g) ® U(g) ® U(g), y € es la
counidad para d en el sentido que (Idy ®e) o d =1Idy = (e ® Idy) o 6.

(c) Tenemos un isomorfismo de algebras de Lie g — ¢g°?,x — —x. Este
mapeo se extiende a un isomorfismo de algebras asociativas S: U(g) —

U(g)™ = U(g™).
(d) po(S®@Idy)od =t1oe= po(ldy ®S)od como endomorfismos de U(g)

Esto muestra que U(g) tiene una estructura de dlgebra de Hopf.

Ejercicio 32
Sea k un campo. Demuestra:

(a) Cada homomorfismo entre dos algebras de Lie se puede extender de
una unica forma a un homomorfismo (de dlgebras asociativas) entre
sus envolventes universales respectivas.

(b) Sea g un élgebra de Lie con dos subdlgebras a y b tal que g = a+b
como espacio vectorial. La multiplicacién induce un mapeo (k-lineal)
U(a) @ U(b) — U(g) que es suprayectivo. Si ademds anb = 0, este
mapeo es un isomorfismo de espacios vectoriales.

(c) Sea g un &lgebra de Lie de dimension finita y b: g x g — k una forma
bilineal, no degenerada e invariante. Escogemos una base x1, ..., x4 de



g v denotamos con z',...,z?% la base dual de g con respecto a b, es

decir b(x;,27) = d;;. Entonces Cy := Y0, z;2" € U(g) no depende de
la seleccién de la base y pertenece al centro de Ul(g).

Ejercicio 33

Denotamos para V' un k-espacio vectorial con T'(V') el dlgebra tensorial sobre
V', y recordamos que T'(V') es naturalmente graduado. Consideramos en 7'(V')
el ideal bilateral B que es generado por los elementos v ® v con v € V' y
consideramos el cociente A(V) := T'(V)/B con la graduacién inducida. Por
convencién, la componente homogénea de grado i de A(V) se denota con
AY(V), v la clase de un tensor v; ® v, ® -+ ® v en AY(V) se denota con
v1 Avg A -+ - Ay De esta forma (A(V), A) es un algebra asociativo graduado.
Demuestra:

(a) En A(V) vale v Aw = (—1)"w A v para todo v € AY(V) y w € AI(V).

(b) Si (vy,...v4) es una base ordenada de V, entonces los v, Av;, A+ - Av;,
con 1 <iy < iy < --- <i; <d forman una base de A'(V).

(c) Si g es un algebra de Lie y p: g — gl(V) una representacién de g,
entonces T'(V') también es una representacién de g si definimos

I.(w1®w2®...®wl> =
T W RWaQ QU+ W QT W@+ QUi+ +wW QWa®---Rx-wy.

Esta definicién induce también una estructura de representacién de g
sobre cada A'Y(V)

Ejercicio 34
Consideramos g := sl(n + 1, C) con el subdlgebra de Cartan

= {diag(hy, ... hps1) | By + -+ hpsy = O}

Definimos €¢; € h* por ¢;(diag(hy,...h,+1)) = hi;. Recordamos que enton-
ces o 1= € — €41 para i = 1,...,n es una base A del sistema de raices
R = R(g,h). Finalmente consideramos a V := C"™! como la representacién
natural de g y (eq,...,e,41) denota la base estdndar de V.

(a) Demuestra que los w; := €; + €3+ -+ + ¢ parai = 1,...,n son los
pesos fundamentales con respecto a A.



(b) Determina la descomposicién de V' en espacios de peso y demuestra
que V es irreducible de peso mas alto w;.

(c) Demuestra que A'(V) es la representacién irreducible de peso mas alto
w; para l = 1,2,...,n. Pista: Los elementos de la base estandar e;; A
-+ - Av;, son vectores de peso €;, +---+¢;,. Concluya que w; es el nico
peso dominante de A'(V).

(d) Demuestra que la representaciéon A'(V) es isomorfa al dual de A" 1=(V).
Pista: Demuestra que el “peso mas bajo” de AY(V) es —w, 414

(e) Sean py,...,p, € Ny y escribimos L(w;) := AY(V). Demuestra que
L(w1)*"* @ L(w)®? ® « -+ ® L(wm,)*""
tiene una sumando directo simple con peso més alto > | p;w;.

Fecha de entrega: 17 de Mayo de 2024.



