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Ejercicio 27
Sea Φ ⊂ E un sistema de ráıces con base ∆. Denotamos con W su grupo de
Weyl. Demuestra:

(a) Las únicas reflexiones enW son las reflexiones de la forma sγ con γ ∈ Φ.

(b) Si α, β ∈ ∆ definimos

m(α, β) :=



1 si ⟨α, β⟩⟨β, α⟩ = 4,

6 si ⟨α, β⟩⟨β, α⟩ = 3,

4 si ⟨α, β⟩⟨β, α⟩ = 2,

3 si ⟨α, β⟩⟨β, α⟩ = 1,

2 si ⟨α, β⟩⟨β, α⟩ = 0,

entonces la “rotación” sαsβ tiene orden m(α, β). (Se puede demostrar
queW , como grupo abstracto, es definido por las relaciones (sαsβ)

m(α,β) =
1 para α, β ∈ ∆.)

(c) W es isomorfo al producto directo de los grupos de Weyl de las com-
ponentes irreducibles de Φ.

(d) El grupo de Weyl de un sistema de ráıces de tipo An es isomorfo al
grupo simétrico Sn+1.

Ejercicio 28
Sea Γ un diagrama de Dynkin (conexo) con l vértices y C ∈ Zl×l la matriz
de Cartan correspondiente.

(a) Demuestra que todos los menores principales de C son positivos. Pista:
Verifica primero lo siguientes valores para det(C): Al : l + 1, Bl : 2,
Cl : 2, Dl : 4, E6 : 3, E7 : 2, E8 : 1, F4 : 1, G2 : 1.

(b) Verifica que C es simetrizable, i.e. existe una matrizD = diag(d1, . . . , dl)
con los di ∈ N+ tal que C ·D es simétrica. Obviamente podemos supo-
ner mcd(d1, . . . , dl) = 1. Concluya con (a) que C ·D es positivamente
definida.

(c) Decimos que un diagrama de Dynkin es simplemente amarrado si su
matriz de Cartan es simétrica. En este caso consideramos E := Rl con
la base estándar α1, . . . , αl y definimos un forma bilineal v́ıa (αi, αj) =



1
2
Ci,j, convertiendo aśı a E en un espacio euclidiano. Consideramos la

ret́ıcula Q :=
∑l

i=1 Zαi ⊂ E. Demuestra que

Φ := {β ∈ Q | (β, β) = 1}

es un sistema de ráıces con base {α1, . . . , αl} de tipo Γ. Pista: Considera
W ′, el grupo generado por las reflexiones σαi

y Φ′, la unión de las W ′-
orbitas de los αi. Demuestra primero que Φ′ es un sistema de ráıces con
base α1, . . . , αl.

Ejercicio 29
Sea Φ ⊂ E un sistema de ráıces con ∆ = {α1, . . . , αl} una base, Φ+ las ráıces
positivas y ϖ1, . . . , ϖl ∈ E los pesos fundamentales correspondientes, i.e.
(ϖi, α

∨
j ) = ⟨ϖi, αj⟩ = δi,j para todo i, j = 1, 2, . . . , l. Recuerda que definimos

ρ := 1
2

∑
β∈Φ+ β. Demuestra:

(a) αi =
∑l

j=1⟨αi, αj⟩ϖj para i = 1, 2, . . . , l.

(b) ρ =
∑l

i=1ϖi, en particular, ρ es un peso integral estrictamente domi-
nante, i.e. ⟨ρ, αi⟩ > 0 para todo i = 1, 2, . . . , l.

(c) Sea µ ∈ Λ+ := {λ ∈ E | ⟨λ, αi⟩ ∈ Z≥0 ∀ i = 1, 2, · · · , l}, es decir µ es
un peso integral dominante. Si w ∈ W , es decir w es un elemento del
grupo de Weyl de Φ, entonces w(λ) ⪯ λ, i.e. λ− w(λ) ∈

∑l
j=1 Z≥0αj.

(c) En la situación de (c) tenemos (w(λ) + ρ, w(λ) + ρ) ≤ (λ + ρ, λ + ρ)
con igualdad sólo si w(λ) = λ.

Fecha de entrega: 13 de noviembre de 2025.
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