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Abstract

A continuacién explicamos como las redes de Petri sirven para explicar modelos en epidemiologia
como el modelo SIR, SEIR, SEAIR, entre otros. Nos enfocamos en como una red de Petri junto
con una funcién de radio, definen de manera tnica ecuaciones diferenciales ordinarias. Es de gran
importancia preguntarse el problema inverso: al tener un sistema de ecuaciones diferenciales como
podemos modelarlo mediante redes de Petri. Finalmente, daremos aplicaciones de la teoria utilizando
las paqueterias de SNOOPY y Wolfram. Predicciones de la cuarta ola del COVID-19 se haran

mediante el modelo SIR para México.

1 Introduccion

William O. Kermack fue un bioquimico escoces que
a sus 26 anos sufrio un accidente en su labora-
torio que lo dejé ciego para el resto de su vida.
Esto no le impidié desarrollar una brillante car-
rera cientifica. Anderson G. McKendrick fue un
médico militar escocés. Su actividad como epi-
demiolégico comenzé en la india. Aunque su for-
macién matematica era bastante primaria, estuvo
dotado de una aguda intuiciéon que le permitié idear
distintos modelos. Kermack-McKendrick [KM27)
desarrollaron un modelo que aun en la actualidad
es el principio a seguir en un fenémeno de una pan-
demia. A esta estructura la conocemos como el
modelo SIR por los compartimentos Susceptibles,
Infectados y Resistentes. Este modelo asume una
poblacién constante la cual va cambiando de man-
era local en cada compartimento mediante el sis-
tema de ecuaciones diferenciales

§'(t) = —BSI,
I'(t) = BSI — al, (1)
R(t) =al.
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Carl Adam Petri fue un matematico dedicado a
la computacién tedrica que es famoso por ser el pio-
nero en el desarrollo de representaciones graficas de
sistemas dinamicos discretos actualmente conocidas
como Redes de Petri. Una red de Petri se define
como un conjunto de especies o lugares junto con un
conjunto de transiciones y unas reglas de asignacién
de flechas. Para ilustrar un ejemplo tomemos la red
de Petri asociada al modelo SIR

Infeccion

Recuperacién

Q——’ A’@
Infectados Resistentes

(2)
Tenemos cada compartimento asignado a los
circulos amarillos mientras que las transiciones son

representadas por los cuadrados azules. En cada
compartimento colocamos fichas (tokens en inglés)
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las cuales se moveran mediante reglas determinadas
por las flechas. Una regla importante en las redes
de Petri es que una transicién se efectuara siempre
y cuando exista al menos una ficha en cada uno de
los lugares anteriores a la transicién.

Una de las ideas revolucionarias de Adam Petri
fue su tratamiento de la localidad del tiempo en su
disenio de red de Petri, en la era de la relatividad
general de Einstein.

Una red de Petri junto con una asignacion de
radios en cada transicién, define de manera tnica
ecuaciones diferenciales ordinarios (ODE en inglés).
Veremos mas adelante en la Seccién 3.1 como se
define estas ecuaciones diferenciales ordinarias. Es
muy interesante en esta direcciéon la pregunta in-
versa: para un sistema de ecuaciones diferenciales
existe un modelo mediante redes de Petri que simula

el sistema? Dicho problema lo llamamos el prob-
lema inverso en ODE mediante redes de Petri, lo
cual hablamos un poco para epidemiologia en la
Seccion 4.

Este articulo se organiza como sigue: en la
Seccién 3 se resumen la matematica detras del
modelo SIR donde se explica como se obtienen los
parametros y los dos puntos de equilibrio para el
modelo SIS. Posteriormente en la Seccién 3 expli-
camos brevemente lo que es una red de Petri luego
analizamos la ecuacién de radio que produce ecua-
ciones diferenciales ordinarias. En la Seccién 4 nos
enfocaremos en el problema inverso de ODE medi-
ante redes de Petri. Finalmente, en la Seccion 5
daremos las aplicaciones mediante las paqueterias
SNOOPY y Wolfram de los modelos SIR para el
COVID-19.

El presente trabajo es parte del proyecto “Redes de Petri” en la Séptima Escuela Oaxaquena de
Matematicas Virtual. El segundo autor estd apoyado por Investigadores por México y Proyecto CONA-

CYT ciencias basicas 2016, No. 284621.

2 Modelo SIR

Kermack-McKendrick [KM27] introdujeron el mod-
elo matemadtico dado en (12). Los compartimentos
los podemos entender como sigue:

i) S es la clase de individuos que estan sanos
pero que pueden contraer la enfermedad.

ii) I es la clase de individuos quienes han con-
traido la enfermedad y estdn enfermos. De
entre ellos, se tienen aquellos que pueden in-
fectar (infecciosos).

ili) R es la clase de individuos quienes se han re-
cuperado y no pueden contraer la enfermedad.

Notaremos por N a la totalidad de la poblacién.
Tendremos las siguientes hipdtesis:

i) El nacimiento y la muerte se omitirdn en este
modelo.

ii) El nimero de infectados es igual al niimero de
individuos infecciosos (que pueden infectar).

iii) La poblacién es constante, es decir si ¢ es el
parametro que denota el tiempo entonces ten-
dremos

N=S5(t)+1(t)+ R(t). (3)

La explicacion matematica del modelo SIR
comienza con el concepto de la incidencia dado por
el nimero de individuos que se infectan por unidad
de tiempo. Supongamos que ¢N es el nimero de
contactos que un individuo hace por unidad de
tiempo y S/N es la probabilidad de que uno de
esos contactos sea con un individuo susceptible.
Esto significa que ¢S es el nimero de contactos con
individuos susceptibles que un individuo hace por
unidad de tiempo. Ahora suponemos que el indi-
viduo es infectado. Notaremos por p a la probabil-
idad que un contacto entre un individuo infectado
y un individuo susceptible resulte en transmisién.
Entonces pcS es el niimero de individuos que se in-
fectan por unidad de tiempo y por infectado. De-
notaremos por 8 = pc el cual se llama radio de



transmision. Concluimos, que

S’(t) = —incidencia = —3ST , (4)

que lo podemos entender como el ntimero de indi-
viduos que se infectan por unidad de tiempo.

En el caso del compartimento de recuperados
supondremos que el comportamiento es propor-
cional a los infectados. Por lo tanto, tendremos

R(t)=al. (5)

El pardmetro « se llama el radio de recuperacion.
Para el compartimento que resta tendremos que el
namero de infectados por unidad de tiempo estara
dado por la resta

I'(t) = BSI — ol . (6)
Entre las propiedades mateméticas del modelo
tenemos que S(t) es una funcién decreciente con
S(t) > 0, por lo que lim;_, o S(t) existe y lo no-
taremos por So,. De igual forma tenemos que R(t)
es una funcién creciente con cota superior R(t) <
N, por lo que lim; o R(t) existe y lo notaremos
por R.. Finalmente, apliquemos la integral a la
primera ecuacién de (12). Luego obtenemos

| sw=-s [ swroa.
0 0
Se— So = —,3/ S(OI(t)dt.
0
Entonces tendremos

So — So > BSa / I()dt . (7)
0

Lo cual implica que I(t) es integrable en [0, c0). En-

tonces oo := limy_, o, I(t) = 0.

Esto implica que en el modelo SIR la enfer-
medad gradualmente desaparece en la poblacién.
En la Seccién 2.2 veremos que tenemos dos pun-
tos de equilibrio para el modelo SIS en donde hay
una conexion del compartimento de infectados al de
susceptibles.

2.1 Los coeficientes a y

Lo mas importante de los modelos de epidemiologia
es encontrar una forma de determinar los coefi-
cientes.

Para determinar el pardametro a consideramos
que la clase de los infectados no participa en tiempo
cero. Es decir que la incidencia en tiempo cero es
nula. Por lo que tendremos que I'(t) = —al con
condicién inicial I(0) = Iy. Entonces tendremos
I(t)/Iy = e~ que lo interpretamos como la pro-
porcién de personas que estan infectadas en tiempo
t. Entonces F(t) = 1 — e~ es la probabilidad de
recuperarse o dejar la clase de infectados en el in-
tervalo [0,¢). La funcién de densidad estd dada por

flt) = ae . (8)

Si tomamos la esperanza

BIX] = /OO FF()dt = é )

—0o0
lo cual se entiende como el tiempo medio que al-
guien permanece en la clase de infectados o el
tiempo de recuperacién.

Para el radio de transmisién 8 supondremos que
S =~ N y recordemos que £S5 era el numero de indi-
viduos que se infectan por unidad de tiempo y por
individuo infectado. Entonces

Ry := N/« (10)
es el numero de infectados por un individuo in-
fectado. Al pardmetro Ry se le conoce como el
numero basico de reproduccion.

Otra forma de calcular g es suponiendo de nuevo
que S ~ N. Entonces se tendrd I'(¢t) = I(BN — «).
Notaremos por m = BN — «, por lo tanto I(t) =
Ipe™ y concluimos

Inl =mt+1Inl. (11)
Esto lo entendemos como aplicar logaritmo a los
casos activos dado por el compartimento de infec-
tados.

2.2 Puntos de equilibrio

Recordemos que vimos que para el modelo SIR que
s6lo hay un punto de equilibrio en donde la enfer-
medad gradualmente desaparece en la poblacién,
ie, limp,oI(t) = 0. Sin embargo considere
el caso donde la enfermedad nunca se termina y
el fendmeno se repite de manera endémica, i.e.,
lim; 400 I(t) > 0. Para esto introducimos una



variacion al modelo donde el compartimento de re-
cuperados no lo tomamos en cuenta y anadimos que
los infectados se vuelven con el tiempo en suscepti-
bles. Esto se conoce como el modelo SIS que tiene
la siguiente ODE

S'(t) = —BSI+ al,
I'(t) = BSI — al.
De igual forma se asume que la poblacién es con-

stante N = S(¢) + I(t). Se tiene una ecuacién
logistica tomando r = BN —ay K = (BN — «a)/8,

dada por
1
I't)=ri|{1-—]).
0=t (1- )

Si pasara que r < 0, luego I'(t) < rI(t) pues
1—-1I/K > 1. En la igualdad tendremos I(t) =

(12)

(13)

3 Redes de Petri

El concepto de una red de Petri fue introducido por
Carl Adam Petri en su disertacién doctoral [Pe62].
En pocas palabras las entendemos como maquinas
discretas donde el tiempo se maneja de manera lo-
cal. Una red de Petri consiste de un conjunto .S de
especies o lugares y un conjunto 7' de transiciones,
junto con una funciones

i:SXT—-Nyo:SxT—N, (15)

las cuales nos dice el nimero de veces que un lugar
es entrada o salida de una transicion.

Ejemplo 1. El modelo SIR de la seccion 2, se
puede entender como una red de Petri con tres lu-
gares {Susceptibles, Infectados, Resistentes} y dos
transiciones dadas por {Infectarse, Recuperarse}.
Gréficamente la red de Petri la ilustramos en (2).
En dicha representacion los circulos los entendere-
mos como los lugares mientras que las transiciones
se representan por cuadrados. Las funciones i y
o estan dadas por contar cuantas veces cada lugar
esta como entrada o salida en cada transicion.

Adicionalmente, una red de Petri tiene una
funcién
t: S — N, (16)

la cual a cada lugar o especie le asigna el niimero de
fichas (tokens en ingles). Esta asignacién la pode-
mos ver como el ntimero de individuos que tenemos
en cada compartimento.

I(0)e™ acotando otro posible caso, por lo tanto
lim; 400 I(t) = 0. Ahora supongamos que r > 0.
En este caso supondremos que I(t) # K. Utilizando
separacion de variables obtenemos la solucion

K Be"t

10 =1 per- 14)

con B = I(0)/(K — I(0)). Por lo tanto tendremos
la situacion lim; o I(t) = K.

Recordemos que Ry = fN/ay r = BN —a. En
consecuencia, para el modelo SIS tendremos que si
Ry < 1 el nimero de infectados gradualmente se
hace cero, mientras en el caso de Ry > 1 se tendra
que la pandemia se volvera endémica.

Ejemplo 2. El modelo de formacién de agua lo
podemos entender como una red de Petri con tres
lugares {Hidrégeno, Oxigeno, Agua} y una tran-
sicién {Reaccién}. Si tomamos tres hidrégenos y
un oxigeno

D,

Hidrégeno

.

Agua

Reaccion

Oxigeno

(17)

al cabo de una tirada obtendremos un cambio en la
red de Petri como sigue

ONY

Hidrégeno

s

Agua

Reaccion

Oxigeno

(18)



Notemos que ya no podremos seguir puesto que las
entradas de la red de Petri no todas tienen al menos
una ficha.

3.1 La ecuacion de cambio

Una red de Petri puede estar dotada de una funcién
de cambio

r:T — (0,00), (19)
la cual asigna a cada transicién un radio que nos
indicard el tiempo que se tarda al pasar por dicha
transicion. En el caso de redes de Petri estocasticas
[Bal9], si el radio para una transicién es A, el tiempo
de espera en cada transicién tendra una funcion de
densidad Ae™** con esperanza 1/)\. Cadenas de
Markov se aplican en esta situacién sin embargo
para nuestro interés nos avocaremos a redes de Petri
con tiempo continuo.

Redes de Petri con tiempo continuo dependen de
ecuaciones diferenciales ordinarios (ODE en inglés)
que nos permiten saber las velocidades de cambio
para cada compartimento. El ODE estd determi-
nado complétamente por las funciones i y o de (15)
y la funcién r de (19).

Tomaremos el enfoque dado por Baez [Bal9).
Sea x; € S = {x1, -+, 2} un lugar o especie, esta-
mos interesados en calcular dz;/dt. Dicha ecuacién
estd dada por sumar en todas las transiciones. De-
scribiremos el sumando asociado a una transicién
y € T. Denotemos por n;(y) = o(z;,y) y mi(y) =
i(zi,y). Entonces,

dZEi - -
dt Z r(y) (ni(y) —mi(y)) ¥y W ... ) k)

yeT

(20)

Ejemplo 3. Podemos tomar el modelo SIR donde
denotemos los lugares por {S,I, R} y las transi-
ciones por {Z,R}. Entonces asignamos o = r(R) y

B8 = r(Z). Las ecuaciones diferenciales de cambio
seran el famoso modelo de Kermack-McKendrick
de la seccién 2 dado por S'(t) = —8SI, I'(t) =
BSI —al y R'(t) =al.

Ejemplo 4. El modelo SIS mencionado en la

Seccién 2 para los dos estados de equilibrio tiene
la siguiente red de Petri asociada

2

S
7

Notemos que la ODE asociada es S’(t) = —3ST+al
y I'(t) = BST — al.

-
®\

(21)

Ejemplo 5. Tomaremos el modelo Malthusiano de
demografia dado por la siguiente red de Petri

O

Poblacion

Nacimiento Muerte

(22)
Para la ecuacién diferencial ordinaria tomaremos los
siguientes radios r(nacimiento) = A y r(muerte) =
. Entonces si denotamos a N al ntimero de in-
dividuos de la poblacién, obtendremos el siguiente
modelo

N'(t) = A — uN. (23)

Dicho modelo es conocido como el modelo logistico
simplificado [Mal5].

4 Problema inverso en Redes de Petri (epidemiologia)

En esta seccién tomaremos construcciones basicas
para modelos epidemiolégicos considerando sus
ODE y construiremos la red de Petri asociada. Las
ODE en esta seccién fueron tomadas del libro de
Martcheva [Mal5].

La pregunta de encontrar la red de Petri aso-

ciada a una ODE es de indole matematica muy in-
teresante. Hasta el momento los autores no conocen
un lugar donde se haya realizado una respuesta de
manera formal y las generalizaciones a sistemas de
ecuaciones diferenciales de mayor complejidad.



4.1 Expuestos/Estado latente

Por muchas razones el individuo no llega a ser in-
mediatamente infeccioso como en el modelo SIR. El
agente patdgeno necesita tiempo en replicarse y es-
tablecerse. El tiempo durante el cual un individuo
infectado llega a ser infeccioso se llama el tiempo la-
tente. Los individuos en este estado producen otro
compartimento que lo denotaremos por F. El mod-

elo SIR tomando este nuevo compartimento se le
conoce como el modelo SEIR con ODE dadas por

S'(t) = A — BSI — S,

E/(t):[‘}SIf(U#»,U,)E, (24)
I'(t)=nE — (a+ p)1,
R(t)=al — uR.

La red de Petri asociada al modelo SEIR la ejem-
plificamos en la figura 1.

Nacimientos’

l

-

n

O

Infectarse

Susceptibles Expuestos

Infecciarse

n "

Muerte Susceptibles

Muerte Expuestos

Recuperarse

Infecciosos Resistentes

i

"

Muerte Infecciosos

Figure 1: Red de Petri asociada al modelo SEIR.

4.2 Estado asintomatico

Un compartimento de individuos asintométicos se
incluye. Una infeccién asintomaética es aquella que
no se tendrd sintomas y son muy dificiles de de-
tectar. Sin embargo individuos asintomaticos son
infecciosos y contribuyen a la distribucién de una
enfermedad. El compartimento de asintométicos se
incluye como una alternativa al compartimento de
infecciosos. Tendremos un nuevo tipo de argumento
en la red de Petri porque de la transisciéon de in-
feccién saldran dos flechas una con probabilidad p
a infecciosos y (1 — p) a asintomadticos. Tenemos el

4.3 Estado portador

Esto ocurre cuando tenemos individuos los cuales
estdn sanos pero albergan y transmiten la enfer-
medad. Los portadores no muestran sintomas o
signos de infeccion, pero ellos mediante su cuerpo
(nariz, garganta, etc) llevan con sigo al microor-

modelo SEATR con el ODE dado de la siguiente
forma

S'(t) =A—BS(I+qA) — uS,
E'(t) = BS(I +qA) — (n+p)E, (25)
I'(t) = pnE — (a + p)1,
R (t)=al +v— uR.
Modificaciones del modelo implican la comuni-
cacion entre la transicién de infeccién con los com-
partimentos de infecciosos y asintomaticos. En la
Figura 2 podemos ver la red de Petri asociada al
modelo SEAIR.

ganismo que produce la enfermedad. Tomaremos
un modelo SIRS en donde del compartimento de
resistentes los pasamos al compartimento de suscep-
tibles. Agregando el estado de portadores el cual lo
denotaremos por C' obtenemos el siguiente ODE de

Muerte Resistentes
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Recuperarse
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Infectarse Muerte Asintomaticos /
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—

8 Muerte Resistentes
Muerte Susceptibles Muerte Expuestos

Muerte Infecciosos

Figure 2: Red de Petri asociada al modelo SEAIR.

la forma Tendremos el modelo SCIRS.La red de Petri aso-
S'(t) = A—BS(I+qC) — S + pR, ciada la podemos encontrar en la Figura 3.
C'(t) = B +4C) =ty +mC o5
I'(t) =nC — (a+ p)l,
R(t)=al +~+C - (n+p)R.

98 /

S LA
Al @

Figure 3: Red de Petri asociada al modelo SCIRS.

4.4 Cuarentena/Aislamiento

En este estado se toma un compartimento en
donde tenemos individuos que estan asilados de la



poblacién susceptible. Dichos individuos en cuar-
entena han tenido contacto con individuos infecta-
dos. La ODE asociada a este modelo tiene la sigu-
iente forma bésica
S'(t) = A — BSI — uS,
I't)=8SI — (a+~y+u)lI
Q'(t) =71 —(n+ 1@,
R'(t)=al +n1Q — uR.

(27)

Tenemos el modelo SIQR el cual puede cambiar
debido a la situacién y al agregar diferentes compar-
timentos. En la Figura 4 representamos el modelo
SIQR.

Figure 4: Red de Petri asociada al modelo SIQR.

5 Aplicaciones

Utilizaremos la paqueterfa SNOOPY [Snl2] la cual
para redes de Petri estocésticas utiliza caminatas
aleatorias mediante el algoritmo [Gil76], para redes
de Petri continuas se resuelve el ODE.

Daremos el analisis de dos modelos SIR con
datos veridicos para el COVID-19 en Algeria
[LB20]. Posteriormente utilizaremos dichos mode-
los para dar predicciones del COVID-19 en México
a principios del 2022.

5.1 Modelo SIR para el COVID-19
en Algeria

Algeria es un pais del norte de Africa con una
poblacién en el 2020 de 43,851,044. Se estudia en
[LB20] mediante el modelo SIR en el periodo desde
Marzo 2020. Se estima un porcentaje de infecta-

dos del 1.91 % con nidmero bésico de reproduccién
Ry = 1.23 y tiempo de recuperacion de 22 dias, i.e.

a = 1/22. Utilizando SNOOPY [Snl2] hacemos



una simulacién de los tres compartimentos
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Tenemos un pronostico del punto mas alto de la
pandemia seria el 12 de agosto 2020 y que al fi-
nal de la infeccién quedara susceptible el 35.23 por
ciento de la poblacién. Comparando con los datos
reales, nos percatamos de un sesgo en los resultados,
siendo el 25 de noviembre 2020 el dia en el que se
alcanza el numero maximo de contagios. Con esta
informacién podemos deducir que el modelo SIR es
una buena herramienta para saber el avance de una
enfermedad en sus inicios, pero no es muy confiable
en el avance de la epidemia

5.2 Modelo SIR para el COVID-19
en México

Ahora hacemos un estudio usando el modelo SIR
para México utilizando los datos de nuevos infecta-
dos diarios que ha habido por 77 dias a partir del 25
de Octubre del 2021. En este momento México se
encuentra en la cuarta ola. Utilizaremos la paque-
terfa Mathematica [Wo21| para mostrar las gréficas
e utilizamos aproximaciones con LinearModelFit
hasta 2° para obtener el maximo para el nimero
bésico reproductivo Ry. Dichos datos tienen la sigu-

iente distribucion grafica

80

60

20| . .

20 40 60

(28)
Utilizamos la ecuacién (11) para encontrar el
nimero béasico de reproduccién Ry. Tomamos el
tiempo de recuperacién de 12 dias y obtenemos la
siguiente grafica comparada con el logaritmo de I

(29)
Tenemos que el maximo se alcanza aproximada-
mente el 8 de Enero del 2022 con Ry = 2.1.
Si revisamos los datos de infecciéon en dicho dia
obtenemos que tenemos 30671 casos y tomando
una poblacién para México de 18.9 millones con-
seguimos la siguiente grafica para los compartimen-



tos S, Iy R encontramos que el niimero basico de reproduccion
de Omicron (la nueva variante) es de 3.19. Con este

Default View

3 a7 3 4
128869239.001 dato tenemos la siguiente grafica
115982315.10 Default View
128869239.00 1
103095391.20
115982315.10
90208467.30
103095391.20 1
77321543.40
90208467.30
64434619.50 [—Infectados
Resistentes 77321543.40
[—Susceptibles

515647695.60

64434619.50 —Infectados
Resistentes
38660771.70 —Susceptibles
51547695.60
25773847.80: : :
38660771.70
12886923.90
: 25773847.80
.///
0,00 - T
0.00 15.00 30.00 45.00 60.00 75.00 90.00105.00120.00135.00150.00 12886923.80 7
Time
(3()) 00T
0.00 15.00 30.00 45.00 60.00 75.00 90.00105.00120.00135.00150.00
Notamos una duracién de la pandemia (cuarta ola) Time
de aproximadamente 5 meses, es decir acabando a (31)

principios de junio y el pico de contagios es aproxi-

Notamos una duracién de la pandemia (cuarta
madamente 3 meses después.

ola) de 3 meses, es decir acabando a principios de
Sin embargo, consideraremos que los datos de abril y el pico de contagios a los 50 dias a finales de
nuevos infectados no son muy fidedignos y buscando febrero.
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