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La pregunta

Cuantas curvas racionales de grado d pasan a través de 3d — 1
puntos en posicién general?

» Se sabia que Ny = Np = 1.

> Jakob Steiner, Allgemeine Eigenschaftten der algebraischen
Curven (1848)
N3 =12,

» Hieronymus G. Zeuthen, Almindelige Egenskaber ved
Systemer af plane Kurver (1873)
Ns = 602.

» En los ochenta N5 = 87304.



» Maxim Kontsevich and Yuri |. Manin. Gromov-Witten classes,
quantum cohomology, and enumerative geometry. (1994)

3d—4 3d — 4

2

Ng= Y Ng,Ng,dads (dB <3dA B 2) A <3dA B 1))
da+dg=d

» Sucesién A013587 en OEIS
N; =
1,1,12,620,87304, 26312976, 14616808192, 13525751027392,
19385778269260800, 40739017561997799680,
120278021410937387514880, 482113680618029292368686080,
2551154673732472157928033617920, - - -



Algebras de Frobenius

Definicion (1)
Un algebra de Frobenius es un k-dlgebra A de dimension finita,
con una forma k-linea 6 : A — k, que define una forma bilineal

g = (a, b) := 0(ab) no degenerada, compatible con el producto
(ab, c) = (a, bc).

Definicion (2)

Un algebra de Frobenius es un k-algebra A de dimension finita
con una funcioén lineal € : A — k llamada counidad tal que el
ker(e) no tiene ideales no triviales.

Definicion (3)

Un algebra de Frobenius es un k-dlgebra A de dimension finita
con un isomorfismo de A-médulos )\ : A — A*.



Proposicion
Las definiciones (1), (2), (3) son equivalentes.

Teorema (Folk)

Existe una equivalencia de categorias monoidales entre la categoria
de teorias topoldgicas de campos y /a categoria de algebras de
Frobenius.

Teorema (Abrams 1996)

Una 3dlgebra conmutativa A de dimensién finita con producto
m:A® A — A, con unidad u: k — A, es un algebra de Frobenius
si y sélo si tiene un coproducto A : A— A® A, con counidad
0:A— k, tal que A\ es un mapa de A-médulos, es decir, se tiene
el siguiente diagrama conmutativo

A A—=2 A

- |




El producto

» Para un algebra de Frobenius A sea {e;} una base y {e/} la
base dual, sean dos elementos de la forma a = >« e y
b= piei, el producto

a'b:ZF}/ieh

donde v; = 3, ; aifj0(eieje;). Luego el producto estd dado
en términos de una tres forma c : AR AR A — k.



Ejemplos:

1. Sea C el campo de los niimeros complejos con el mapa lineal
e : C — R, definida por £(a + ib) = a. Observamos que
ker(¢) = {ib: b € R}, lo cual no tiene ideales no triviales. Es
decir, el campo de los niimeros complejos es un algebra de
Frobenius sobre R

2. Consideremos el algebra de matrices n x n, denotada por
M,(k), con k un campo. La traza usual

ay 5 ajj,

define a un dlgebra de Frobenius.

3. Sea G ={e, g1, - ,&n} un grupo finito, con e la identidad de
G. Sea C[G] el élgebra de grupo definido por el conjunto de
sumas formales -7, cigi, con ¢; € Cy go = e. La
multiplicacién de C[G] estd generada por la multiplicacién de
G. Tenemos que C[G] es un algebra de Frobenius con el mapa
lineal definido por ¢ : C[G] — C dado por e — 1, g — 0.



4. Para una variedad suave orientada (compacta) de dimensién
n. Consideramos la cohomologia con coeficientes en un campo
k y notamos por [M] la clase fundamental en homologia. La
estructura de Frobenius estd dada por el isomorfismo

& : H™ (M) = Homy(Ha_i(M), k) =5 Homy(H (M), k)
(1)
con h el mapa en coeficientes universales y D la dualidad de
Poincaré. Obtenemos el producto mediante

®(¢)() = ¢(IM] N ) = (v U @)[M].



Variedad de Frobenius

Definicion
Una variedad diferenciable tiene una estructura de Frobenius si
sobre cada punto de la variedad, el espacio tangente tiene la
estructura de un algebra de Frobenius donde la forma bilineal no
degenerada esta inducida por la métrica. Una variedad es de
Frobenius s/ esta estructura varia suavemente, denotada por
(Mo, e, g,0,E) ytal que

(i) o es un producto asociativo en cada espacio tangente;
(if)
(iii)
(iv)
(v) E €T(TM) es un campo de Euler.

g es una métrica plana sobre M;
e es unidad y Ve = 0;

Ve es totalmente simétrica;



» Tenemos un producto asociativo
o: ToMx T,M— T,M

compatible con la métrica, i.e. g(xoy,z) = g(x,y o z), para
x,y,z¢€ Tp,M.

> Se tiene Ve =0 si y sélo si VO = 0.

» El campo de Euler se puede escribir como suma de
dilataciones, rotaciones y traslaciones de la siguiente forma

E= ZS;Jt@- + az t;0; + Z b;0;
iJ i i

donde Sj; es antisimétrica.



El potencial

» La curvatura esta en términos de la conexién de Levi-Civita.
Al ser la variedad plana un resultado de geometria diferencial
asegura la existencia de un sistema de coordenadas
t1, tp, ..., t, donde la curvatura es constante.

» Si escribimos

c= Z C,'J’kdt,'dtjdtk
i,k
tenemos que

0cij k
7’7./’

la simetria de V¢ implica que

8C;jk o aC,'j/
oty Oty
luego dc = 0 y por el lema de Poincaré existe una bj; tal que

., — 9bj
C’Jk Oty




» Siguiendo con este proceso, tenemos que cjj es simétrico con
respecto a i y j, es decir tenemos que
8b,-j 8bj,'
Cijk = = = Gjik -
Oty Oty
Luego si simetrizamos la forma bj; la férmula se sigue

conservando y podemos suponer b;; = bj;. Esto nos produce
una 2-forma

b= bydtdt;,
ij
simétrica, pero como cjj es simétrica con respecto a j y k

entonces obtenemos
obj; _ Obj

ot Ot
lo que implica que db = 0, entonces por el lema de Poincaré
existe una funcién a; tal que

83,’

by = o .
v Btj



» Repitiendo nuevamente el argumento se produce una funcién
generadora o potencial, F tal que

OPF
c=> é)tiidt,-dtjdtk .

» En particular dado que e es covariantemente costante y bajo
una rotacién se puede tomar

0
= =t 0 = dt
e 81}’ 1,

recordando que g(u, v) = c(u, v, e), entonces



Teorema

La propiedad asociativa en una variedad de Frobenius equivale a
tener las ecuaciones diferenciales WDVV
(Witten-Dijkgraaf-Verlinde-Verlinde).

PF 4 OF  F . 0OF
DLOLOLSE OtOtmdt,  OtmdLOt> Lo,




Ejemplos de Variedades de Frobenius
Consideremos el potencial F = %tftg + %tltg + f(t2, t3). La
métrica la podemos escribir

&= Szkzl c‘)tlatjatk atj it
la cual se simplifica a
g = dtidtz + dt3 .
Para la multiplicacién utilizamos la exprecién

c=>_ é)37’:dt-dt-dt
T Lotogoy

la cual se simplifica a
c(t1, ta, t3) = dtidts + dt1dt2 + foyrye, (b2, t3)dt3+

+ft2t3t2(1-'2, t3)dt§dt3 + ft3t3t2(1-'2, t3)dt2dt§ + ft3t3t3(1-'2, t3)dt§’.



Los productos estan dados por

022 = ft3 trto a]. + ﬁ.’z thtr a2 + 83
a2 * 83 = ft3 trt3 81+ ftz tht3 82
8% = ft‘g t3t3 8]. + ft2 t3t3 82

y la asociatividad dada por las ecuaciones WDVV se convierte en
una ecuacién conocida como la ecuacién de Chazy

2 _
ft2t2t3 - ftztztz ft2t3t3 + ff3f3t3'



Calculo de Kontsevich

Calcularemos el siguiente nimero: El nimero de curvas de
grado d que pasan por 3d-1 puntos colocados de forma
genérica. Denotamos dicho niimero por Ng.

Dada la funcién potencial F donde f esta definida por

oo —
qdedtu3d 1

(60 =2 i

d=1

Ny

con la condicidén inicial N; = 1, la cual satisface la ecuacion de
Chazy (fitu)? = fettfruu + fuuu, la cual equivale a tener

k—1
3k —4 3k —4
Ny = i(k — 1))? — (k= N)(i)? N;iNj_;.
o= 3 o (35 5) 007 (37 ) e
for k = 2,3, 4 this gives Np = Ny Ny, N3 = 12N; Ny y
Ny = 33N3N; + (16)(14)N2 y Np = 1, N3 = 12, Ny = 620.
Ny = 1,1,12,620, 87304, 26312976, 14616808192, - - - .



