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La motivacidn,

cuantas esferas del mismo tamafio pueden tocar una esfera?

» en dimensién uno, la respuesta es 2,

> en dimensién dos, las abejas descubrieron la respuesta dada
por 6,

> en dimension tres, la respuesta es 12 a pesar de la
controversia de Isaac Newton y David Gregory.

» en dimensién cuatro, la respuesta es 24 (ref. Oleg R. Musin),
» en dimensiones ocho, la respuesta es 240 y es rigida y dada
por la reticula de Gosset,

> en dimensiones veinticuatro, la respuesta es 196560 y es rigida
y es dada por la reticula de Leech.



Cdédigos

» Un cédigo binario C de la forma [n, k, d] es un subespacio
lineal de Z5 (longitud n, dimensién k y distancia minima d).
Tendremos matriz de paridad H 6 matriz generadora G.

» Tenemos los codigos de Hamming H, de la forma
[2" —1,2" — 1 — r, 3], donde para r = 3 tenemos un codigo
[7,4,3] con matriz chequeo

0001111
H=1]0 11 00 11
1010101

Este codigo tiene 7 elementos de peso tres, 7 elementos de
peso cuatro, y su polinomio de pesos es

Wiy (x, y) = x" + 7x*y? + 13y + 57

> Los cédigos de Hamming son perfectos.



» Agregando un chequeo a Hs3 obtenemos el cédigo de
Hamming extendido hg que es un cédigo [8, 4, 4] con matriz
de chequeo
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En la forma estandar podemos ver que
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donde AAY = | implica que hg = l% es autodual. Debido a
su definicidn tiene 14 elementos de peso 4 y su polinomio de
pesos es

Whe(x,y) = x84 14xty* + 8.



» El cédigo de Golay Gp3 esta generado por el polinomio
irreducible en T,

g(x) = x4 x10 £ x4 x5 fx* X241,

luego estamos considerando f(x) con grado m < n—1 tal que
g(x) lo divide. Los codigos son dados por los coeficientes.

» Tenemos que Gp3 es de la forma [23,12,7] y ademds junto
con el cédigo de Hamming son los tinicos cédigos perfectos no
triviales. Su polinomio de pesos es

Wy, (x,y) = x2 +253x7y16 + 506x8y15 + 1288x11y12 + 1288x12y 11 4 506x1°y8 + 253x16y7 4 23



» El codigo de Golay extendido G4 estd dado por afadir un
chequeo a Gp3 y tiene matriz generadora,
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» Tenemos Gp4 es auto-dual, cada elemento tiene peso divisible
por 4 pero no contiene elementos de peso 4. El polinomio de
pesos es,

WG24 (X y) - X24 + 759X16y8 + 2576X12 12 4 759X8 16 y24



Reticulas

» Una reticula L de un espacio vectorial real V (con V de
dimensién finita) es un subgrupo de V tal que genera a V
como R espacio.

» Consideramos la reticula Gosset Eg dada por el subgrupo de
RS,

{(x,-) c 78U <Z + ;)8 : Zx,- = O(mod)Z}

Una base entera en términos de un sistema de raices es,

5 3

| |
(7 %)

Eg

(0,-1,1,0%) (03,-1,1,0%) I (05,-1,1,0)

O— —)

(-1,1,0% (02,-1,1,0% (0%,-1,1,0%) (08,-1,1)

Los vectores minimos son 2*(14) vectores ((£1/2)*,0%), 16
vectores (41,07) dando un total de 240.



» La construccién A: tomemos el mapa dado por modulo 2,
p: 21" — 75
Para un cédigo C, tendremos la reticula p~1(C) es entera.
Tomaremos %pfl(C). En particular:
i) %p‘l(C) serd unimodular cuando C es auto-dual, y

i) %p‘l(C) serd par cuando C es doblemente par.

» Para la reticula de Gosset tenemos la identificacién
. . 1
multiplican r — con
ultiplicando po 73 con,

> J5(£1%,0%) «— ((£1/2)%,0),
> %(12,07) > (£1,07).
donde bajo p, se tiene (£1%,0%) — (1*,0%) y (£2,07) — (08).



» Consideramos la reticula de Leech 54 generada por todos

los elementos 1
7( 37i123)
V8
donde F3 puede ir en cualquier posicién y los signos
superiores se toman en una coordenada donde un cédigo de

Golay tenga 1.

» Para los vectores de peso cuatro 4 obtenemos las formas
2 422 23 8 16 e 92(24) 512
(42,0%), (3,12%), (28,0'°) con frecuencias 22(%), 212 - 24,
27 . 759, que suma 196560.



» para m un entero positivo r (m) :=[{x € L| x-x =2m}|. La
serie theta es

n(mq™=1+r(1)+---

NE

0
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Il

que converge para |g| < 1 (equivale a definirlo en el plano

superior H con q = e>™7), asi

0.(z) = Z ri(m)q™ = Z q@ = Z emi(xx)z

m=0 xeL xeL

la funcién theta la cual es holomorfa en H y de peso n/2.



> La serie theta de la reticula de Gosset Eg estd dada por
0, = 1+ 240q + 2160¢° + 6720g° + - - -
> La serie theta de la reticula de Leech I'p4 estd dada por

Ora = 1+ 196560q* + 16773120¢° + - - -
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Gleason-Hecke

Un cédigo es:
» Type |, si es binario auto-dual y no es doblemente par.

» Type I, si es binario auto-dual y doblemente par.

Teorema (Gleason)

Si C es un cdédigo auto-dual de Tipo 1,11,111 & IV, entonces
W € C[f, g|, donde:

Type f g
/ X2+ y2 x2y2(x2 y2)2
/] X8 i 14X4y4 4 y8 X4y4(X4 _ y4 4
11 x* + 8xy3 v3(x3 —y3)3
v x? 4+ 3y? y2(x? — y?)?




Una reticula es
» Type |, si es unimodular y no es par.

» Type I, si es unimodular y es par.

Teorema (Hecke)

Si L es una reticula de Type | 6 Il, entonces la funcién theta 0 of
I pertenece a C[f, g|, donde:

Type | f g
/ 03 (Z) Ag (Z)
1l E4 (Z) A24 (Z)

donde
1 4 4 o0 2m—1 4my18
Dg(2) = 1502(2)*0a(2)" = q [Mp7_1 (1 = ¢*" 1) (1 - ¢*™)]" =
q —8q°% +23¢° — 64g* +126¢° — 224¢° + ... y
8
Do4(2) = [502(2)03(2)0a(2)]” = M3y 1 (1 — ¢*™)** =
g% — 24q* + 2525 — 14724¢° + ...



Identidades MacWilliam-Jacobi

» Para cédigos y reticulas tipo |, las identidades de MacWilliam
y Jacobi son:

D)
We((x +y)/V2, (x = y)/V2) = We(x,y),

We(x, —y) = We(x,y) .

0u(~1/z) = (2/i"?)bu(2),
0i(z+2)=06(z).

» Para cédigos y reticulas tipo |, las identidades de MacWilliam
y Jacobi son:

D)
We((x +y)/V2.(x = y)/V2) = Wc(x,y),

WC(Xa ’y) = WC(Xay)a

0.(—1/2) = (2/i"*)bu(2) ,
0(z+2)=0.(2).



Grupo de Clifford-Weil

1 -1 1 10
» Tomaremos el grupo generado Por 511 11 Y10 il

=1 1 i 0
1+i
» En el caso no homogeneo por =5+ [ 1 J y [0 1].
» Tendremos grupos de orden 192 y 96. Denotemos G el grupo

de Clifford-Weil.

» Sea W :=C|[x,y]° y sea £, el espacio de funionces
holomorfas en el plano hiperbdlico, periddicas junto con una
condicién adicional, luego £ = @n>2ﬁ,,.

Teorema (Michel)

Existe un isomorfismo de dlgebra entre W y £ dado para

o m—+1)2
p(x,y) € Clx, y] por p(02,0), donde 62(2) = 23277 o ™27 y
O3(z) =1+23 5 1 9™ .



Reciprocidad de Schur-Weyl

Teorema (Teoria invariante)

Considere las acciones de GL(V) y £, sobre V®™ y denote por
(GL(V)) y (Sm) las subdigebras de End(V®™) generadas por
GL(V) y ¥, respectivamente. Entonces,

a) Ends, (V&™) = (GL(V)) .

b) Si charK = 0 entonces Endgy(v)(V®™) = (Sm) .
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