TAREA 3
PROCESOS ESTOCASTICOS, SEMESTRE 2012-II

Ejercicio 1 (Ej. 1.3.3 p. 18 de [Nor98]). Un juego de serpientes y escaleras
se juega en el siguiente tablero

FINISH 9

En cada turno un jugador lanza una moneda justa. Si cae dguila avanza dos
cuadros y st no, sélo uno. Si el jugador cae al pie de una escalera, sube por
ella, mientras que si cae donda hay una cabeza de serpiente, se resbala hasta
la cola.

(1) ¢Cudntos turnos se requiere en promedio para terminar el juego?
(2) ¢Cudl es la probabilidad de que al encontrarse en el cuadro 5 un ju-
gador termine el juego sin llegar al cuadro 17

Ejercicio 2 (Ej. 1.4.1 de [Nor98]). Sean &1,&2, ... variables aleatorias inde-
pendientes tales que

Pe=2)=1/2 y P(E=-1)=1/2,

Xo=0y
Xnt1=Xn +&nt1-
Defina ademads
Hy =min{n >0: X, =0}
con la convencién usual min) = co. Pruebe que la funcién generadora ¢ de
Hy dada por
o(s) = E(s"™)
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satisface

sp(s)* —2¢(s) + s =0.

Ejercicio 3. Sea (P.),.p una familia markoviana asociada a la matriz de
transicion P. Defina

m o __
2¥)

Pruebe la descomposicion de primer pasaje

n
n o m pn—m
Pl =Y [P
m=0

Sugerencia: intente interpretar probabilisticamente la igualdad.

P;(X wisita a j por primera vez al instante m) .

Ejercicio 4. Una grdfica es una pareja (V, E) que consta de un conjunto V
(que supondremos finito), llamado conjunto de vértices, y un conjunto E que
consta de subconjuntos de dos elementos de V', a los cuales llamamos aristas.
Es wsual imaginarnos la grdfica como una coleccion de puntos (etiquetados
por los elementos de V') unidos por aristas como en el siguiente dibujo. Una

=

0

FiGUrA 1. Visualizacién de la grafica (V,E) con V =

{1,...,6}y E={{1,3},{2,3},{3,4},{4,5},{4,6}}

grdfica es conexa si para todos u,v € V existen vy, ...,v, € V tales que

{Uavl}7{vl7v2}7'"7{1]71—17’071}7{1]7171}} EFE

Una caminata aleatoria simple en la grifica es una cadena de Markov en
la que a cada instante se mueve de un vértice a otro escogiendo las aristas a
su disposicion con la misma probabilidad.
(1) Pruebe que una caminata aleatoria sobre una grdfica es irreducible si
y solo si la grdfica es conexa. En este caso, diga si la distribucion
estacionaria eriste y es unica.
(2) FEscriba la matriz de transicion, clasifique los estados y encuentre su
periodo en el ejemplo de la Figura 1.
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(3) Sea m la medida de probabilidad que asigna a v la cantidad de aristas
que emanan de v sobre la cantidad total de aristas. Pruebe que se
satisface la condicion de balance detallado

ﬂ_uPu,v = ’/TvPv,u

y que por lo tanto 7 es invariante.
(4) Dé un ejemplo de grifica en el que P’ 4 mj conforme n — 00 y uno
en el que st.

Ejercicio 5. En los exdmenes generales de probabilidad que se han aplicado
del 2006 al 2012, busque los problemas relativos a cadenas de Markov. Escoja
uno diferente al de sus companeros y resuélvalo.
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