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CAPITULO 1

Preliminares

1. Funciones de variacion acotada y la integral de Lebesgue-Stieltjes

DEFINICION. Decimos que una funcién f : [0,00) — R es de variacién aco-
tada en el intervalo [0,{] si

sup Z |f(ti) = f(ti-1)| < oo,
r={0=to<-<tn=t}
donde el supremo es sobre todas las particiones de [0,t]. Denotaremos por Vi(f)
al supremo anterior.
Diremos que f tiene variacién localmente acotada si Vi(f) < oo para toda
t >0y que f tiene variacién acotada si lim; ,~ V;(f) < oco.

Si f es una funcién de variacién localmente acotada, la célebre descomposicién
de Jordan nos afirma que la podemos escribir como diferencia de dos funciones no
decrecientes. En efecto, es facil verificar que

Vi) + 1) Vi(f) — f(1)

2 ’ 2
son no decrecientes y su suma es f(t). Una forma intuitiva de entender la descom-
posicién de Jordan se obtiene de definir la variacién positiva o negativa de una
funcién de variacién acotada como

sup Do) = ftin)| T < Vi(f) < o0

r={0=to<--<tn=t}

t—

y notar que ambas funciones son no decrecientes. Por otra parte, se tienen las
descomposiciones
vy = MOHIO IOy =0+ 50)

Adn maés, notemos que si f es también continua por la derecha entonces f se
puede escribir como la diferencia de dos funciones no-decrecientes continuas por la
derecha. En efecto, basta notar que si f es continua por la derecha en ¢ entonces su
variacion también es continua en t. Esto implica también la existencia de limites por
la izquierda. Puesto que cada una de estas funciones no decrecientes esta asociada
a una medida, vemos que existe una medida con signo p tal que f(t) = u([0,¢]).
Si g :[0,00) — R es localmente acotada y medible, podemos entonces definir a

1
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la integral de Lebesgue-Stieltjes de g respecto de f en [0,¢], denotada fggdf

mediante . .
/ gdf = / gdp.
0 0

El teorema siguiente nos afirma que las funciones de variacion acotada apare-
cen naturalmente al tratar de considerar integrales elementales y extenderlas por
“continuidad”. Si nuestra funcién f es funcién continua por la derecha y 7, es una
sucesién de particiones de [0, t] que se refinan y cuyo paso tiende a cero, definamos

S™(h) = Z h(t:) (f(tiv1) — f(t:)) -

Si h es continua y f es de variacién acotada en [0,t] entonces S™(h) — fot hdf.

TEOREMA 1.1. La sucesion (S™(h),n € N) converge a un limite para toda
funcidn continua h si y sélo si f es de variacion acotada en [0,t].

DEMOSTRACION. Ya hemos mostrado una de las implicaciones. Para la reciproca,
supongamos que (S™(h),n € N) converge a un limite para toda funcién continua h
en [0,¢]. Es bien sabido que el espacio de funciones continuas en [0, t], al dotarlo de
la norma uniforme, es un espacio de Banach. Ademads, S™ es una funcional lineal
continua definido en él. Es facil construir una funcién h de norma uniforme 1 tal
que

Sn(h) = Z |f(t:) = f(ti-1)]
Tn
(por ejemplo al imponer que h(t;) = sgn(f(t;) — f(ti—1)) e interpolar linealmente).
Por lo tanto,
Vi(f) < sup|S™].
n

Por otra parte, para toda h continua se tiene que

sup |S™(h) | < o0,

por lo que el principio de acotamiento uniforme (conocido también como teorema
de Banach-Steinhaus) implica que

sup ||S"| < oc.
n

Asi, vemos que f tiene variacién acotada. O

EJERCICIO 1.1. Pruebe quesi f es no decreciente y continuamente diferenciable
entonces es de variacion actodada y

/Otgdfzfotgf’dx.
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Andlogamente a como se definié la nocién de variacién de una funcién, pode-
mos definir el de p-variacién para p > 0. Este concepto serd de utilidad al es-
tudiar las propiedades trayectoriales del movimiento browniano (y otros procesos
estocdsticos).

DEFINICION. Sean f : [0,00) — Ry p > 0. Se define la p-variacién de f en
[0,t] como

sup Z |f(t:) — fQim)| P

r={0=to<--<tn=t}
La denotaremos por VF(f).

PROPOSICION 1.1. Si f es una funcién continua de p-variacién finita en [0, t]
entonces su p’'-variacidn es cero si p’ > p e infinito si p’ < p.

DEMOSTRACION. Sean 7, una sucesién de particiones cuyo paso tiende a cero
y tales que

S OIft) = f(tia)| P = V2(f) < oo,

Si p < p’, notemos que

S If) = fti)] P < max | f(t;) — f(ti-1)l PPN F(t) = f(tioa)] P

Como f es continua, el méaximo del lado derecho tiende a cero, mientras que la
suma del lado derecho tiene un limite finito. Por lo tanto, el lado izquierdo tiende
a cero. Un razonamiento andlogo prueba la afirmacién restante. O

Concluimos la seccién con algunas propiedades de la integral de Lebesgue-
Stieltjes que contrastaremos con propiedades de la integral estocédstica. Comen-
zamos con la regla de asociatividad, la férmula de integracién por partes y la regla
de la cadena.

La regla de asociatividad nos dice que, como funcién del intervalo de inte-
gracion, una integral de Lebesgue-Stieltjes es de variacién acotada y permite reex-
presar la integral respecto de ella. Formalmente:

PROPOSICION 1.2. Sea f una funcién de variacién localmente acotada, g una
funcion medible y acotada y definamos

h(t) = /Otgdf.

Entonces h es de variacion localmente acotada y si g es medible y acotada entonces

t t
/gdh=/ Ggdf.
0 0
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Con la notacién h = g - f, podemos escribir la férmula de manera compacta:

g-(g-f)=1(g9) f.

Pasemos ahora a la férmula de integracion por partes.

PROPOSICION 1.3. Sean f y g dos funciones de variacién localmente acotada.
Para toda t > 0 se tiene que

F(5)g() = £(0) g(0) + / g df + / fdg.

DEMOSTRACION. Sean pf y fig las medidas con signo asociadas a fy a gy
=y @ ug. Entonces

1([0,1)%) = f(t) g(t).

Por otra parte, puesto que
0,82 = {(0,0)} U{(r,s): 0<r<s<t}U{(r,s):0<s<r<t},

podemos utilizar el teorema de Tonelli-Fubini para concluir que
p([0,4?) =f(0)9(0)+/0tfdg+/0tgdf- O
La féormula de integraciéon por partes admite la siguiente forma mas simétrica:
1090 = 1000+ [ fdo+ [ g-ar+ 308569 8005,

s<t

Un caso, que resultara interesante contrastar con la integral estocéstica, es

t
£ = 70+ [ 21,
0
valido cuando f es continua y de variacion localmente acotada.

EJERCICIO 1.2. Probar que si f es una funcién continua de variacién acotada
entonces g satisface

o) =z + / o(s) f(ds)

si y sélo si
g(t) = zef®,

Sugerencia: utilice integracion por partes para ver que ge~f es constante.

Aunque el siguiente resultado admite una versiéon para funciones discontinuas,
nos concentraremos en el caso continuo.
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PRrROPOSICION 1.4 (Regla de la cadena). Si f es una funcidn continua de
variacion localmente acotada y F es de clase Cy entonces F o f es continua, de
variacion localmente acotada y

Fof(t):Fof(O)+/o F'o fdf.

DEMOSTRACION. La idea de la prueba es notar que si la férmula es valida
para F'y para Gy «, 8 € R entonces la férmula también es valida para la funcién
ald F + BG. Puesto que la formula es valida para la funcién identidad, también
lo serd para polinomios y, al aproximar a F’ (y por ende a F') uniformemente en
[0,¢] por una sucesién de polinomios, podremos concluir la férmula para toda F
continuamente diferenciable.

Basta entonces probar que si

t

Fof(t):Fof(O)+/oF’ofdf.
entonces
f(t)Fof(t):/O Id(F'o f)+ Fo fdf.

Sin embargo, de acuerdo a la férmula de integracién por partes, vemos que
t

¢
f(t)Fof(t):/OFofdf+/01ddFof
t t
:/Fofd)\—I—/IdF/ofdf
0 0
¢
:/FoerIdF'ofdf
0

:/t(IdF)'ofdf. O
0

EJercicio 1.3. Al extender la demostracién anterior, pruebe la regla de la
cadena

Fof(t) = FOf(0)+/ Flofdf+ Y  [Fof(s)—Fof(s=)—F of(s=)Af(s)]
(0,¢] s<t
Af(s)#0
donde F' es una funcién de clase C7 y f es una funcion de variacién localmente
acotada.

Finalmente, analizaremos la llamada férmula de cambio de variable, al intro-
ducir un concepto fundamental llamado inverso continuo por la derecha y estudiar
la técnica de cambios de tiempo.
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Sea f : [0,00) — [0,00] no decreciente y continua por la derecha (por lo que
también admite limites por la izquierda). Definimos a f~! mediante

) =inf{s>0: f(s) > t}.

La idea de la construccién es que la grifica de f~! se obtiene al intercambiar los
ejes en la grafica de f: los intervalos de constancia de f se convierten en saltos de
f~! y los saltos de f se convierten en intervalos de constancia de f~1.

PROPOSICION 1.5. La funcién f~' es no decreciente, continua por la derecha,
fof ' >1d y ademds

ft)=inf{s>0:f'(s) > t}.
Si f es continua entonces f o f~t =1d.
Informalmente podemos escribir la férmula para f en términos de f~' como
(r) =1
DEMOSTRACION. Si t <t entonces
{s>0:f(s)>t}D{s>0:f(s) >1t}.

Al tomar fnfimos obtenemos la monotonia de f~!.
Si t, | t entonces

{s>0:f(s)>t}=|J{s > 0:f(s) > tn}.
Al tomar fnfimos, concluimos que f~!(¢) = lim,, f~'(¢,). En efecto, es claro que
f71(t) <lim, f~1(t,) y por definicién de f~1(¢), vemos que para toda & > 0
t< f(f 1) +e),

por lo cual
ta < F(F7H(t) +e)

para n suficientemente grande y por lo tanto

lim f~1(t,) < f7H(t) + e

Por definicién de f~1(t), si € > 0 se satisface

fUf ) +¢e) >t

y por continuidad por la derecha de f obtenemos

fof7Mt) =t
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Si f=1(s) > t entonces f(t) < s. Por otra parte, si ¢ > 0, al ser f continua por
la derecha, vemos que existe una vecindad derecha de ¢ en la cual f < f(t) + e.
Por lo tanto f~1(f(t) +¢) >t y asf vemos que

ft)y=inf{s>0:f"(s) >t}.

Finalmente, si f es continua y no decreciente, entonces es sobre. Si (z,,) decrece
estrictamente a x, existe (£,) estrictamente decreciente (digamos con limite t) tal
que f(t,) = z,. Por continuidad, se sigue que f(¢t) = = y que a la derecha de ¢
f > x. Vemos que entonces f~(z) =ty que fo f~l(x) = f(t) = z. a

Ahora podemos enunciar la formula de cambio de variable.

PROPOSICION 1.6. Sig : [0,00) — [0,00) es Borel-medible y f es no-decreciente
entonces

[ edr=] gt
[0,00) [0,00)

DEMOSTRACION. Se sigue del procedimiento de aproximacién estdndar de fun-
ciones medibles al notar que la proposicién es valida para g = 1 4; en efecto, basta
notar que {z > 0: f~*(z) <t} es un intervalo de tamaiio f(t). O

Si f es una funcién de clase C con derivada estrictamente positiva, la férmula
anterior se reduce a

t , ft) .
/ g(t) f'(t) dt = / 9(f (@) da.
0 0
Esto explica el nombre de férmula de cambio de variable.

2. Espacios de Hilbert y proyecciones ortogonales

DEFINICION. Sea H un espacio vectorial sobre R. Un producto interior en
H es una funcién (-, ) : H x H — R que satisface las siguientes propiedades:

Positividad: Para cualquier f € H se tiene que (f, f) > 0.
Definitividad: Si (f, f) = 0 entonces f = 0.

Simetria: Para todo f,g € H se tiene que (f,g) = (g, f).
Linealidad: Para todo o, € Ry f,g,h € H se tiene que

(af + Bg,h) = a(f, h) + B(g, h).

Si H es un espacio con producto interior, se satisface la desigualdad de Cauchy-
Schwarz

(f.9) < (£.0)(a.9)"%
Por esta razén, la funcién |- | : H — [0, 00) dada por
=0

es una norma sobre H.
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DEFINICION. Un espacio de Hilbert real es un espacio vectorial H sobre R
dotado de un producto interior (-, -) y norma |-| tal que si d es la distancia asociada
a |- | entonces (H,d) es un espacio métrico completo.

A continuacién trabajaremos con un espacio de Hilbert (H, (-, -)). Lo que sep-
ara a los espacios de Hilbert de otros espacios vectoriales normados (y completos)
es la siguiente identidad del paralelogramo: para cualesquiera f,g € H se tiene que

lf+gl>+1lg— fP=2(fF+1g)-

La identidad del paralelogramo es la componente principal en la construccion de
proyecciones.

PROPOSICION 1.7. Sea M un subespacio cerrado de H. Para todo f € H existe
un unico g € M tal que

d(f, M) = d(f,g)-
El vector g admite la siguiente caracterizacion:
<f -9 h> =0
para todo h € M.

DEMOSTRACION. Sea (g,,) una sucesiéon de elementos de M tales que

d(f,gn) = d(f, M).

Por la identidad del paralelogramo, aplicada a (f — g,) /2 v (f — gm) /2, se sigue
que

d(gn/2, gm/2)2 +d(f, (gn + gm)/2)2 < % [d(f, gn)2 +d(f, gm>2 .

Sin embargo, puesto que M es un subespacio, se sigue que (g, + gm)/2 € M y por
lo tanto

0 < d(gn/2,9m/2)” < 5 [d(f,90)" + d(f, gm)?| = d(f, M)

N |

Al tomar limites se obtiene

0= lim d(gn/Qv gm/2) .

m,n— oo

La sucesién (g,,) es por lo tanto una sucesién de Cauchy y por completitud se sigue
que converge. Sea g = lim,,_,, g». Entonces

d(fvg) :nlggod(fvgn) :d(.f7M)

Notemos que si g y § fueran dos elementos de M tales que d(f, M) = d(f,g) =
d(f,g), la sucesién ¢, 9,9, g, - . ., al ser de Cauchy por el parrafo anterior, nos mues-
tra que g = g.
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Para verificar la caracterizacién propuesta para g notemos que si d(f, M) =
d(f,g) entonces
|f =gl <|f —g£th* = [f — g £ (f — g, th) + [th|*,
para toda h € M y toda t € R por lo que
£t(f —g.h) < |

Al dividir sobre |t|, escoger el miultiplo de h covenientemente, y tomar el limite
conforme t — 0 vemos que

<ffgvh> =0.

Finalmente, si g es cualquier elemento de M que satisface (f — g, h) = 0 para
toda h € M entonces

lf=hP=f—gPP+2hg)+|g—h’=|f—g*+|g—h>>|f — g
por lo que d(f, M) = d(f,g). O

El anterior teorema nos permitird representar a las funcionales lineales con-
tinuas en espacios de Hilbert. Esta es la herramienta principal en la construccion
de la integral estocastica. Como un ejemplo mas sencillo, lo utilizaremos para dar
una prueba de la existencia de la esperanza condicional.

DEFINICION. Una funcional lineal continua es una aplicacién lineal ¢ :
H — R tal que
|¢| := sup [¢(H) | < occ.
heH
|h|<1
TEOREMA 1.2 (Teorema de representacién de Riesz). Sea ¢ una funcional
lineal continua en H. Entonces existe un unico f € H tal que ¢(g) = (f,9).

DEMOSTRACION. Sea M = ¢~1(0). Si M = H entonces ¢ = 0 y por lo tanto
podemos tomar f = 0. A continuacién supondremos que M # H. Claramente M
es un subespacio de H; se afirma que es cerrado. En efecto, si (g,,) es una sucesién
de M que converge a g entonces

[¢(9)] = (g — gn)| < |0llg — gn| = 0.
Por lo tanto g € M.

Sea f e H \ M. Sea py ( f) la proyeccién ortogonal de f sobre M y definamos

a
1

[= m {f_pM(f)} .
Entonces

(LHh=1 vy (f,9)=0
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para toda g € M. Por otra parte, si h € H, notemos que

A =0z o)
d(h— Af) =0si A o

Por lo tanto:
o equivalentemente:
(6(f) f,h) = o(h).
Se concluye que ¢(f) f es un vector que satisface la conclusién del teorema.
Para mostrar la unicidad, notemos que si f y f son tales que o(h) = (f, h) =
(f, h) para toda h € H entonces (f — 1, h) = 0 para toda h € H lo cual muestra

que f=f. |

Un ejemplo de aplicacién del resultado anterior, que es de especial interés al
inicio de la teoria de la probabilidad, es mostrar la existencia de la esperenza
condicional. En efecto, si (©2,.%,P) es un espacio de probabibilidad y ¢4 C .Z es
una o-dlgebra entonces el espacio Lo(2,%,P) es un espacio de Hilbert con pro-
ducto escalar (X,Y) — E(XY). Ademds, si X € Ly(Q, #,P), la asignacién
Y = E(XY) de L2(22,%,P) en R es una funcional lineal continua. Por lo tanto,
existe Z € Ly(Q,%,P) tal que E(XY) = E(ZY) para toda Y € Ly(2,¥4,P). En
particular, podemos tomar Y = 14 para cualquier A € 4. Asi, Z es una versién
de la esperanza condicional de X dada ¢. Una vez que se construye la esper-
anza condicional para variables aleatorias cuadrado integrables se puede extender
por truncamiento y el teorema de convergencia dominada a variables aleatorias
integrables.

3. Preliminares de procesos estocasticos

Un proceso estocastico es una coleccién de variables aleatorias
X =(X,tel).

I serd interpretado como un pardmetro temporal y serd ya sea N (tiempo discreto)
6 [0, 00) (tiempo continuo) o algun subintervalo de estos. Cuando no se mencione,
se asumird que I = [0, 00).

Supondremos que cada X; toma valores en el mismo espacio medible, llamado
espacio de estados, que para nosotros sera ya sea R 6 R"™ equipados con su o-algebra
de Borel. La trayectoria del proceso estocastico es la funciéon aleatoria que en
cada w € Q estd dada por t — Xi(w).

Ahora definiremos 3 maneras en que dos procesos estocédsticos X y Y pueden
ser considerados iguales. Diremos que X y Y tienen las mismas distribuciones
finito dimensionales si para cadan > 1y t1,...,t, € I se tiene la igualdad en
distribucién de los vectores aleatorios siguientes:

d
(Xt Xt,) = Yoy, Y2, )
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Por ejemplo, dos movimientos brownianos siempre tienen las mismas distribuciones
finito-dimensionales. La simetria del movimiento browniano implica que si B es un
movimiento browniano entonces —B también lo es. Asi, esta nocién no distingue
mucho entre procesos cuyas trayectorias pueden ser muy distintas.

Diremos que X es una modificacién de Y si P(X; =Y;) =1 para toda t € I.
Por ejemplo, si U es una variable aleatoria uniforme en [0, 1], X; = 0 para toda
t>0yY; =1y—, entonces P(X; = Y;) = P(U #t) = 1. Asi, X es modificacién de
Y. Es decir, el concepto de modificacién ya permite distinguir entre procesos con
trayectorias distintas: B no es una modificacién de —B. Sin embargo, el concepto
de modificacién no es tan bueno para distinguir entre trayectorias discontinuas.

Un concepto ain maés fuerte es el de indistinguibilidad. Decimos que X y Y
son indistinguibles si X; = Y; para toda t > 0 casi seguramente. Es decir, ex-
iste N € % tal que P(N) = 0 para el cual X;(w) = Y;(w) para toda ¢t > 0 si
w € N€. En el ejemplo de dos procesos que son modificacion, vemos que 0y 1y—¢
ya no son indistinguibles. Sin embargo, cuando las trayectorias de dos procesos es-
tocasticos son regulares, entonces los conceptos de modificacién e indistinguibilidad
son equivalentes.

PROPOSICION 1.8. Sean X yY dos procesos estocdsticos cuyas trayectorias son
casi-sequramente continuas por la derecha. Si X es modificacion de'Y entonces X
y Y son indistinguibles.

También bastaria tener trayectorias continuas por la izquierda casi segura-
mente.

DEMOSTRACION. Sea S C I denso y numerable y N; el complemento de
{X; =YVt € S}. Por o-subaditividad, vemos que

P(Ny) <Y P(X, # Y;) =0.
tesS

Sea Ny € Z de probabilidad cero tal que las trayectorias de X y de Y son continuas
por la derecha en N§. Definamos N = N; U N;. Entonces N € %, P(N) =0y
en el complemento de N, tenemos primero que X; = Y; para toda t € S y, puesto
que X y Y tienen trayectorias continuas por la derecha y S es denso, vemos que si
tel:

X,= lim X,= lim Y.=Y,,
slt,s€S slt,s€S

por lo que en N¢ se tiene que X; = Y; para todo t € I. O

Esta es una razon por la cual preferimos a procesos estocasticos con trayecto-
rias regulares. Muchos procesos que ocurren en la practica, como los procesos de
Markov que satisfacen la propiedad de Feller, tienen una modificacién con trayec-
torias regulares. Esto es consecuencia del teorema de regularizacion de martingalas
que veremos mas tarde.
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Utilizaremos el parametro temporal para introducir el flujo del tiempo en el
espacio de probabilidad. Esto se hace a partir del concepto de filtraciéon. Una
filtracién es una coleccién (F,t € I) de subo-dlgebras de F tales que si t; <
ty € I entonces Fy, C Fy,. A la o-algebra %, se le interpreta como la informacién
disponible al tiempo ¢. Decimos que la filtracién es continua por la derecha si

gt = m ythE.
e>0
Decimos que la filtraciéon es completa si % contiene a todos los conjuntos P
nulos. Se dice que una filtracién satisface las hipé6tesis habituales si es continua
por la derecha y completa.

Para impedir que nuestros procesos estocasticos requieran informacién futura
en su evolucién se utiliza el concepto de proceso adaptado. Un proceso estocastico
X es adaptado a la filtracién (%) si X; es F-medible para toda ¢t > 0. Hay una
filtracién muy sencilla que hace adaptado a un proceso estocastico X: la filtraciéon
canénica (Z;X,t € I) dada por F* = o(X, :s <t).

Hay un concepto més fuerte de medibilidad posible para procesos estocasticos
que toma en cuenta el pardmetro temporal. Decimos que un proceso estocastico
X es medible si la funcién (¢,w) — Xi(w) de I x Q en el espacio de estados es
medible.

PROPOSICION 1.9. Sea X un proceso estocdstico con trayectorias continuas por
la derecha. Entonces X es un proceso medible.

DEMOSTRACION. Por definicién de o-dlgebra producto, la funcién
(t,w) — X[gnﬂ/gn (w)

es (Br @ F,PBg)-medible. Puesto que su limite puntual conforme n — oo es
(t,w) = X;(w), vemos que X es un proceso medible. O

Decimos que un proceso estocéstico es progresivamente medible si la apli-
cacién (t,w) — X¢(w) de [0,%0] x Q en el espacio de estados es K ¢, @ Fy,-medible
para toda tg > 0. Copiando la tdltima prueba se verifica que si un proceso es
adaptado y con trayectorias continuas por la derecha entonces es progresivamente
medible.

Nuestro ultimo preliminar de la teoria general de procesos sera el concepto de
tiempo de paro. Comenzamos con la definiciéon de tiempo aleatorio:

DEFINICION. Un tiempo aleatorio es una variable aleatoria extendida T :
Q — [0, 0]

Dado un tiempo aleatorio T finito y un proceso estocédstico X, podemos formar
a la funcion Xr : Q — R dada por

Xr(w) = Xnw) (W) -
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Si X es un proceso medible entonces X1 es una variable aleatoria. Mediante el
concepto de tiempo de paro se puede extender este resultado para incorporar el
flujo del tiempo.

DEFINICION. Un tiempo de paro respecto de una filtracion (%, t € I) es
una funcién T : Q — [0, 00] tal que para toda ¢t € I: {T <t} € %. Un tiempo
opcional es una funcién T : Q — [0, o] tal que para toda ¢t € I: {T <t} € #,.

Cualquier tiempo de paro es un tiempo aleatorio. Claramente, cualquier
tiempo de paro es un tiempo opcional. A veces, es més sencillo probar que un de-
terminado tiempo aleatorio es opcional. En una filtracién continua por la derecha,
un tiempo opcional es un tiempo de paro. En general este no es el caso.

A continuaciéon damos algunos ejemplos importantes de tiempos de paro.

Sea X un proceso estocastico y sea A un subconjunto del espacio de estados.
Definamos

00 o =0
info/ o #0
A H,4 se le conoce como tiempo de arribo de X al conjunto A. Introduciremos

ahora la convencién inf() = oo. Co esta convencién, escribimos de manera mds
compacta la definicién de H4 como sigue:

HA:in{tEOSXt€A}.

PROPOSICION 1.10. Si X tiene trayectorias continuas y A es cerrado entonces
H 4 es un tiempo de paro respecto de (ﬁtx, t> 0). Si X tiene trayectorias continuas
por la derecha, A es un conjunto abierto, la filtracion (%) es continua por la
derecha y X es adaptado entonces Ha es un tiempo de paro.

DEMOSTRACION. En toda generalidad podemos escribir
{Hy <t} ={Hp=t}U{3s<t: X, € A},
donde ademas
{Hg =t} ={X; & A¥s < t,Ve > 03t € [t,t +¢|, X, € A}.
Por lo tanto, el hecho de que H 4 sea tiempo de paro se debe a que, con hipotesis
adecuadas, se pueden discretizar las uniones e intersecciones.
En el primer caso vemos que {H4 =t} C {X; € A} por lo que:
{Ha <t}
={3s<t: X, € A}
=) {3s<t:d(X.,A) < 1/n}

n>1

= U {dx.4) <1/n}ezX

n>1s€[0,t]NQ
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En el segundo caso, basta probar que H4 es opcional puesto que la filtracién
es continua por la derecha. Por otra parte, puesto que las trayectorias de X son
continuas por la derecha y A es abierto, vemos que si X, € A para alguna s < ¢
entonces necesariamente X € A para alguna s’ € [0,t) N Q, por lo que

{Ha<tb= [) {X.€A}.
s€[0,)NQ

Puesto que X es adaptado, el lado derecho pertenece a Z;. ]

Un resultado atin mucho més profundo, aunque muchisimo mas dificil de de-
mostrar es el siguiente:

TEOREMA 1.3. Si A es Borel medible y X es un proceso progresivo respecto de
una filtracion cad y completa (Fy,t > 0) entonces Hy es un tiempo de paro.

PROPOSICION 1.11. §i S y T son tiempos de paro entonces SAT, SVT y S+T
son tiempos de paros. Si T,,n > 1 es una sucesion de tiempos de paro entonces
sup,, T, es un tiempo de paro y si la sucesion es creciente entonces lim,, T;, es un
tiempo de paro.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

DEFINICION. Sea T un tiempo de paro respecto a la filtracion (Zy, ¢ > 0).
Definimos a la o-dlgebra de eventos anteriores a 7' como la o-algebra %1 dada por

Fr={Ae F An{T <t} e #}.

PROPOSICION 1.12. La o-dlgebra de eventos anteriores a T es una o-dlgebra.
Si A € Fg entonces AN{S <T} € Fr y en consecuencia, si S < T entonces
Fs C Fr. Ademds, Fras = Fr N Fs y dicha o-dlgebra contiene a cada uno de
los eventos
S<TY AT < S} {S ST} {T < S}, {T'=5}

PROPOSICION 1.13. Sea X = (Xy, ¢ > 0) un proceso estocdstico progresiva-
mente medible respecto de una filtracion (%, t > 0). Si T es un tiempo de paro
finito entonces la variable aleatoria Xt es Fr-medible. Ademds, el proceso de-
tenido XT donde XtT = Xiar es progresivamente medible.

EJERCICIO 1.4. Problema 1.2.19 p. 9 de Karatzas.

EJERCICIO 1.5 ((Bésicamente) Problema 1.2.21 p.10 de [KS91]). Sea T un
tiempo opcional y defina la o-dlgebra de eventos que suceden hasta inmediatamente
después de T' como

Fry ={A e F7: An{T <t} € % paratodat > 0}.
Pruebe que %7 es una o-dlgebra, que T es #r,-medible y que
Fry={Ae F An{T <t} € #}.
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Pruebe que si T es tiempo de paro entonces Fr C %1, y que si la filtracién es
continua por la derecha entonces %y = .

4. Martingalas a tiempo continuo

Comenzaremos recordando algunos resultados de la teoria de martingalas que
daremos por hecho. Comencemos por la definicién. Recordemos que T' C [0, 00)
representa el conjunto de tiempos que estamos considerando y que en general
tomaremos como [0,00), N 6 algtn intervalo de la forma [0,¢] 6 {0,...,n}.

DEFINICION. Sean (€,.%,P) un espacio de probabilidad y (%), una fil-
tracién en dicho espacio. Una coleccién de variables aleatorias reales (X¢),., es
una martingala respecto a la filtraciéon considerada si

(1) X; es F-medible,
(2) Xy €Ly
(3) si s <t entonces E(X; | Zs) = X,.

Una submartingala es un proceso estocastico que satisface 1 y 2 de la definicién
de martingala y en vez de 3 se satisface la desigualdad E( X; | %5) > X;. En una
supermartingala, la desigualdad serd invertida.

Un ejemplo fundamental es la transformacién de martingalas que permite
obtener martingalas a partir de otras. Sea M = (M,,n € N) una martingala
respecto de (Z,,n € N) y C = (C;,i € Z+) un proceso predecible y acotado;
esto es, C; es %;_1-medible. Se define a la transformada de martingala C'- M como
el proceso estocastico dado por

(C-M), =% Ci(M; — Mi_y).
i=1
EJERCICIO 1.6. Sea (%,,n € N) una filtracién y M = (M,, € N) una (.%,)-
martingala. Sea C' = (C;,i > 1) un proceso acotado, digamos por K. Asuma que
C, es Z,_1-medible.
(1) Defina al proceso estocéstico C' - M mediante

(C-M)y=0 y (C-M), = ZCi (M; — M;_,) paran > 1.
i=1
Pruebe cuidadosamente que C' - M es una (%, )-martingala.
(2) Encuentre una cota para el segundo momento de C' - M en términos del
segundo momento de M y de K. Escriba la desigualdad L, de Doob para
C' - M y reexprésela con la cota que obtuvo.

Los resultados principales que utilizaremos sobre las (sub o super)martingalas
son: el teorema de muestreo opcional de Doob, el lema de cruces de Doob, los
teoremas de convergencia casi segura y en Ly, los teoremas de regularizacién y las
desigualdades maximales. A continuacién se enuncian.
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TEOREMA 1.4. Sea (My,t > 0) una martingala cerrada (con trayectorias con-
tinuas por la derecha en el caso de tiempo continuo) respecto de (Fi,t > 0) con
ultimo elemento My,. Si S < T son tiempos de paro entonces

E(Mr | Fsy) = Ms.

EJEercicio 1.7. En el contexto del teorema anterior, pruebe que E( My | Fg) =
Ms. Pruebe que obviamente M7 es una .%;,r-martingala pero que de hecho M™
es martingala respecto a la filtracién (%#).

DEMOSTRACION. Se supondri el resultado cuando I = N y lo demostraremos
cuando I = [0,00) y la martingala M tiene trayectorias cad. Definimos a

St =[2"S)/2" y T" = [2"T]/2".

Entonces S™ y T™ son dos tiempos aleatorios que toman valores en los racionales
diddicos de orden n. Son ademds tiempos de paro respecto de la filtracién a tiempo
discreto (ﬁk/gn, ke N) y se tiene que S™ < T™, S™ a Sy T decrece a T. Puesto
que (Mj, /2, k € N) es una martingala respecto a la filtracién a tiempo discreto que
hemos definido vemos que

E(MTIL |§Sn) = MSn.

Puesto que M es uniformemente integrable, al ser cerrada, la continuidad por la
derecha de las trayectorias de M nos dice que Mp»n — My casi seguramente y
en L. Por otra parte, la coleccién decreciente de o-dlgebras (Fgn,n € N) tiene
interseccién igual a Fgy. Por el teorema de convergencia hacia abajo de Lévy se
sigue entonces que

lim (Mpn | Zsn) =E(MT | Zs4)

casi seguramente y en L;. Puesto que Mgn — Mg casi seguramente y en L; se
sigue que

E(Mr | Zs4) = Ms. U

Si a < b son dos racionales, veamos cuantas veces cruzan hacia arriba los
puntos xg,z1,... a [a,b], cantidad que denotamos por Ula,p) (w0, 71,...) ¥ cuyo
calculo procedemos a explicar: sean

Ay ={keN:z, <a},
)_{minAl si Al#@

T1(.T07$1,... o siA 7@
1=
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y de manera recursiva, para j > 1
Agj = {k eN: T2j71 < k,xk > b},

min Ay;  si Ag; # 0
(0.¢] Si Agj = (Z)

T2j($07x1,...) = {
A2j+1 = {]f eN: ng <kzp < a}

min A2j+1 si A2j+1 7’5 (Z)
o8] si Agj.»,_l = (Z)

T2j+1(950,1'1, . ) = {

A partir de las anteriores cantidades, definimos
Uap) (%0, - ..y 2n) =sup{k € N: k> 1, Ay # 0}
=sup{k e N:k>1,Ty < oo},

que es la cantidad de cruces hacia arriba de la sucesién en [a, b] pues si que Toy < 00
entonces la sucesién ha cruzado [a, b] hacia arriba de menos k veces, por definicién
de Tgk.

LEMA 1. El limite inferior de la sucesion (xy,), oy coincide con el limite supe-
rior de la misma st y sélo si para cualquier pareja de racionales a < b, la cantidad
Ula,p)(z0, 71, ...) es finita. Si (Xp,n € N) es una martingala entonces

E(U{;b]) < ﬁ]E((a - Xn)+) .

A la desigualdad entre esperanzas se le conoce como la desigualdad de cruces
de Doob.

TEOREMA 1.5 (Teorema fundamental de convergencia de martingalas). Si
(Xn) es una martingala acotada en Ly entonces (X,),cy converge casi sequra-
mente a una variable aleatoria X que pertenece a L.

Ahora daremos una extensién adicional del teorema de convergencia de mar-
tingalas y probaremos el teorema de regularizacién de martingalas. Este ultimo es
tutil a la construccién de una gran familia de procesos estocésticos entre los cuales
se encuentran los procesos de Feller y en particular los procesos de Lévy. Nos
centraremos en procesos a tiempo continuo.

Extenderemos ahora la nocién de cantidad de cruces de una funcién f : [0, 00) —
R: recordemos que si F' C [0, 00) es finito, ya tenemos definida la nocién de la canti-
dad de cruces hacia arriba de (f(t)),c en el intervalo [a, b], llamémosle Ur(f, a,b).
Si T' C R es arbitrario, podemos definir

Ur(f,a,b) = sup  Ur(f,a,b).
FCT,F finito
Es claro que si T es numerable y X es un proceso estocéstico entonces Ur (X, a,b)
es una variable aleatoria. Por otra parte, si T = [u,v] N Q, entonces para todo
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t € [u,v] existen los limites

ft+) = s¢1t1,rs%T t € [u,v)

fit—) = STEIS%T t € (u,v

(v son reales) siy sélo si Ur(f,a,b) < oo para cualquier pareja de racionales a < b.

TEOREMA 1.6 (Desigualdad de cruces de Doob). Si (X;),~ es una (F;)-super-
martingala cad entonces B

E(Ur(X)) < ngpE((a - Xy)7).

Nuestro objetivo ahora serd demostrar la siguiente proposicion.
TEOREMA 1.7. Sea (X;,t > 0) una martingala respecto a una filtracion (F,t > 0)
continua por la derecha y débilmente completa. Entonces existe una modificacion

Y de X que también es una martingala respecto de (Fy,t > 0) y tal que Y tiene
trayectorias cadlag casi seqguramente.

DEMOSTRACION. Para cualquier n € Ny a < b, la desigualdad de cruces de
Doob nos dice que
E(Upo,nina(X, a,b)) < laf +E(|X,]) < oo,
por lo cual
P(U[o,n]m@(X,a,b) < OO) =1.
Por o-subaditividad, vemos que
P(U[O’H]QQ(X,a,b) <oosia,beQ,a<byne N) =1.

En dicho conjunto, que denotaremos por N€¢, X admite limites por la izquierda y
por la derecha en t para todo ¢t > 0 y por lo tanto podemos definir a

~ X (w siw e N¢
Xt(w) _ +( ) . )
0 siweN
Como Xy es Fpy-medible y Z;y = %, entonces X4 es .%-medible y puesto que
N pertenece a %, y tiene probabilidad cero, entonces N € .%; y por lo tanto X;

es ZF-medible. Por otra parte, en N¢, X admite limites por la izquierda. Ademss,
X es continuo por la derecha en N¢ por el argumento siguiente: si € > 0 entonces

existe 6 > 0 tal quesir € [t,t+] y w € N entonces ’f(t(w) — X, (w)| < e. Vemos
que entonces, si s € [t,t 4 §) entonces ‘Xt(w) — Xs(w)‘ <e.
Sit; < tsy s, es una sucesion de racionales que decrecen a t1, sabemos que

E(th |y5n) =X,

n
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y por el teorema de convergencia de Lévy hacia abajo, vemos que casi seguramente
yen Lj:

Xy = lim X, = lim B(Xy, [ ;,) = E(Xe, [P 4) = B(Xe, | F4) = Xy,

por lo que X es una modificacién de X.
Consideremos ahora t; < to y s, una sucesioén de racionales que decrezcan a ts.
Puesto que X, converge casi seguramente y en L a th como vimos en el parrafo
anterior, el teorema de convergencia dominada para la esperanza condicional nos

dice que
th = ]E(Xs" |<gzt1) — E(Xt2

gztl) )
por lo que X es una .Z;-martingala. |

Ahora veremos un criterio sencillo para verificar que una martingala converge
no soélo en L; sino también en L, para algin p > 1. Para esto, estudiaremos
al maximo valor que toma una martingala. Al contar con una cota adecuada
para su esperanza maximo, se puede entonces simplemente aplicar convergencia
dominada para verificar la convergencia en L, de la martingala en cuestién. Sea
M = (M,t € T) una (%#;)-submartingala cad. Definamos a

M:r = sup M.
s<t

PROPOSICION 1.14 (Desigualdad maximal de Doob). Para toda X\ > 0,
XP(M, > A) <E(M).
PROPOSICION 1.15 (Desigualdad L,, de Doob). Para cualquier p € (1,00):
_— P
My lp < E\\Mﬂlp-

TEOREMA 1.8. Si M, es una martingala con sup,, E(|M,|?) < co para alguna
p>1, X,, converge casi sequramente y en L, a una variable My, y se tiene que

M, =E(My | %) .-



CAPITULO 2

Integracién estocastica respecto del movimiento
browniano

En este capitulo se introducira el ejemplo fundamental y maés sencillo de in-
tegracion estocdstica: la integral estocéstica respecto del movimiento browniano.
Ademas, se introducirdn y recordardn algunos conceptos de la teoria general de
procesos estocésticos y de martingalas a tiempo continuo.

El proceso estocédstico més importante en estas notas es el movimiento brow-
niano. Recordemos su

DEFINICION. Un movimiento browniano es una coleccién de variables aleato-
rias B = (B, t > 0) tales que:
(1) B comienza en cero
(2) B tiene trayectorias continuas
(3) B tiene incrementos independientes y estacionarios
(4) La distribucién de B; es normal centrada de varianza t.

El teorema limite central nos permite entender a la distribucién normal como
una forma de aproximar a la suma de muchas contribuciones independientes (e
idénticas desde el punto de vista probabilistico). Asi, cada incremento del movimiento
browniano se podria interpretar como una perturbaciéon aleatoria obtenida de
sumar muchas contribuciones pequenas. Asi, una forma de agregarle una fuente
de error a una ecuacién diferencial del tipo

dey = p(c) dt

es considerar a
t
dey = p(cy) dt + dB; 6 equivalentemente ¢; = x + / p(cs) ds + By.
0

Un ejemplo muy concreto es el del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, en el que
b(Xs) = MX;s. La interpretacién en este caso es, si B denota nuestra ganancia
o pérdida al jugar (continuamente) con un capital inicial z, X; serd nuestra ganan-
cia si se paga interés a tasa A por un préstamo 6 un impuesto de la misma tasa.
Las ecuaciones diferenciales estocdsticas surgen de la idea de hacer que la
magnitud de la perturbacion aleatoria dependan de la posicién del sistema para

20
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llegar a ecuaciones del tipo
t t
dX, = b(X,) dt + o(X,) dB, 6 th/ b(X,) ds+/ o(X,) dB..
0 0

Sin embargo, surge inmediatamente el problema de interpretar a la integral re-
specto del movimiento browniano. Puesto que, como veremos, las trayectorias de
B tienen variacién infinita en cualquier intervalo, entonces no se puede interpretar
como una integral de Lebesgue-Stieltjes. Como veremos, aunque no sea posible
definir a la integral estocastica como limite de sumas de Riemann trayectoria por
trayectoria, si se le puede definir como limite en probabilidad para una clase ade-
cuada de integrandos (que no ven el futuro). La contribucién de Itd fue darse
cuenta de esto y entonces profundizar en el estudio de las similitudes y diferencias
entre la integral usual y la integral estocastica. Al reinterpretar el articulo de Ito,
algunos otros probabilistas como Doob se dieron cuenta de la similitud existente
entre la integral estocéstica y la transformada de martingala a tiempo discreto, lo
cual marcé el desarrollo posterior del calculo estocastico como una teoria apoyada
fundamentalmente en las martingalas.

La integral estocdstica respecto del movimiento browniano fue introducida
en [It687]. En este articulo, Ité introduce la integral estocdstica respecto del
movimiento browniano con la idea de utilizarla para darle sentido a ecuaciones
diferenciales estocasticas (para las cuales da un teorema de existencia y unicidad)
y utilizar a estas para dar construcciones de procesos de Markov con trayectorias
continuas. Seguiremos de cerca este articulo, comenzando con algunos preliminares
del movimiento browniano.

1. El movimiento browniano y su variacion cuadratica

Consideremos una caminata aleatoria simple y simétrica S = (S,,n € N). El
teorema limite central afirma que S,,/y/n converge débilmente a una variable nor-
mal estandar. Una manera de interpretar al movimiento browniano es como una
extension multidimensional (inclusive infinito-dimensional o funcional) del teorema
limite central. En efecto, si S se extiende por interpolacion lineal en cada intervalo
[n,n+ 1] y consideramos al proceso estocdstico S™ dado por S}* = S,./v/n, vemos
que S}* converge débilmente a una normal de media 0 y varianza t. Por otra parte,
como S tiene incrementos independientes y estacionarios (cuando nos restringimos
a instantes de tiempo naturales) entonces si 0 =ty < t; < - -+ < t,, entonces para
n suficientemente grande los incrementos Sy — S7' , con 1 <4 < m son indepen-
dientes. Por lo tanto, vemos que dichos incrementos convergen débilmente a un
vector aleatorio con entradas gaussianas independientes de varianzas respectivas
t; —t;—1 para 1 < ¢ < m. El movimiento browniano es justamente un proceso
estocastico que recoge este comportamiento limite de las caminatas aleatorias.

DEFINICION. Un movimiento browniano en ley es un proceso estocdstico
B = (B, t > 0) tal que:
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(1) By=0

(2) B tiene incrementos independientes: si 0 =ty < t; < -+ < t,,, entonces
B, — B, ,, 1<% <m son independientes

(3) B tiene incrementos estacionarios: Byts — By tiene la misma distribucién
que Byy

(4) la distribucién de By es normal de media 0 y varianza ¢.

Un movimiento browniano es un movimiento browniano en ley que tiene trayec-
torias continuas.

No es trivial que el movimiento browniano exista. P. Lévy di6 una demostracion
muy elegante de este hecho basada en propiedades de la distribuciéon Gaussiana. Sin
embargo, hay herramientas de aplicaciéon més general y que permitian probar la ex-
istencia del movimiento browniano. En efecto, al aplicar el teorema de extensién de
Kolmogorov, es facil verificar la existencia de un espacio de probabilidad en el que
estd definido un movimiento browniano en ley. Al utilizar el criterio de continuidad
de Kolmogorov se puede entonces encontrar una modificacién del browniano en ley
que sea un movimiento browniano. Ahora abordaremos otra prueba de existencia
del browniano basado en el teorema de regularizaciéon de martingalas. No es una
prueba ni tan corta ni tan elegante como las dos esbozadas anteriormente, pero
estdan basadas en desarrollos que necesitaremos en el curso. En efecto, la prueba
se basa en el siguiente hecho:

PROPOSICION 2.1. Sea B un movimiento browniano en ley. Para toda t > 0,
st A, es una sucesion de particiones de [0,t] cuya norma tiende a cero, entonces
la sucesion de variables aleatorias

Z (Bti - Bti—1)2

t'ieAn
converge en Lo a t.

De hecho, para probar la proposiciéon anterior, se verifica que

Z {(Btl - Bti—1)2 - (ti - tifl)

ti€AR

2

converge a cero en Lo. Un movimiento browniano en ley B es una martingala y
por lo tanto le podemos asociar una modificacién cadlag B a partir del teorema de
regularizacién de martingalas. (De revisar la demostracién del teorema de regu-
larizacion, se ve que no es necesario suponer que la filtracion sea cad é débilmente
completa, lo que no se puede afirmar entonces es que B; sea .Z;-medible.) Recorde-
mos que una funcién cadlag admite una cantidad a lo mas numerable de discon-
tinuidades. Por ser B una modificacién de B, se ve que B también es un movimiento
browniano en ley y por lo tanto, existe una sucesién de particiones A,, (y podemos
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suponer que las particiones se refinan) cuya norma tiende a cero tal que
2 2
Z |:(Bt1 — Bti—l) — (tl — ti_l)i| — 0
t, €A,

casi seguramente. Sin embargo, puesto que

lim (Bu = Bi)" = (6~ ti_l)]z >3 (AB,)?,

n— oo
t; €A, s<t

se ve que B no puede tener discontinuidades.

PRUEBA DE LA PROPOSICION 2.1. Calculemos simplemente la norma % (P)
al cuadrado de la diferencia entre las variables de interés:

E (Z (Bti—Bt“)Q—t> ) <Z ((Bti—Bti1)2—(ti—ti_1))>

A i

_ ]E(Z (B = Bi )" = (i~ ti0)] 2) :

3

donde la dltima igualdad se justifica pues las variables

((Bt'i - Bti—l)Q - (ti - ti—l))

son independientes y tienen media cero. Si ahora utilizamos el hecho de que
E(X*) = 30% si X tiene distribucién N(0,0?), entonces

ZE(((B“ ~By.) - (- tz‘l))Z) = 22 (ti —tio1)’

<2]A,|t =0,

%

lo cual demuestra la afirmacién de la proposicion. O

Como veremos, la proposiciéon anterior es un caso particular de un resultado
analogo para martingalas continuas que conforma uno de los pilares sobre los que se
sostiene la teoria del calculo estocédstico. El teorema al que se hace referencia es el
Teorema 1.3 del capitulo 4 de [RY99] y la demostracién que se encuentra ahi utiliza
solamente resultados basicos sobre martingalas como la desigualdad maximal de
Doob. En [KS91] se encuentra el mismo teorema (teorema 5.1 del capitulo 1)
para martingalas continuas de cuadrado integrable. En particular, se sigue que
(B) : t +— t es el tinico proceso creciente y adaptado a la filtracién (aumentada) de
B tal que B2 — (B) es una martingala.

La Proposicion 2.1 implica la imposibilidad de utilizar la teoria de integracién
de Lebesgue-Stieltjes para construir la integral estocastica, en efecto, recordemos
del Teorema 1.1 que las sumas tipo Riemann-Stieltjes convergen para cualquier
integrando continuo si y sélo si la funcién es de variaciéon acotada. Sin embargo,
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la Proposicién 2.1 nos ayudara a construir una teoria de integraciéon basada en la
transformada de martingala.

2. Ejemplo de una filtraciéon que satisface las condiciones habituales

En esta seccién se introduce un ejemplo (fundamental e importante) de una
filtracién que satisface las condiciones habituales. Sea (2, .%,P) un espacio de
probabilidad completo en el que estd definido un movimiento browniano B. Sea
A la clase de los conjuntos P-nulos y definamos

Fr=0(Bs:s<t)V.AN.

PROPOSICION 2.2. B es un (%;)-movimiento browniano y la filtracién (%, t > 0)
satisface las hipotesis habituales.

DEMOSTRACION. Notemos que .4 es independiente de cualquier o-dlgebra.
Ademds, la independencia de los incrementos de B permite ver que si

A€o(Bs:s<t) y C€o(Biys—Bi:s>0)
entonces A y C son independientes. Esto implica que si N € A"
P(ANCNN)=PANC)P(N)=P(A)P(C)P(N)=P(ANN)P(B).

Por el lema de clases de Dynkin es entonces posible mostrar que C' es independiente
de %#; y que por lo tanto B es un (.%;)-movimiento browniano.
Para cada n > 1 consideremos a la o-dlgebra

F" = a(Bs — By, s €[t + 1/n,t+1]).

Puesto que B es un (:%#;)-movimiento browniano, se sigue que .#™ es independiente
de Fy 1/, Porlo tanto, si A€ Fyy, C € F y D € F", tenemos que

B(A,C, D) = B(A,C)B(D) = E(LcB(A | 7,)) B(D) = E(lcrpP(4 | #1)).

Se concluye que
P(A | %, ") =P(A|F).

t
Notemos que la sucesion de o-dlgebras %, V.#™ n > 1 es creciente y que

g Uyt\/yn :ytJrl‘

n>1

En efecto, sélo debemos mostrar que si s € (t,t+ 1] entonces By es medible respecto
de la o-dlgebra del lado izquierdo. Sin embargo, puesto que las trayectorias de B
son continuas, vemos que By = limy, o0 Bt + Bs — By 1/, Finalmente, utilizamos
el teorema de convergencia de Lévy, mediante el que obtenemos la igualdad casi
segura

lim P(A| %, ") =P(A | F)=14

n—oo
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pues A € % C %#;. Podemos entonces concluir que
14 =P(A | %)

casi seguramente. Sin embargo, como .%#; es completa y 14 es igual casi segura-
mente a una variable .%; medible, vemos entonces que 14 es .#;-medible, o en otras
palabras, que A € %;. |

3. La integral estocastica respecto del movimiento browniano

El objetivo de esta seccion serd construir una integral respecto de las trayec-
torias brownianas. Esto es, definir integrales del tipo

t
/ H,dB;.
0

Aqui, H seria una funcién continua, que podria ser aleatoria o no. El problema para
definirla como una integral de Lebesgue-Stieltjes, ain cuando H sea determinista,
es el siguiente.

PROPOSICION 2.3. Casi sequramente, las trayectorias de B son de variacion
infinita en [u,v] para todo u < v.

DEMOSTRACION. Basta probar que para cada u < v fijos, las trayectorias de B
tienen variacién infinita en [u,v]. Sin embargo, por la Proposicién 2.1 aplicada al
movimiento browniano B., — B,, vemos que si A,, es una sucesion de particiones
de [u, v] cuya norma tiende a cero entonces

Z ’Btl — Bti—l‘ — 00
An

en probabilidad. Asi, al pasar a una subsucesién para que la convergencia sea casi
segura, vemos que la variacién de B en [u,v] es casi seguramente infinita. O

Podriamos sin embargo, considerar a las sumas tipo Riemann
§ Hti (Bt'z - Bti—l)
A,

y considerar el limite conforme n — oco. Sin embargo, puesto que las trayectorias
de B son casi seguramente de variacién infinita, el Teorema 1.1 implica que habra
funciones H para las cudles no hay convergencia. La idea de It6 fue considerar
un modo de convergencia distinto para las sumas tipo Riemann (la convergencia
en probabilidad) ademds de restringir a los integrandos posibles. Por ejemplo,
podemos inmediatamente integrar a B respecto de B (donde H; = B;): puesto

que
1
AZBti—l (Bti - Bti—l) = 5 ; (Bi - Bz€2¢71) - (Bti - Btifl)Z’
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la Proposicién 2.1 implica que

B? —t
ZBti—l (Bt7 - Bti—l) — tT
An

en probabilidad. Aqui ya nos podemos dar cuenta de que necesariamente habrd
una diferencia entre la integral de Lebesgue-Stieltjes y la integral respecto de las
trayectorias brownianas, puesto que si f es continua y de variacién localmente

acotada y f(0) = 0, entonces
(O}
| rar=15E

de acuerdo a la férmula de integracién por partes. La diferencia es por supuesto la
existencia de la variacién cuadréatica para las trayectorias brownianas.

Sea A una 2n + l-upla tg,...,t,, 71,..., T, de reales en [0,t], donde 0 =ty <
b1 < <tp,=t0<7,...,Tho1 <tym <ti—1. (Laideaesquety,...,t, forman
la particién de [0,¢] sobre la cual se consideran los incrementos del movimiento
browniano y a las 7; las utilizamos para evaluar al integrando.) A una tal 2n + 1-
upla le llamaremos particién con instantes de evaluacién. Definimos

d(A) = 1S1;Il§372(71 (tl — Tl‘) .

Notemos que entonces
Tic1 <t <t < T +d(A).

Sea H un proceso estocastico adaptado a .#,t > 0 con trayectorias continuas.
Definamos entonces

}/tA = ZH‘I] (Bt/\ti - Bt/\tifl) .
A

TEOREMA 2.1. Para toda €, > 0, existe 6 > 0 tal que si d(A),d(A") < §
entonces
(

La forma en que It6 escribe el teorema anterior es que Y2 converge en proba-
bilidad conforme d(A) — 0.

YSA—YSA" >E) <.

DEMOSTRACION. Sea A una sucesién con instantes de evaluacién consistente
de la particién s, ..., S, v de los instantes de evaluacion oy, . ..omn,.
Sitg,...,t, es un refinamiento de sg,...,S,, definamos

Tj = 04 si (tj_l,tj) C (Si_l,si).

Definamos entonces A’ como la particién con evaluadores conformada por tg, .. ., t,
Y T1,-.-,Tn, por lo que
yA _ya
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Notemos que
d(A") = maxtji; — 7; < maxs;p1 — o3 = d(A),

por lo que A’ es una especie de refinamiento de la particién con evaluadores.

Si Ay A son dos particiones con evaluadores distintas, podemos entonces
expresar a Y2 y a Y2 en términos de la misma particién, pero con instantes de
evaluacién distintos y escribir por tanto

YA —ys = Z (H"'i - Hﬁ) (Bti - Bti+1) :
i
Como H tiene trayectorias continuas, entonces para toda e,7 > 0 existe A > 0 tal
que
P(|H, — Hy| <esi |t—s] <§,s,t<1)>1-—n.

(Razén: se puede discretizar al evento anterior al considerar s, ¢ racionales y utilizar
la continuidad uniforme en el intervalo [0, 1].)

Sean e, > 0. Si d(A), d(A) < 0, donde 6 = d(e,n). Definamos

Ci = (H7'1 - Hﬂ) 1‘H717H;i|<€7

por lo que
P(yA —Y2 430 (B, - Bti_l)) <.

Por otra parte

E([Z C; (By, — Bt“)r) =Y E(C?) (t; —ti—1) < T,

Por lo tanto
]P) <

Es entonces sencillo ver (al considerar una sucesién de particiones evaluadoras
A, con d(A,) — 0y tales que Y2» converja en probabilidad) que existe una
variable aleatoria Y tal que para toda ¢, > 0 existe § > 0 tal que si d(A) < 6
entonces

> Ci(Bi, - Bi,_,)

>\ﬁ>§£T

y por lo tanto
P((YA —YA’ > ﬁ) <e+.

P([Y2-Y|>e¢) <n. O

DEFINICION. La integral estocdstica de H respecto de B en el intervalo [0, 1]
es el limite en probabilidad de las sumas de Riemann

ZH‘H (thi - Bt7:71)
A
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(donde A es una particién evaluadora de [0,1]) conforme d(A) — 0. Se denotard
por fol H, dB,.

Claramente, los argumentos funcionan de igual manera en el intervalo [u, v] en
vez de [0, 1]. Ademsds, de acuerdo a la definicién, tenemos que

t 2
B7 —
/Bsstz ¢ t.
O 2

1t6 introdujo su célebre férmula para calcular muchas otras integrales estocdsticas.

El argumento anterior de hecho puede mejorarse para poder considerar una in-
tegral indefinida y probar propiedades de continuidad respecto del intervalo de in-
tegracién. Antes de eso, enunciemos algunas propiedades de la integral estocdstica.

PROPOSICION 2.4. Sean F' y G dos procesos continuos y adaptados respecto de
la filtracion browniana. Entonces:

(1) [ dB, = B, - B,

(2) si A\, u € R entonces f: MFy + nGy dBg = )\f: F,dB, + ,uf: GydB, y
(3) sir < s <t entonces

s t t
/FudBu+/ FudBu:/ F,dB,.

EJERcICIO 2.1. Pruebe la proposiciéon anterior.

PROPOSICION 2.5. Sea H un proceso adaptado con trayectorias continuas. Si
existe una funcion continua tal que E(Hf) < M; entonces

E([/:HrdBrr> g/:Mrdr.

Sean H',H?,... procesos estocdsticos adaptados con trayectorias continuas y
suponga que H™ converge a H uniformemente en probabilidad, es decir,

lim ]P’(sup|H:—Hs| >5) =0

n—oo s<t
para toda € > 0. Entonces
> 6) =0.

t t
lim ]P’(/ H? dB, —/ H, dB;

DEMOSTRACION. Se probard el resultado cuando s = 0. Sea (A,,) una sucesién
cuyo paso tiende a cero y tal que la sucesiéon de integrales estocasticas elementales

I, = ZHti,fl (Bti - Bti—l)
Ay
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converge casi seguramente a la integral estocastica fg H,.dB,. Entonces, por el
lema de Fatou:

t 2 t
. 2 .
< < ST My (i~ tior) =
E({/O H, dBT] ) h;nlanE([]n] ) hnmmf 2 My, | (t;i —ti—1) /o M, dr

puesto que M es Riemann integrable al ser continua.

Sea
— H,—H} < —-¢
Cy=<H;—H' —-e<H,—H'<e¢.
€ H,—H! >¢

Al utilizar particiones aproximantes, es facil ver que

¢ ¢
P(/ C;ldBS;é/ [Hs — HY| st> <]P’<sup|Hs—H;L| >5).
0 0

s<t

Puesto que C} < ¢, se sigue que

t 1 t 2
IP’(/ C? dB; zﬁ)§€E<[/ C;‘dBS} < et.
0 0
Por lo tanto
t t
IP’(/HSBS/ H} dB;
0 0

Para cada particién evaluadora definamos

Y2 =) Hr, (Bent, = Bine, ) -

Esta seria una versién discreta de la integral indefinida. Su principal caracteristica
es ser un proceso con trayectorias continuas y una martingala.

>€+\/§> §]P’<sup|HSH‘f| >€) +et

s<t

PROPOSICION 2.6. Para toda €,m > 0, existe § > 0 tal que si d(A),d(A’) <&
entonces
IP’(Sup
s<t

DEMOSTRACION. Sean $1, S2, ... densos en [0,1] y sean t7*,...,t™ los puntos
obtenidos al refinar a A y a A. Entonces, podremos escribir

}/tA - Y;A = Z (HTL - Hﬁ) (Bt;” - Bt?’q) .

YSA—YSA/‘ >5) <.
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Podemos seguir la prueba del Teorema 2.1 para deducir de la desigualdad de
Doob (aplicada a la transformada de martingala de C por B) que

k
g [0 (= )| vE) <
lo cual implicard que

i=1

]P’(sqp >\/§) <e+n.

Al tomar el limite conforme m — oo y utilizar la densidad de {s, s2, ...}, obten-

€mos
P(sup >\/E> <e+n,
s<1

lo cual nos permite concluir de manera anédloga que en el Teorema 2.1. O

A A
Yt;n — Yt;n

YA -yA

COROLARIO 1. Existe un proceso estocdstico con trayectorias continuas H - B

tal que para todot > 0
t
IP’((H~B)t :/ H, dBS> =1.
0

DEMOSTRACION. Al considerar &, = 1/2", vemos que existe d,, tal que

IP’(sup
s<t
si d(A),d(A") < §,. Escogemos entonces una sucesién de particiénes A,, que se
vayan refinando y tales que d(A) < §,. Se sigue entonces que

ZP(sup ’YSA" - YSA"“’ > 5n> < 00

s<t

YA YSA" > €n> <2n

y vemos por el lema de Borel-Cantelli que casi seguramente existe IV tal que para
toda n > N se tiene que

sup |YSA" — Y;A"“| < ep.

s<t
Se sigue entonces que la sucesién (YA", n > 1) es casi seguramente de Cauchy uni-
forme en [0, t] y por lo tanto converge uniformemente a un proceso Y = (Y5, s € [0,¢])
con trayectorias continuas.

Por unicidad casi segura del limite en probabilidad se sigue que Y5 = fos H,.dB,

casi seguramente.

Una propiedad importante de la integral estocastica respecto de su parametro,
que ya se ha utilizado implicitamente es su caracter de martingala.

PROPOSICION 2.7. Si H es adaptado, continuo y existe M > 0 tal que E(Hf) <
M entonces H-B es una martingala cuadrado integrable con trayectorias continuas.
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DEMOSTRACION. Notemos que H - B es limite de una sucesién de procesos
adaptados a la filtracién completada (%, t > 0). Puesto que cada .%#; es completa,
se sigue que H - B es adaptado.

Sea A,, es una sucesién de particiones de [s, t] tal que la sucesién

I, = ZHti—l (Bti - Bti—l)
Ap

converge casi seguramente a f: H,dB;. Notemos que al condicionar (usando el
hecho de que H es adaptado) se obtiene

- ;E(HZJ (ti —tic1) S M (t—s).

Por lo tanto, (I,) es una sucesién acotada en Ly que converge casi seguramente a
fst H, dB,. Por el lema de Fatou se sigue que

E([/:HrdBrr> < M(t—s) < oo

y que
t
IE(/ H, dB, ﬁs) = lim E(I, | %) =0.
s n—oo
Por lo tanto H - B es una martingala cuadrado integrable. |

Pasemos ahora a la féormula de Itd, que nos da una clase muy grande y util de
ejemplos de integrales estocasticas. Se trata de la version estocéstica del teorema
de cambio de variable.

TEOREMA 2.2. Sea f:R — R una funcion de clase Cy. Entonces

f(By) = f(By) /f ) dBs + = /f”

La heuristica de la prueba es sencilla: para cualquier particién 0 =g < --- <
t, = t suficientemente fina, al realizar una expansiéon de Taylor de orden 2 se
obtiene

f(Btl) - f(Bti—l) ~ f/<Bti—1) (Bti - Bti—l) + %f”(Bti—l) (Bti - Bti—1)2

Al sumar sobre 7 se obtiene
f(Bt) Bto Zf Btl 1 (Bt _Btz 1 +Z f” Bt@ 1) (Bti _Bti—l)z

El primer sumando del lado derecho converge a la 1ntegra1 estocastica

/0 ' f(B.) dB,
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mientras que el segundo deberia converger hacia

‘1 "

DEMOSTRACION. Trabajaremos en [0, 1].
Puesto que B tiene trayectorias continuas, el maximo de su valor absoluto en
[0, 1] es finito casi seguramente y por eso, dada 1 > 0 existe M > 0 tal que

P(Sup |Bs| > M) <.

s<1

Puesto que f” es continua en [—M, M], dada € > 0 existe 6 > 0 tal que
1" (y) = f(@)] <esiazye[-M,M]y |y—az| <0

Puesto que las trayectorias de B son uniformemente continuas, existe v > 0
tal que

P sup |Bi— B >0 <.

[t—s| <y
0<s,t<1

Por lo tanto, si

Q' = (sup |Bs| <M, sup |B;— Bg| <4
s<1 |[t—s| <~
0<s,t<1

entonces P(Q) > 1 — 2.
Al realizar una expansién de Taylor de orden 2 se obtiene
1 1
F(By) = f(Bs) = f'(Bs) (By = By) + 51" (Ba) (Bt = Bo) + 5 Ray (Br = B)”
para 0 < s <t <1, donde
Rs,t = f//(Bs +0 (Bt - BS)) - f/l(BS)

para alguna 6 € [0, 1] (que es aleatoria).
Definamos ahora a los truncamientos

Cs,t = Rs,tl\Rs,t\ge
y 1
Et = f (Bt) 1|f”(Bt)|SR
donde R = max |, < | f(2)|. Notemos que en ', si s <t < s+ entonces

F(B2) ~ £(By) = F'(BL) (B B+ 31" (By) (6~ )

1 1
+ 5Coi (B~ B’ + 5B, [(Bt B2 (t- s)} .
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Si0=ty < - - <t, =1 es cualquier particién de paso menor a -, podemos
por lo tanto escribir en '

f(B1) = f(0) = Zf/(Bti_l) (By, — By, _,) + %f”(Bti_l) (ti —ti—1)
+ Z %Ctiati—l (Bti - Bti—1>2
1

+ 5B [(Bti — B ) = (ti— ti_l)} .

Escogamos ahora la norma de la particiéon de tal manera que

1
P( Zf/(BtifJ (Bti _Bti—l) _/O f/(B st >5> <n

( “( (ti —ti1) /f” ) ds >€><7].

Por otra parte, por definicién de C; vemos que
? ) <e.

1
E( Z 50t (Bi, — Bt,,)

Si ademds imponemos que |t; —t;_1| < /R? entonces

(i in-a s
ZQ —t;i_1)% <

Asi, podemos concluir que

1

IE”( > %Et [(Bti — By, ) = (ti— tH)}

Por lo tanto, si e < 1:

P(’f(Bt) #(Bo) /f dB/Otf”(Bs)dS

)

<e

N ™

>\ﬁ><\/€

>ﬁ>§5

>3\/E> <42 O
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4. Ecuaciones diferenciales estocasticas conducidas por el movimiento
browniano

Equipados con una nocién de integral estocéstica y conscientes de su diferencia
fundamental con la integral de Lebesgue-Stieltjes, podemos analizar el concepto
de ecuacién diferencial estocdstica. Cabe mencionar que ésta era la motivacién
original del [It687] para introducir la integral estocdstica pues estaba interesado
en verificar su intuicién de que las soluciones a ecuaciones diferenciales estocasticas
deberian ser procesos de Markov.

En este capitulo, nos interesaremos principalmente en ecuaciones del tipo

dXt = O'(t, Xt) dBt + b(t, Xt) dt.

La interpretacién es que buscamos un proceso X con trayectorias continuas y adap-
tado a la filtracién de B tal que para toda ¢t > 0 se tenga que

¢ ¢
(1) X, ==z +/ o(s,Xs) dBg +/ b(s, Xs) ds.
0 0

Cuando o es idénticamente igual a cero, nos reducimos al caso de las ecuaciones
diferenciales ordinarias. Asi puesto, la primera tarea que tendremos serd la de
estudiar existencia y unicidad para tales ecuaciones.

Intuitivamente, al discretizar una ecuacién diferencial estocédstica al utilizar
una particiéon 0 = tg < t; < - - - obtenemos una relacién de recurrencia del tipo:

X = Xti + U(t%Xti) [BtiJrl — Bti] + b(ti) [ti+1 — ti] .

i+1
(Formalmente, estarfamos aplicando el método de Euler a la ecuacién (1).) Un

tal proceso se puede pensar como la adicién del ruido o(t;, Xy,) [BtiJrl — Bti] ala
evolucién determinista

XtiJrl - Xti + b(tl) [ti+1 - fl} .

Por esta razon, un tal proceso tiene la propiedad de Markov a tiempo discreto. Por
supuesto, hay dos preguntas naturales. La primera es si la propiedad de Markov
también se vale para las soluciones a (1) y la segunda es si, cuando la norma de la
particién tiende a cero, la solucion de la ecuacién de recurrencia converge en algiun
sentido a la solucién de (1). Esto es, la pregunta seria sobre la convergencia del
método de Euler (en algin sentido).

Pensemos en la siguiente situaciéon como motivaciéon: recordemos que hemos
interpretado a una martingala como el proceso de ganancias que tenemos al someter
cierto capital en un juego de apuestas justo. Por ejemplo, pensemos que By s — B
es la ganancia (o pérdida en caso de que su signo sea negativo) en el intervalo
[s, s + t], aunque pensamos que el juego se desarrolla a tiempo continuo. Si el
gobierno nos cobra (continuamente) impuestos sobre nuestras ganancias a tasa Ay
y, en caso de tener capital negativo pedimos dinero prestado que nos genera un
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interés infinitesimal de tasa \_, estariamos tentados a escribir nuestro capital al
tiempo ¢ como la solucién a la ecuacion diferencial estocastica

¢ t
Xy =x+ By — / Alx, <0Xsds — / Ayp X ds.
0 0

Cuando Ay = A_ = —\ obtenemos al célebre proceso de Ornstein-Uhlenbeck, que
es la solucién de

t
Xt:l‘+Bt+)\/ XSdS
0

Otro ejemplo concreto de ecuacién diferencial estocastica es el de la exponen-
cial estocdstica del movimiento browniano. Se trata de la solucién a la ecuacién
diferencial estocéstica (EDE)

t
(2) X, :x+/ X, dB,.
0

EJERCICIO 2.2. Probar que si f es una funcién continua de variacién acotada
entonces g satisface

o) =+ / o(s) f(ds)

si y sélo si

g(t) = zef®.

Sugerencia: utilice integracién por partes para ver que ge~/ es constante.
El caso del browniano es un tanto distinto.

EJERCICIO 2.3. Pruebe que X; = xeP /2 satisface la ecuacién (2). Sug-
erencia: Aplique la férmula de Itd para procesos del tipo f(t, B;). Note que para
obtener una conclusién de unicidad como la del caso de variacién finita, hace falta
una férmula de integraciéon por partes para integrales estocdsticas.

Una manera de resolver ecuaciones diferenciales ordinarias es mediante el
método de Picard. Esta misma idea funciona para ecuaciones diferenciales es-
tocéasticas, como hizo notar It6. Para simplificar el enunciado del teorema de
existencia y unicidad, haremos un supuesto de Lipschitz global en los coeficientes
oy b de la ecuacién (1).

TEOREMA 2.3. Suponga que o y b son continuas y que existen constantes K y
t > 0 tal que para toda x,y € R se tiene que

FEntonces
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(1) Dada x € R existe un proceso X continuo y adaptado a la filtracion de B
tal que

t t
X, = x—|—/ o(s, X) dBs —|—/ b(s, Xs) ds.
0 0

(2) Si X es continuo, adaptado y
t

t
Xt :er/ O'(S,XS) stJr/ b(s,Xs) ds.
0 0
entonces X y X son indistinguibles.

La prueba utilizara fuertemente el siguiente resultado conocido como la de-
sigualdad (o lema) de Gronwall.

LEMA 2. Sea T > 0 y g : [0,T] — [0,00) medible y acotada. Si existen
constantes A, B > 0 tales que

t
g(t) <A+ B/ g(s) ds para toda t € [0,T]
0

entonces
g(t) < AeP para toda t € [0, T).

Note que en particular, si A = 0 entonces g = 0.

DEMOSTRACION. Al iterar la desigualdad, vemos que

t t1 t
g(t) <A+ B/ A +/ Bg(tg) dtodty = A+ ABt + B/ g(tg) (t - tQ) dt
0 0 0

y al continuar se obtiene recursivamente

B2t2 B

fo4 A + B! t (t )7@_%*1)” dt
) oy o I\lnt1 ol n+1-

Puesto que g es acotada, vemos que la integral del lado derecho de la desigualdad
anterior converge a cero conforme n — oo y por lo tanto

gt) <> ABn!t = AePt. 0

g(t) < A+ ABt + A

n=0
Es ilustrativo hacer el argumento de existencia y unicidad en el caso deter-
ministico.
PRUEBA DEL TEOREMA 2.3 S1 0 = 0. Como veremos en la prueba del caso
general, podemos suponer que existe una constante K’ tal que |b(t,z)] < K'+K |z

(aunque sea en conjuntos acotados del pardmetro temporal).
Para la existencia, sea X = z y para n > 0 definimos recursivamente

t
Xt = x—|—/ b(s, X) ds.
0
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Se sigue entonces que (X™) es una sucesién de funciones continuas. La prueba
terminard si mostramos que convergen uniformemente en compactos a una funciéon
(necesariamente) continua X. En efecto, podemos entonces tomar el limite en la
definicién de X" *! y concluir por el teorema de convergencia acotada que

¢
Xi==x +/ b(s, Xs) ds.
0

Para mostrar que la sucesién (X™) converge uniformemente en compactos, uti-
lizamos la hipétesis de Lipschitz para concluir que

t
sup | X7 — X7 g/ K|X!— X2 ds
s<t 0

y puesto que
t
X} - Xx?| < / K'+ K |a| ds = K"t,
0
se sigue que

tn
sup [ X7 — X7 < K"—.
s<t n.

Podemos concluir entonces que
g sup |X;LJrl — Xf| < o0
n s<t

lo cual implica que X™ converge uniformemente en [0, ¢].
Para la unicidad, suponemos que X y X son dos soluciones a la ecuacién
diferencial 1 con o = 0. Al utilizar la hipétesis de Lipschitz se obtiene

t
‘th)h‘ g/ K‘Xsff(s ds,
0

lo cual implica, por el lema de Gronwall, que ’Xt — )N(t‘ = 0 para toda t. O

PRUEBA DEL TEOREMA 2.3. Trabajaremos en el intervalo fijo [0, 1]. Notemos
que existe una constante K’ tal que |o(s,y)| < K|y| + K' paras <1y y € R
(v andlogamente para b). En efecto, puesto que o es continua entonces K’ =
Sup,<; |0(s,0)| < co. La hipétesis Lipschitz global implica que

lo(s,9) < |o(s,0)] + K |yl

Probemos primero la unicidad. Se asumird primero que o y b son acotadas,
digamos por M. Sean X y X dos procesos continuos y adaptados que satisfacen
la ecuacién (1). Sea

g(t) = E(sup X, — X, ) .

s<t
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Entonces, al utilizar la cota para o y B, asi como la desigualdad de Doob y la
desigualdad (a + b)2 <2 (a2 + b2) obtenemos

gl = 2K (i‘i‘? [/OS o(r, X,) — U(r, X'r) dBr} 2 + sup {/Ot b(r, X,) — b(r, XT” 2)

< 32M%t 4+ 8M?t? < 40M*t < .

g(t) = E({Xt - X’f) .

Puesto que X — X tiene trayectorias continuas y su supremo en [0, ¢] tiene momento
de orden dos finito, vemos que g es una funcién acotada y continua.

Por otra parte, al utilizar la hipdtesis de Lipschitz global y la cota para el
segundo momento de una integral estocastica implica que

Definamos ahora a

o) < 2K (1 + 1) / o(s) ds;

si en el intervalo [0, 1] acotamos a t — (14 t) por 2, vemos que se puede aplicar
el lema de Gronwall y concluir que g(¢) = 0. Asi, hemos probado que para toda
t, X; = X; casi seguramente (esto es, que X es modificacién de X) Sin embargo,
como ambos procesos tienen trayectorias continuas, entonces son indistinguibles.
Cuando ¢ y b son sélo continuas y no acotadas y suponemos que hay dos
procesos X y X continuos y adaptados que satisfacen (1) entonces definimos

Qx = {sup |X:| < K, sup Xt‘ < K} :
t<T t<T
Se tiene que
lim P(QK) — 1.
K—o0
Si M es una cota para by o en [0,T] x [-M, M], definamos
-M  b(tyy) < —-M

bu(t,y) = b(t,y) —M <b(t,y) <M

y analogamente se define a oj;. Puesto que en Qp, X y X satisfacen la ecuacién
diferencial estocéstica con coeficientes acotados Bj; vy o, entonces Xy = X casi
seguramente en Qg . Asi:

IP(Xt £ Xt) <1 P(Qk) = re0 0.
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Para la existencia, definamos X = x para toda t > 0 y recursivamente al
proceso adaptado y continuo

t t
i =at [ ot x7) dB+ [ ol X2 ds

Primero probaremos que la sucesiéon XF, k > 0 converge en Lo uniformemente
en t en el intervalo [0,1]. Sea M una cota para o y b en [0,1] x {z}. Entonces la
desigualdad de Jensen implica

s 2
E(sup {/ b(r,XS) dr] ) < M3t
s<t 0

y por desigualdad Lo de Doob aplicada a la integral estocistica (que es una mar-
tingala) y la cota para el segundo momento de la integral estocdstica

s 2
E(Sup [/ O’(T’, Xg) dBr} ) < 4M?t.
s<t 0

La desigualdad (a + b)* < 2 (a® + b?) implica entonces que
E(sup (X! - X0] 2) < 10M>t.
s<t

Un argumento analogo, que ademas utiliza la hipétesis de Lipschitz global, muestra
que

t

E(sup (X7 — X§]2> < 10K2/ E(sup [X) — X;H]Q) ds
s<t 0 r<s

por lo que inductivamente se verifica la desigualdad

t’nJrl

n+1 n12 2\ 2

s<t

Puesto que

s<1

1/2
Z]E(sup [Xp+h - X§]2> < 00,

podemos concluir que X;* converge en Ly a

oo
Xe=a+) (Xp—-X)

n=1

y que ademas

[e%s} 2
1
P(sup | X7 — X3 >5> <= l Z E([sup |Xf—Xt|} )1 —n—soo 0.
k

t<1 t<1

)
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Por lo tanto, existe una subsucesién ny tal que casi seguramente
Nk
sup | X" — Xt| 2 nooo 0
s<1
por lo que X tiene trayectorias continuas y es adaptado. Por la convergencia
uniforme, vemos que

lim sup =0

k—o00 t<1

¢ ¢
/ b(s, Xs) ds —/ b(s, X*) ds
0 0

casi seguramente. Finalmente, puesto que o(¢, X;'*) converge uniformemente en
probabilidad hacia o(t, X{'*), se puede aplicar el teorema de convergencia de inte-
grales estocasticas para concluir que

¢ ¢
lim o(s, X*) dBs :/ o(s,Xs) dBg
0

n— oo 0

en probabilidad (y al pasar a una nueva subsucesién podemos suponer que la
convergencia es casi segura) y que por lo tanto X satisface la ecuacién (1). O

En particular, el caso en que 0 = 0 nos reduce a la ecuacién diferencial ordinaria
I
X; =0b(t, X).

El teorema de existencia y unicidad aplica cuando bajo una condiciéon de Lipschitz
global sobre b. Hay un célebre teorema, debido a Peano que afirma que hay exis-
tencia local para la ecuacién anterior con la sola hipdtesis de que b sea continua.
Respecto a la unicidad, y para darse una idea de lo que permite probar el esquema
de iteracién de Picard y lo que es verdad, veamos que si b no depende de la vari-
able temporal y es continua, entonces hay unicidad con la sola hipétesis b > 0. En
efecto, notemos que si f satisface f' = bo f con b positiva, entonces f es (continua
y) estrictamente creciente. Sii = f~!, se puede calcular la derivada de i y concluir

que
1 1 1

l/(I) = f’oi(x) - bof0i<$) N b(l‘)

Concluimos que si f y f ambas satisfacen la ecuacién que nos interesa, sus inversas
tienen la misma derivada, por lo que son iguales y por lo tanto f = f . De hecho,
probemos unicidad en un un contexto més general cuando o = 0: si b es continua,
estrictamente positiva y t — b(t,z) es no-decreciente. Sean z' y 22 dos funciones
diferenciables con derivadas y' y y? que satisfagan y* = b(t7 x%) Sea x} = 22, con

a > 1y notemos que su derivada, denotada y* estd dada por y; = ab(at, ;cf;’) Sea
T:inf{tEO:x% >x§’}

3
ps

Si 7 fuera finito entonces, puesto que 23 = x! por continuidad y definicién de 7,

vemos que

y? = ab(ar,27) > b(r,27) = b(r, ;) = y;.
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Lo anterior implica que x> > x; en una vecindad derecha de 7 contradiciendo la
definicién de 7. Vemos por lo tanto que z! < 3 v, al considerar o — 1, vemos que
' < 22, Al intercambiar los roles de ' y 22 nos damos cuenta de que z' = z2.

Continuaremos con la razén fundamental por la cual It6 introdujo a la integral
estocastica y a las ecuaciones diferenciales estocasticas asociadas: la construccion
de procesos de Markov. La idea es que cuando los coeficientes o y b que conducen a
una ecuacion diferencial estocastica no dependen de la variable temporal entonces
la solucién es un proceso de Markov.

Comencemos con la definicién de un proceso de Markov y, de hecho, mejor
motivémosla en el caso del movimiento browniano. La idea es ver al movimiento
browniano como un proceso de Markov y para esto, quisieramos definir al brow-
niano que comienza en cualquier x € R y definir un andlogo de la matriz de
transicion. El browniano que comienza en z se define como el proceso x + B y
el sentido de esta definicién es que como Bs y B® = (Biys — Bs,t > 0) son in-
dependientes y B® es un browniano, si queremos la distribucién condicional de
Biys,t > 0 dado que B; = z, estard dada por la distribuciéon de x + B® que es la
de x + B. Por otra parte, recordemos que si X es cadena de Markov con matriz
de transiciéon P entonces P( X, 1 =7 | X =1) = P!, y que esto caracteriza a la
cadena. El problema es que para el movimiento browniano, aunque definamos a
P(Biys =y | Bs = ) como P(B; + « = y), esta probabilidad serd cero. Por esta
razén se define al ntcleo de transiciéon P; de tal manera que para todo z € R,
Pi(x,-) es la medida dada por

En general, se define a un nicleo de medidas de probabilidad en R como una
funcién N : R x Br — [0,00) tal que

e para toda x € R N(z,-) es una medida de probabilidad en &g y
e para toda A € HBg, N(-, A) es una funcién medible.

En el caso browniano no hemos probado la segunda condicién. Sin embargo, note-
mos que la medibilidad es cierta cuando A = (—o0, y] para toda y € R. El lema de
clases de Dynkin nos permite entonces obtener la medibilidad deseada. Como en el
caso de matrices de transicion, a las que podemos pensar como nucleos de medidas
de probabilidad en algin conjunto finito, podemos definir el producto de nicleos
de medidas de probabilidad, que no serd en general conmutativo. Si M y N son
ntcleos de probabilidad en R, definimos al nicleo N M por medio de la férmula

NM(e.4) = [ Ny A) Mlz,dy),
En el caso del movimiento browniano, vemos que

PuPy(z, (—00, ) = /]P’(y + B, < 2) Plx+ B, € dy)
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y entonces vemos que P, Ps(x,-) es la convolucién de una distribucién normal con
media x y varianza s con una normal centrada de varianza t. Se obtiene por lo
tanto una normal con media x y varianza s + ¢, que por supuesto es la medida de
probabilidad P4 4(x,-). Por lo tanto, se obtiene la igualdad

Pt+s:PtPsu

que podemos interpretar como una version de las ecuaciones de Chapman-Kolmo-
gorov. A (P, t>0) se le conoce como semigrupo de transicién del movimiento
browniano. Para definir a un proceso de Markov (homogéneo) con valores en R se
hace algo similar.

DEFINICION. Un semigrupo de transicién en R es una coleccién de ntcleos de
transicion N = (N, t > 0) tal que NyNg = Nyys.

Un proceso estocdstico X definido en el espacio de probabilidad (Q,.7,P) es
un proceso de Markov con semigrupo de transiciéon N si

P(Xiys € A | F)) = Ni(X,, A).

Equvalentemente, si para toda funciéon f : R — R medible y acotada
B(f(Xers) | 72) = [ ) Ni(Xerdy).

La anterior definiciéon se puede escribir de manera mas compacta al definir
el semigrupo de operadores de transicion asociado a N. Primero, dado N; y una
funcién medible y acotada, podemos definir a la funcién acotada Ny f de la siguiente
manera:

Nof(z) = / F(y) No(a, dy)

Esta funcién serda medible; para probarlo, sélo notamos que cuando f = 14, en-
tonces N, f es medible por definicién de nicleo de medidas de probabilidad. Luego,
se extiende el resultado a funciones simples. Finalmente se aproxima a cualquier
funcién medible y acotada por una sucesion de funciones medibles y uniformemente
acotadas y se aplica el teorema de convergencia dominada para concluir que N f
es el limite de una sucesién de funciones medibles y por lo tanto medible. La
definicién de proceso de Markov se puede entonces escribir de la manera siguiente:

E(f(Xits) | Z5) = Nef(Xs).
Finalmente, podemos enunciar el teorema de It6.

TEOREMA 2.4. Bajo las hipdteis del Teorema 2.3, sea XF la (iunica) solucidn
a la ecuacion diferencial estocdstica

t t
sz:ﬁ—/ o(X7) dBS+/ b(X?) ds.
0 0

Entonces, X es un proceso de Markov homogéneo.
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Vale la pena contrastar con el caso determinista en el que ¢ = 0. En este caso,
notemos que

t
X7 = X"+ / b(XZ,,) dr,
0

por lo que obtenemos la igualdad

Xﬂc

_ X7
s = X; "

Esto se puede escribir como una propiedad de flujo de la funcién F': (¢, x) — XF:
F(t+s,z) = F(t,F(s,x)).
Algo similar ocurre en el caso estocdstico; sin embargo, como las funciones Fj

también dependen del azar, debemos también pensar en cuestiones de medibilidad.

PRUEBA DEL TEOREMA 2.4. Dada una funciéon medible y acotada f : R —
R, definimos P, f(z) = E(f(X7)). A continuacién, probaremos que si % =
o(Bs : s <t) entonces

3) E(f(XE,) | ) = RF(XS).

Puesto que X* es adaptado a (%), la ecuacién (3) implica que X es un proceso
de Markov con semigrupo (P;).

Para probar (3), se requieren algunos preliminares. Sea Bf = B, — Bs.
Entonces B® es un movimiento browniano independiente de %s. Sea por otra
parte X el tnico proceso continuo y adaptado a la filtracién canénica de B que
resuelve la ecuacion diferencial estocastica

t t
)N(f =7 —|—/ o'('r7 Xf) dB;g +/ b(T, Xf) dr.
0 0

Entonces X7 = F;(z,w) donde F; es B ®.FF -medible; esto se puede ver a partir
del procedimiento de aproximacién dado en la prueba del Teorema 2.3. Consider-
emos al proceso X dado por

Y:v( )= X7 (w) t<s
P TR (X W), w) > s

~Z . . .z . . o .
Entonces X satisface la misma ecuacion diferencial que X*, pues es fécil verificar
la igualdad casi segura

ta r, X?) dBS = t+80 r, X% ) dB,.
a(roxe) ans = [ o{nxe.) am

Por el Teorema 2.3 vemos que X 1 s = X{,  casi seguramente. Finalmente, puesto
que .Z, es independiente de .ZP" y X7 es .Z,-medible, entonces

E(f(XE.) | Zs) = E(f(F(XS,0) | F) = Pf(XY). 0
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Pasamos a un fenémeno con el que se debe tener cuidado al tratar de aproximar
ya sea integrales estocdsticas o ecuaciones diferenciales ordinarias al aproximar al
browniano por un proceso de variacién finita. Un ejemplo de esto seria el substituir
al browniano por la sucesién de procesos gaussianso lineales por pedazos como lo
hace Paul Lévy. El fenémeno que ilustraremos a continuacién se conoce con el
nombre de Wong-Zakai quienes lo introdujeron en [WZ65]. Supongamos que B™
es una sucesion de procesos estocasticos cuyas trayectorias tienen casi seguramente
variacién finita y By = 0. Entonces, por la regla de la cadena, se sigue que

t
(Br)? = 2/ B"dB".
0
Esto implica que
t t
lim 2/ BQdBQ:Bf;é/ B, dB,.

El siguiente teorema no es mas que una elaboracion de esta idea.

TEOREMA 2.5. Sea f : R — R con derivada continua y B, una sucesion de
procesos con trayectorias de variacion finita que comienzan en cero y convergen
cast seqguramente al movimiento browniano ademds de ser casi seqguramente uni-
formemente acotados en compactos. Entonces

t

lim [ f(Bu(s)) Bn(ds):/o £(B,) dBS—%/O F'(By) ds.

n—oo 0
De igual manera, tenemos la version para ecuaciones diferenciales estocasticas.

TEOREMA 2.6. Suponga que o y b no dependen de la variable temporal, que o
es derivable y que tanto o, b como o’ son globalmente Lipschitz. Suponga ademds
que existe € > 0 tal que 0 > €. Sea B, una sucesion de procesos con trayecto-
rias de variacion acotada que comienzan en cero y convergen casi sequramente al
movimiento browniano uniformemente en compactos. Sea X, la unica solucion a
la ecuacion diferencial ordinaria

Xn(t) = x—i—/o 0(X,(s)) By(ds) —l—/o b(Xn(s)) ds.

Entonces X,, converge casi sequramente y uniformemente en compactos al dnico
proceso X que satisface la ecuacion diferencial estocdstica

dXt = O'(Xt) dBt + b(Xt) + U/(Xt) dt.



CAPITULO 3

Integraciéon estocastica respecto de
semi-martingalas continuas

En el capitulo anterior desarrollamos la teoria de la integral estocastica re-
specto del movimiento browniano y estudiamos algunas de sus propiedades. Esta
integral se define de manera muy natural como limite de sumas de Riemann y sin
embargo, presenta tanto similitudes con la integral de Lebesgue-Stieltjes (como un
teorema de continuidad) y diferencias importantes (por ejemplo en el teorema de
cambio de variable). Sin embargo propiedades como la asociatividad o la férmula
de integracién por partes no las hemos podido analizar en su forma estocdstica
pues nuestros integradores se encuentran reducidos al movimiento browniano. En
un inicio, quisieramos integrar respecto de integrales estocdsticas (brownianas);
resulta ser que el espacio de integradores se puede agrandar ain més sin mayor
problema al de martingalas continuas. La herramienta principal serd construir
una variacion cuadréatica para martingalas continuas. La existencia de la variacién
cuadratica se puede hacer de diversas maneras: se puede estudiar directamente,
como en [Kal02, RY 99, RW00], o a través de la descomposicién de Doob-Meyer
como en [KS91]. La dltima alternativa se basa en un resultado mas general y mds
dificil de demostrar. Es por esto que verificaremos la existencia de la variacién
cuadratica directamente.

1. Martingalas continuas y su variaciéon cuadratica

Bajo ciertas condiciones, hemos visto que una integral estocéstica es una mar-
tingala y que tiene trayectorias continuas. En esta secciéon abordaremos el estudio
general de las martingalas con trayectorias continuas definidas en un espacio de
probabilidad (€,.%,P) con filtracién (F;,t > 0). Asumiremos que se satisfacen
las condiciones habituales. El que .%; contenga a todos los conjuntos P-nulos de
Z implica que cualquier limite casi seguro de procesos adaptados es adaptado. La
continuidad por la derecha hace que los tiempos opcionales sean tiempos de paro.

Sorprendentemente, salvo las martingalas continuas triviales, todas tienen varia-
cién no acotada y esto imposibilita la definicién de una integral estocéstica tipo
Lebesgue-Stieltjes.

45
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PROPOSICION 3.1. Sea (My,t > 0) una martingala continua con trayectorias
de variacion acotada en intervalos compactos casi seqguramente. Entonces M tiene
trayectorias constantes casi sequramente.

DEMOSTRACION. Al restar el valor inicial, podemos suponer que My = 0.
Supongamos primero que la variacién V; de M en [0,¢] es casi seguramente
menor o igual que la constante K > 0. Notemos que entonces la variable aleatoria
sup |Ms, — M,

[s2—s1| <6
81,52<t

/|

se encuentra acotada por K.
Consideremos particiones A de [0,¢] de norma menor o igual a §. Entonces,
puesto que los incrementos de una martingala no tienen correlacién:

ST

A

E(M})=E

§E<V;5 sup ‘Msz _MSI|> .
|s1—s2| <6

Por el teorema de convergencia acotada y la continuidad de las trayectorias de
M, vemos que el lado derecho tiende a cero conforme la norma de la particién
tiende a cero. Por lo tanto M; = 0 casi seguramente. Asi, vemos que M es una
modificacién del proceso t +— 0 y al tener ambos trayectorias continuas, entonces
M y 0 son indistinguibles.

Cuando la variacion de M es sélo finita casi seguramente y no acotada por una
constante, entonces consideramos a los tiempos de paro

SK:inf{tZOI‘/t>K}.

Al utilizar la conclusién del parrafo anterior, notamos que la martingala MSK
tiene trayectorias constantes y puesto que Sk At — t conforme K — oo (pues la
variacién de M en [0, ¢] es finita casi seguramente) vemos que M tiene trayectorias
constantes casi seguramente. O

Sin embargo, justo como en el caso browniano, las martingalas continuas tienen
variacion cuadratica finita. La idea de la prueba es considerar primero el caso de
martingalas cuadrado integrables y luego, descomponer a la martingala sobre una
particion A como sigue:

Mt2 - Mg = 2 ZMtifl/\t [Mti/\t - Mtifl/\t] + Z [Mti - Mtri,1]2 .
A A



1. Martingalas continuas y su variacion cuadratica 47

Si IA denota al primer sumando del lado derecho y T2 al segundo, notemos que
I” es automdticamente una martingala. Por célculos directos, mostraremos que
para cada t fija, I® converge en Ly conforme |A| — 0 y por la desigualdad de
Doob, obtendremos que la convergencia es uniforme sobre compactos y que por lo
tanto el limite es un proceso continuo y adaptado. Asi, veremos que T> converge
uniformemente en compactos y su limite, denotado por (M) serd un proceso con-
tinuo adaptado y no-decreciente al que llamaremos variacién cuadratica de M. Lo
caracterizaremos como el tnico proceso tal que M? — (M) es una martingala.

TEOREMA 3.1. Si M es una martingala continua y acotada, entonces existe un
Unico proceso creciente, continuo, adaptado y nulo en cero, denotado por (M), tal
que M? — (M) es una martingala. Ademds, para cualquier sucesion de particiones
A, cuyo paso tienda a cero, se tiene la convergencia en probabilidad

. 2
P— lim »  [M, — M, _,]" = (M).

n—roo
n

DEMOSTRACION. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que My = 0.

Para mostrar la unicidad, notamos que si A y B son dos procesos crecientes,
nulos en cero, continuos y adaptados tales que M? — A y M? — B es una martingala
entonces B — A es una martingala con trayectorias continuas y de variacién finita y
nula en cero. Acabamos de mostrar que entonces B— A tiene trayectorias constantes
y como comienza en cero, vemos que A = B.

Probaremos ahora la existencia y primeras propiedades de la variacién cuadra-
tica. Sea A = {0 =1ty <te <--- <t, =t} una particién de [0,¢] y consideremos
a un refinamiento A’ de A dado por A’ = {0 =1t) <t) <--- <t =t}. Asi, cada
intervalo [t}_;,#}] determinado por A" estd contenido dentro de uno determinado
por A, digamos [t;_1,t;]. Podemos entonces expresar a la martingala I® como
una transformada de martingala asociada a la particién A’ al definir 7; = ¢,_; si
[t}_1,t}] C [ti—1,t;] y entonces, notemos que

ItA = ZMTJ' [Mtj—l - Mt]‘} :
J

Consideremos ahora dos particiones A y A’ de [0, ¢], donde no necesariamente
alguna refina a la otra. Sin embargo, AUA’ = {0 =1ty <t; < ---} es una nueva
particién que refina a ambas y entonces vemos que existen 7;, ’7']{ < t;_1 tales que

By [MTJ _ MT;} (M, , —M,].
i
Escribamos H; = M, —MTJ{, vemos que Hj es .7, -medible, por lo que al utilizar

la ortogonalidad de los incrementos de las martingalas se obtiene:

B([r2 - 1)) =& S b - 00
J
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Si el méximo de las normas de las particiones |A|V |A’| estd acotado por ¢ entonces

max H? < max _|M,, — M,,|>.
Ji; <t |sa—s1]|<é
51,82<t

Denotemos por Cs; a la cota del lado derecho y notemos que, al ser M continua y
acotada (digamos por K), lims_,oCs, — 0y Cs, < 4K?2. Con estas definiciones se
obtiene la cota

’ 2 ’ ’ 2 1/2
E({If‘ —IA } ) < IE(CMTtAUA ) <E(CZ)"? E({TtAUA } )
1/2
Por el teorema de convergencia acotada, vemos que E(Cg,T) — 0 conforme
6 — 0. Mostraremos ahora que
72
sup IE([TtAUA } > < 00,
AL

En efecto, notemos que

E([TtA]Z) =K Z [Mti - Mti71]4 + QZ [Mtz‘ - Mtz‘—l]z [Mtj - Mtj—1]2

7 i<j
Puesto que M tiene trayectorias acotadas por K entonces
E (Z (M, — Mti_l}4> < AK’E <Z [M,, — MtHf) = 4K?E(M?).
i i
Por otra parte, al condicionar por .%;, y utilizar la ortogonalidad de los incrementos

de una martingala vemos que

E|2Y (M, — M, )" [My;, — My, ]

i<j
=E|2Y [My, — My, )" [My — M)
i<j
< 8K’E(Tf)
= 8K’E(M?).
Se concluye entonces que

12
E({TtAUA} ) < 12K2E(M2) < 12K*

y por lo tanto

;72
lim E([Iﬁ ffﬂ > =0.
[AIV]A]—=0
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ﬁza

Recursivamente se puede entonces construir una sucesién de particiones (A,,) que

se refinen y tal que
1/2
ZE(sup |ISA"+1 — ISA" 2) < 00.
n s<t

Vemos entonces que la serie es convergente si consideramos el momento de orden
uno y por lo tanto

Por la desigualdad L, de Doob, obtenemos

A -1~

lim  sup E(sup
3201 ja7|<s \s<t

Zsup |ISA"+1 — ISA"| < 0
" s<t

casi seguramente por lo que para cada s < t, la sucesién 2 converge casi segura-
mente a

o0
_7A Ay Apn
Io=T80 4+ 18w — 18,
n=0

Se cumple ademas la desigualdad

)

sup |Is — I8
s<t

< Z Slilz }ISAnJrl _ ISAn

n>m °—

por lo que I®» converge a I uniformemente en [0,t] y por lo tanto I es continuo.
Al ser limite de procesos adaptados respecto de una filtracién que satisface las
condiciones usuales se sigue que I es adaptado. Se deduce por lo tanto que T4
converge uniformemente en [0,] al proceso continuo y adaptado (M) = M? — I.
Para ver que (M) es creciente, consideramos a t; < t2 en el conjunto denso U, A,,.
En cuanto A, contenga tanto a t; como a ty se tendra que Tt?" < Ttg", lo cual
explica por qué (M) es creciente en U,A,. Por continuidad, vemos que (M) es
no-decreciente.

Veamos ahora que M? — (M) es una martingala. En efecto, notemos que
M? — TA» = [A» es una martingala y que

2) 1/2 o,

por lo que ItA" converge en Lo a I y por lo tanto también en Ly (ademds de casi
seguramente como ya habfamos demostrado). Esto nos dice que para cualquier
s <t:

lim E(‘It —ItAm‘ 2) < lim E(‘Ifm“ A

m—» 00 m—o0

I, = lim I% = lim ]E(ItA" ‘523) —E(I, | 7).

n—oo n—roo
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Finalmente, si A/ es cualquier sucesién de particiones tal que |Al| — 0, en-
tonces

lim ]P’(sup ISA; — I > E) < lim P(sup ISA; — 15| > 5/2)
n—00 s<t n—o0 s<t
A A
—i—IP’(sup Isn —1I7m| > 5/2)
s<t
=0
puesto que

IP’(sup ISA;' — ISA”

s<t

2 ’
> 5/2) <°E (sup gy

s<t

) o

Por lo tanto, T2» converge a (M) uniformemente en [0,#] en probabilidad. O

La demostracién anterior es una simplificacién de la encontrada en la prueba
del Teorema IV.1.3 de [RY99]. La simplificacién se basa en la idea de It de
comparar dos sumas de Riemman respecto de particiones distintas al considerar
su unién. Como veremos en este capitulo, el teorema anterior abre la puerta hacia
una teorfa de la integracién estocdstica para martingalas continuas. En [RWO00],
también podemos encontrar una prueba simple de un resultado similar al teorema
anterior que es suficiente para construir la integral estocdstica (cf. el Teorema
30.1 en la pagina 53). Finalmente, la prueba de la existencia de la variacién
cuadratica es mucho més simple en el caso de trayectorias continuas que en el
caso de trayectorias cadlag. La tltima se basa en la célebre descomposicion de
Doob-Meyer (propuesta por Doob y probada por Meyer en [Mey62] y [Mey63])
cuya demostracion inicial requerfa herramientas muy profundas de la teoria general
de procesos estocasticos. El propio Meyer se lamentaba de que para poder ensenar
célculo estocéstico respecto de semimartingalas cadlag se requiere un curso de un
semestre... nada mds para las definiciones. Cabe mencionar que recientemente
se ha publicado una prueba maés sencilla de la descomposicion de Doob-Meyer en
[BSV12]. Tal vez esta prueba pueda reducir el tiempo necesario para un curso
de célculo estocéstico respecto de semimartingalas cadlag. Mientras eso se decide,
seguiremos con la presentacion del caso de las (semi)martingalas continuas, que es
al que més aplicaciones se le han dado.

El Teorema 3.1 podria parecer limitado pues, al imponer que la martingala
sea acotada, deja fuera incluso al movimiento browniano. Una sencilla técnica,
llamada de localizacién, nos permite extender el teorema anterior a las llamadas
martingalas locales y a las semimartingalas. Recordemos que si 7" es un tiempo
aleatorio y X es un proceso estocéstico entonces X7 denota al proceso X detenido
en T, dado por XtT = XinaT.

PROPOSICION 3.2. Si M es una martingala continua y acotada y T es un
(F;)-tiempo de paro entonces (MT) = (M)T.
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DEMOSTRACION. Si M es acotada, entonces M7 es también una martingala
acotada (respecto a la misma filtracién), por lo que tiene sentido cuestionarse sobre
su variacién cuadratica. Puesto que por definiciéon M? — (M) es una martingala

entonces (M2 — <M>)T = (MT)2 — (M) es una martingala y, por unicidad de la
variacién cuadratica, (M)T = (MT). O

Con la propiedad anterior podremos dar una primera extensién del Teorema
3.1 que cubra al movimiento browniano.

DEFINICION. Una martingala local continua es un proceso estocdstico M =
(My,t > 0) con trayectorias continuas tal que existe una sucesién de tiempos de
paro 77 <715 < --- tales que T, — oo casi seguramente y

(1) My es Fp-medible y
(2) (M — Mp)™ es una martingala acotada.

Si M es cualquier proceso estocédstico con trayectorias continuas y 7' es un
tiempo de paro tal que My es Fo-medible y (M — MO)T es una martingala aco-
tada, decimos que el tiempo de paro T reduce al proceso M. Por ejemplo, el
movimiento browniano es una martingala local. De hecho, cualquier martingala
con trayectorias continuas es una martingala local, como se puede ver al definir
T, =inf{t > 0: |M; — Mp| > n}.

COROLARIO 2. Si M es una martingala local, existe un unico proceso creciente,
nulo en cero, continuo y adaptado (M) tal que M?* — M es una martingala local.
Ademds, para cualquier sucesion de particiones A, sin puntos de acumulacion cuyo
paso tiende a cero, la sucesion T converge a (M) uniformemente en compactos
en probabilidad.

DEMOSTRACION. Probemos la existencia; al substraer My, podemos suponer
que My = 0. Sea T, una sucesién creciente de tiempos de paro tal que T, — oo
casi seguramente y cada T}, reduce a M. La martingala acotada M™" admite
una variacién cuadratica (M7). El corolario 2 nos dice que si m < n entonces
(MTm) = (MT»)Tm_ Por lo tanto, podemos definir al proceso estocdstico (M)
mediante

(M), = (M™) sit<T,.
Puesto que (M)T» = (MT) por construccién, vemos que si
S, =inf{t >0: (M) >n}

entonces (M? — <M>)T"AS" = (M2)T"AS" — (M™/"\5n) es una martingala acotada.
Por lo tanto M? — (M) es una martingala local continua.

Para la unicidad, supongamos que A y B son dos procesos crecientes, nulos en
cero, continuos y adaptados tales que M2 — A y M? — B son martingalas locales
continuas. Entonces B — A es una martingala local continua con trayectorias de
variacién acotada en compactos. Si (T,) es una sucesién creciente de tiempos de
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paro que reducen a M y S, =inf {t > 0: A, > n 6 B, > n}entonces (B — A)™"5"

es una martingala acotada continua con trayectorias de variacién finita. Por la
C o TuASn .

Proposicién 3.1, (B — A) """ tiene trayectorias constantes. Puesto que T, AS,, —

o0 casi seguramente entonces

P(3t > 0,B; # Ay)
= P(It € [Sn AT, Snp1 ATns1), By # Ayr)

= ZP(E” € [Sn AT, Snpr A Tir), BYm A Tmdt £ AtSHlATnH)

=0.

Finalmente, sea A, una sucesién de particiones sin punto de acumulacién
cuyo paso tiende a cero. Sea T;,,n > 1 una sucesién creciente de tiempos de
paro que crece a infinito y tal que cada T, reduce a M. Sea ademds S, =
inf {t > 0: (M) > n}. Consideremos a 6 > 0y n tal que

P(S, AT, <t) <.

Sea ademds myg tal que si m > my entonces

I[D (Sup |7'VAm (MSn /\Tn) _ <M5'n /\Tn>

s<t

> 5) <.
Entonces

P(sup |T2m — (M)| > 5)

s<t

< 5—1—]P’<sup ‘TA’"(M) —(M)| >e,t < Sn/\Tn>

s<t

< 24. (]

PROPOSICION 3.3. Sea M una martingala local continua. Entonces los inter-
valos de constancia de M y de (M) coinciden.

La extensién final del Teorema 3.1 que analizaremos es en el contexto de las
semimartingalas continuas.

DEFINICION. Una semimartingala continua es un proceso estocéstico X con
trayectorias continuas que se puede descomponer como M + A donde M es una
martingala local continua y A es un proceso de variacion acotada en compactos.

Notemos que la descomposicién es tnica si imponemos la condicién Ag = 0,
gracias al Teorema 3.1

COROLARIO 3. Si X = M + A es una semimartingala continua, entonces
TA(X) converge uniformemente en compactos a (M) en probabilidad.
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DEMOSTRACION. Si A es una particién sin puntos de acumulacién entonces

TtA = Z [Xtmt - Xti,l/\t]
A
= Z l:Mt1 - Mtifl/\t:lz
A
+ 2 Z [Mti/\t - Mtifl/\t] I:Ati/\t - Atifl/\t]
A

+ Z [Ati/\t - Ati,l/\t]z .
A

2

Puesto que A tiene variacién finita en compactos entonces el tercer sumando con-
verge a cero uniformemente en [0,¢] casi seguramente si |[A| — 0. Por otra parte
si V;(A) denota la variacién de A en [0,¢] y la norma de la particién es menor a §
entonces

Z [Mti/\t - Mti,lAt] [Atmt - Ati,l/\t] < sup Mg, — M| Vi(A),

A |s2—s1]|<é
51,52<¢t
donde el lado derecho converge a cero uniformemente en compactos casi segura-
mente conforme § — 0 gracias a la continuidad de las trayectorias de M. ]

Ahora pasaremos a la construcciéon de la covariacién entre dos martingalas
locales continuas. Para esto, recordemos la fdrmula de polarizacion (a + b)2 —
(a— b)2 = 4ab. Sean M y N dos martingalas locales continuas y definamos la
covariacién entre M y N, denotada (M, N) por medio de la férmula

(M + N) — (M — N)
- .

COROLARIO 4. Sean M y N martingalas locales continuas. Entonces (M, N)
es el unico proceso continuo, nulo en cero, con trayectorias de variacion finita
y adaptado tal que MN — (M, N) es una martingala continua. Sea A, es una
sucesion de particiones de [0,00) sin puntos de acumulacion cuya norma tiende a
cero. Entonces la sucesion de procesos

<M7N> =

TtA" (M,N) = Z (Mti/\t - Mti,lm) (Nti/\t - Nti,l/\t)
Ap

converge uniformemente en compactos en probabilidad a (M, N).

EJErCICIO 3.1. Sean M y N dos martingalas locales continuas e independi-
entes. Calcular (M, N).
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2. La integral estocastica respecto de martingalas continuas cuadrado
integrables

Pasemos ahora al estudio de una clase intermedia entre las martingalas con-
tinuas y acotadas y las martingalas locales continuas. Esta clase serd fundamental
para la construccién de la integral estocédstica. Consideremos al conjunto Hy que
consta de las martingalas continuas M acotadas en Lo, esto es, tales que

supIE(Mf) < 0.
t

Con esta hipdtesis, sabemos que M; converge casi seguramente y en Ly conforme
t — 0o a una variable M., y que ademés

Hemos mostrado que a cada M € H, le podemos asociar la variable M, en Ly, por
lo que Hs se podria pensar como encajado en el espacio de Hilbert Ls. De hecho,
claramente H, es un espacio vectorial. Ademds, lo podemos dotar del producto
interior dado por
(M,N)— E(MyxNs),
que nos genera la norma en Hy dada por
1M1, = | Mool = Jim (3]}

Ahora utilizaremos el encaje de Hy en Lo para probar que con este producto
interior, Hs resulta ser un espacio de Hilbert. En efecto, si M™ es una sucesion de
Cauchy en Hj, escojamos una subsucesion (ny) tal que

DM = M|l < oo
k

Entonces, por la desigualdad Lo de Doob y la desigualdad de Jensen, vemos que

Zsup | M+ — M| < 0o
k? S

casi seguramente. Por lo tanto, M™ converge uniformemente de manera casi
segura y a cada tiempo fijo en Ly a un proceso M que necesariamente tiene trayec-
torias continuas. Por la convergencia en Lo, vemos que M es una martingala y por
el lema de Fatou se sigue que M € Hy. Al utilizar el cardcter Cauchy de (M2, n),
vemos que M™ converge a M en Hy. Por lo tanto Hy es completo y asi vemos que
se trata de un espacio de Hilbert.

Continuemos con nuestra construccién de la integral estocdstica al introducir
un segundo espacio de Hilbert, el espacio de integrandos admisibles.

DEFINICION. Sea M € Hs. Se define al espacio % (M) como el conjunto de
procesos estocédsticos H que son progresivamente medibles y

E(/OOO H? d<M>S> < oo.
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Notemos que si en Ry x Q definimos la medida

Par() = B( [ 1a(s.) a1, (o))

entonces Z2 (M) es un subconjunto del espacio .Z5(Pys). Denotaremos por Lo (M)
al conjunto de clases de equivalencia de elementos de % (M) que son iguales Py-
casi dondequiera. Asi, Ly(M) se convierte en un espacio de Hilbert si se utiliza el
producto interior

(H,K) = E(/OOO H2K? d(M)S) .

Hay dos maneras de construir la integral estocastica: la manera directa me-
diante un argumento de densidad y la manera abstracta basada en el teorema de
representacién (de funcionales lineales continuas en un espacio de Hilbert) de Riesz.
Para ambas requerimos las desigualdades de Kunita-Watanabe que introducimos
a continuacién.

TEOREMA 3.2 (Desigualdades de Kunita-Watanabe, [KW67]). Sean M y N
dos martingalas locales continuas y H y K dos procesos medibles. Entonces

o) o0 o0
[ ajonm < [T azaan, < [ k2aw..
0 0 0

Como consecuencia, vemos que si H € Lo(M) y K € La(N) entonces

E( / KJH.| d|(M, N>s|) < IH an | Koo,

DEMOSTRACION. Utilicemos la notacién (M, N)t = (M, N), — (M, N)4 para
s < t.
Notemos primero que casi seguramente, para cualquier pareja de racionales
no-negativos s,t con s < t se tiene que
2
(M, N)§)™ < (M)(N)S.

S S

En efecto, basta utilizar la desigualdad de Cauchy para verificar que

{Z (My, — My, ) (N, — Nt"*l)r < {Z (M, — Mti,l)Q} {Z (Ne, — Nti,l)ﬂ

y tomar el limite sobre particiones en [s, t] cuya norma tiende a cero.
Por lo anterior, vemos que

/ (M, NY,| < v/IY{N)L.
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En efecto, recordemos que la variacién total de la medida (M, N) es la medida
inducida por la covariacién (M, N), misma que se puede obtener, en un intervalo
[s,t] como supremo de sumas de incrementos en valor absoluto. En otras palabras:

/ (M, N),| = V({M,N),[s,£]) = supZ’ (M, NY:

Por otra parte, al utilizar la desigualdad del parrafo anterior en cada uno de los
sumandos seguido de la desigualdad de Cauchy de nuevo, vemos que

/: |d(M, N),| <supZ( ti- 1)1/2 (<N>Z-1>1/2
<sw [Soni | [k

= (M) ()2

Generalizaremos el parrafo anterior de la siguiente manera: para todo A bore-
liano de R se tiene la desigualdad

/A|d<M,N>| < (/A d<M>)1/2 (/A d<N>>1/2.

En efecto, si A es la unién ajena finita de los intervalos (s;, ¢;], entonces se deduce
de la desigualdad del parrafo anterior y la desigualdad de Cauchy que

/A|d<M,N>\ —2/ d(M, N
< Z\/<M>§z- (N)&

< { /A d<M>]1/2 { /A d(N)T/Q.

La clase de unién ajena finita de intervalos de la forma (s,t] es un algebra que
genera a %, y hemos mostrado que estd contenida dentro de la clase

J/Z{AE%R+:/A (M, N)| < (/A d<M>)1/2 (/A d<N>>1/2}7

que resulta ser una clase monétona. Por lo tanto .# = Zg_ .
Si H y K son dos procesos medibles de la forma

H=> XNla, v H=Y pla,

donde A; y u; son variables aleatorias no-negativas y hemos representado a los
procesos en términos de los mismos conjuntos A;, entonces al aplicar la desigualdad
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del parrafo anterior y la de Cauchy obtenemos

[ a0 N = A [ty

g;mdawquAwmﬂ
4;@&wm¢ﬂ;@&

Umamﬂmvmwmﬂw

En particular la desigualdad anterior vale si los procesos H y K son funciones
medibles simples en el espacio producto.

Para terminar la demostracion, basta aproximar a los procesos medibles no-
negativos H y K del enunciado por procesos simples. O

1/2

1/2
Id<N>I]

2.1. Construccién directa de la integral estocastica. Podemos entonces
proceder con la construccién de la integral estocastica, primero en integrandos
elementales.

DEFINICION. Los integrandos elementales son los elementos de Lo (M) que
se escriben en la forma

n
H == Z )\il(tiflati]
i=1

donde 0 =ty < t1 < - - <tny A es F,_,-medible y acotada.
Denotaremos por & a la clase de procesos elementales.

Notemos que efectivamente un tal proceso pertenece a La(M). En efecto, si C
es una cota para H, entonces

E(/HE d(M}T) < C?E((M)) .

Por otra parte, puesto que M? — (M) es una martingala continua acotada en Ly
entonces es una martingala local y si T}, es una sucesién de tiempos de paro que la
localiza, se tiene que

E(M7,) =E(M)z,).
Conforme n — o0, el lado derecho tiende a E({M) ) por el teorema de convergencia
mondtona. Por otra parte, la desigualdad Ly de Doob muestra que

E(sup Mf) < 4IE(MO20) < 00,
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por lo que podemos aplicar convergencia dominada para ver que

lim E(M7 ) =E(M2).

n—oo

Por lo tanto (M) € Ly,
E((M)o) = E(MZ)

( [nza ) < CE((M)o) < o0,

por lo que H € Lo(M).
PROPOSICION 3.4. Si M € Hy entonces & es denso en Lo(M).

DEMOSTRACION. Recordemos que Lo(M) es un espacio de Hilbert, por lo que
para probar la densidad de & basta probar que si K € Ly(M) es ortogonal a &

entonces H = 0.
t
X :/ Kyd{M
0

Sea
Si K es ortogonal a &, probaremos que X es martingala. Puesto que X es continuo
y tiene trayectorias de variacién finita, esto nos dird que X tiene trayectorias
constantes, por lo que K, = 0 para (M)-casi toda t > 0 y para casi toda w € Q.
Asi, K =0en Ly(M).

Concluimos la prueba al mostrar que X es martingala. Si A € F,y s < t,
definamos a H,.(w) = 14(w) 1(,,4(r). Entonces H € & y por lo tanto

0=E (/ H,K,d(M ) <1A/Kd ):E(1A(Xt—Xs)).

DEFINICION. Sea M € H,. Se define la integral estocdstica elemental
respecto de M como la asignacién de & C Lo(M) en Hy quea H = 301 | Nl 4]
le asigna la martingala continua H - M dada por

O

n

(H - M)t = Z Ai (Mt/\ti - thti,l) .

i=1

Notemos que en efecto H - M es una martingala acotada en Ly. Si C' es una
cota para H, entonces

(H-M), <CM,
por lo que
E((H-M)]) < CE(MZ).
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Por otra parte, si s < t, digamos que s € (t;—1,%;] y t € (tj—1,t;]. Entonces
E((H M), — (H- M), | %)

= NE(Mi,,, — My | )+ Y E(N (Mins, — My, ) | F5)
1=i+2
=0.

De hecho, podemos calcular exctamente la norma de H - M en Hs: notemos
que, por ortogonalidad de los incrementos de las martingalas cuadrado integrables

|H - M, = B((H M%)

n 2
=E Z)\i (M, — Mti_l)]
=1
~E <Z A2 (M, — Mti1)2> .
=1

Al utilizar aditividad de la esperenza, podemos calcular cada sumando al condi-
cionar por .%;, ,, notando que

E( (My, — My,_,) ’%H) =E(Mi - M}
=E((M),,

7

%,1)
Fi ).

1

- <M>ti—1

Se concluye que

V- M, = E(ZA? (M), — <M>t,»,_1]> - E( / N Hsd<M>s> — 100

i=1

Vemos entonces que la asignacién H — H - M preserva la norma.
De hecho, podemos probar aiin més: que para cualqueir N € Hs se tiene que
(H-M,N)y=H-(M,N). En efecto, probemos que si s < ¢ entonces

E(N,H - M, — N,H - M, | Z,) =E(H - (M,N), — H - (M,N), | Z,).

Al incluir a s y a t dentro de la particion que define a H, podemos suponer que
s =t; <t; =t. Primero simplificamos al lado izquierdo al escribir

E(N, H - M, — N.,H - M,, | F,)
=E(N,H M, — Ny,H-M,, + Ny,H- M, — N, H - My,

7).
Puesto que H - M es martingala, vemos que entonces

E(Ny,H-M;, — Ny H - My, | F,) =E(Ny,H- My, — Ny H- My, | F,).
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Ahora sustituimos la definicién de la integral estocastica elemental para obtener

0 1<i
E( (Ng, — Ny, M, — M, Fy ) = - .
((Ney = Ne) A (M = Mo,) | 1) {E(thm (My, — My, ) | F,) i<1<j

J
E(Ny,H- M, — N,H - M, | #,) = E( > (Vi = No) (M, — My,_,)
=1

Al utilizar el cardcter martingala de M se obtiene:

Asi:
J
jti) = Z E(th)‘l (Mtz - Mtl—l) ‘jtl)
I=i+1

E(Ny, H - My, — N, H - My,

Al separar el incremento y condicionar por .%;, y por %, , obtenemos
E(Ne, At (My, — My, ) | F,) = E(Ney MMy, | F,) — E( Ny MMy, | F,)

Finalmente, al utilizar la propiedad caracteristica de la covariacién y al condicionar
por #;,_, se obtiene

E(Ntl,/\lMtz, |ytz) _E(Ntl—l)\lMtl—l |<gtz) = E()‘Z<M7 N>tl |yt7,)
Se concluye que

j
Fr) = Y E(N(M,N)y, | F,)
l=i+1

:]E(H<M,N>t] —I{<J\4,J\7>t1 |gtz)

E(N;,H - My, — N, H - My,

TEOREMA 3.3. La asignacion H — H - M se extiende a una isometria de
Lo(M) en el subespacio de los elementos de Ho que comienzan en cero. Ademds
H - M es tinico elemento de Ho nulo en cero tal que para toda N € Hy

(H-M,N)y=H-(M,N).

En particular (H-M) = H?-(M). Finalmente, siT es un tiempo de paro el proceso
1jo,7) definido por (t,w) — Lpwy<¢ pertenece a Lo(M) y

(LomH) M=(H-M)" =H -M".

DEMOSTRACION. Notemos que H — H - M es una aplicacién lineal de & en
H,. (M4s precisamente, su imagen consta de martingalas que comienzan en cero.)

Si H € Lo(M), sea H,, una sucesién de elementos de & que convergen a H en
Ly(M). Entonces

HHn M — Hy, - MHHz = H (Hn - HM) ) M”Hz = HHn - Hm||L2(M)
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por lo que la sucesién (H,, - M) es de Cauchy en Hs. Al ser Hy un espacio de
Hilbert, existe un elemento H - M de H, tal que H,,- M — H - M. Por otra parte,
si H} y H2 son dos sucesiones que convergen a H en Lo(M) entonces

[Hy, - M — Hy - M|, = [|Hy, — Hy | Lyary = 0.

Concluimos que H - M no depende de la sucesiéon de elementos que aproximen a
H y entonces H - M es una extensién de la integral estocéstica elemental a Lo(M)
heredando asf la linealidad y la propiedad de ser isometria.

Si ahora N,M € Hy y H € Lao(M), sea H, una sucesién de procesos en &
que converge a H en Lo(M). Puesto que H, - M — H - M en Hs, vemos que
(H,, - M)>_ N2, converge a (H - M)>. N2 en L;. Por otra parte, de la desigualdad
de Kunita-Watanabe se obtiene

1/2
E(|[(H, = H) - (M, N)],]) < B([|H, — H| - (M) (N)12)
<[ (Hn = H) - M| 11, [N || 122,

por lo que (H, - (M,N)),
se deduce entonces que (H - M)> N2 — H - (M, N) es una martingala, por lo que
(H-M,N)=H-(M,N).

Sea M € H, nula en cero y tal que

(M,N)=H - (M,N)

converge a (H-(M,N)), en L;. Al pasar al limite,

para toda N € H,. Entonces
(M) =H®- (M) = (H-M).
Sin embargo, también de deduce que
(M,H -M)=H-(M,H-M)=H*M),

por lo que se deduce que
(M —H-M)=0.
Asi, M y H - M son indistinguibles.
Finalmente,si T" es un tiempo de paro entonces 1yg 7] € Lo(M). Por una parte,
vemos que

(LjoH - M,N)=1;gH-(M,N)=H-(M,N)" =H-(M",N).
Se concluye que 1jgH - M = H - M T Ademsés, vemos que
(H-M)" Ny =(H-M,N)" = H-(M,N)T = H-(MT,N),
por lo que también 1 H - M = (H - M)T. a

Las siguientes propiedades son tutiles para probar propiedades de la integral
estocastica y ampliar a los posibles integrandos e integradores.

PROPOSICION 3.5. Si M € Hy, H € Ly(M) y K € Ly(H - M) entonces HK €
Ly(M) y K- (H-M)=KH- M.
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DEMOSTRACION. Notemos que por el Teorema 3.3
K?H?d(M) = K2d(H - M).
[0,00) [0,00)

Se concluye entonces que K H € Ly(M).
Por otra parte, notemos que si N € Hsy entonces

(K- (H-M),Ny=K-(H-M,N)=K-(H-(M,N))=KH-(M,N).
Por el Teorema 3.3 concluimos que K - (H - M) = KH - M. O

2.2. Construccion de la integral estocastica mediante el teorema de
representacién de Riesz.

3. La integral estocastica respecto de semimartingalas

En esta seccién extenderemos en dos etapas el resultado de existencia de la in-
tegral estocdstica al caso de las semimartingalas (pasando primero por martingalas
locales) mediante el método de localizacién.

Sea M una martingala local continua y

T,=inf{t>0:|M| >n6 (M) >n}.

Notemos que M7T» € Hy.
Comencemos con la definicién del espacio de integrandos.

DEFINICION. El espacio L¥¢(M) se define como la clase de procesos estocasticos
progresivamente medibles K para los cuales existe una sucesién de tiempos de paro
(Sn) tal que S, < Sp41, S, — oo casi seguramente y

E(/OS" K’ d<M>S> < .

Si K es continuo y adaptado, entonces K € L¥°(M). Esto sucede pues si
Sp=inf{t >0:|Ks| >né (M)s >n}

entonces por continuidad tanto K como (M) son acotados en [0,n A S, ] y entonces

nASy
E(/ K2 d<M)5> <nt
0

De hecho, este ejemplo es un caso particular del siguiente.

DEFINICION. Un proceso progresivamente medible K es localmente acotado
si existe una sucesién de tiempos de paro (S,,) tal que S, < Sp11, S, — oo casi
seguramente y K" es acotado.

EJERCICIO 3.2. Pruebe que si M es una martingala local continua y K es
localmente acotado entonces K € L¥°(M). Dé un ejemplo de proceso localmente
acotado que no sea continuo.
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TEOREMA 3.4. Sea M una martingala local continua y H € LY(M). Entonces
existe una unica martingala local continua que se anula en cero, denotado H - M
tal que para cualquier martingala local continua N

(H-M,N)y=H-(M,N).

Al proceso H - M se le da el nombre de integral estocéastica de H respecto
de M.

DEMOSTRACION. Respecto a la existencia, considere una sucesién (S,) de
tiempos de paro como en la definicién de L¥¢(M). Puesto que M T ¢ Hy y
H5""Tn € Ly(M), podemos considerar a I,, = H%Tn . M2 Tn Por la propiedad
de localizacién, vemos que [ SQ?T" = I, y como S, AT, — oo casi seguramente,
podemos definir a H - M mediante

H-M), = lim I,(t).
Por construccién, (H - M )S" = I,, por lo que la propiedad caracteristica de la
integral estocastica nos dice que si N es una martingala local continua y

R, =inf{t > 0: |N; >n}
entonces
<H . M, N>S”/\T,,L/\R” _ <IS"/\T"7NR"> — HS'n/\TrL . <MS”/\T"7NR"> S H- <M7 N>

(Note que sobre el conjunto ¢t < S, AT, A R,,, la integral fot H,d(M, N), esta bien
definida. Como la unién sobre n de dichos conjuntos tiene probabilidad 1, se ha
mostrado que la integral de Riemann-Stieltjes estd bien definida casi seguramente.)

La unicidad se sigue del siguiente argumento: si I es una martingala local
continua nula en cero tal que para cualquier otra martingala local continua N se
satisface (I, N) = H - (M, N) entonces (I) = H? - (M) = (I, H - M). De aqui se
concluye que (I — H-M) = {I)+(H-M)—2(I,H- M) =0. Puestoque I — H-M
es nula en cero, la Proposicién 3.3 nos dice que I y H - M son indistinguibles. [J

La integral estocéastica satisface la propiedad de detencién y de aditividad que
en el caso de martingalas acotadas en Ly. La prueba se deja como ejercicio.

Pasemos ahora al caso de las semimartingalas. Sea X una martingala local
continua con descomposicién canénica X = Xo+M + A donde M es una martingala
local continua (nula en cero) y A es un proceso continuo de variacién acotada
en compactos. El espacio adecuado de integrandos lo conformaran los procesos
predecibles localmente acotados. Si K es un tal proceso, se define la integral
estocastica de K respecto de X, denotada por K - X, como el proceso estocastico
dado por

(K-X),=K-M+K-A.

Notemos que K - X es una nueva semimartingala. El siguiente resultado resume
las propiedades més importantes de la integral estocéstica.
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TEOREMA 3.5. Sean X = Xg+ M + A una semimartingala continua, y H, Hy,
y K procesos progresivamente medibles localmente acotados. Entonces

(1) K-(H-X)=KH-X,
(2) si T es un tiempo de paro entonces 1o H - X = (H - )" =H-XT,
(3) si H € & tiene descomposicion H =y Nily, 4+, entonces

(H . X)t = Z)‘l (Xt1 - Xti—l)

(4) si H, — H uniformemente en compactos en probabilidad y |H,| < K
entonces H,, - X — H - X uniformemente en compactos en probabilidad,

(5) y si H es continuo por la derecha y A,, es una sucesion de particiones de
[0,t] cuya norma tiende a cero entonces

t
/0 H,dX, = nli_{r;O; Hy o (Xe, — X))

en probabilidad.

DEMOSTRACION. Las primeras 3 propiedades son vélidas para ambas inte-
grales por lo que lo son para la integral estocastica respecto de semimartingalas.

Supongamos que H,, — H uniformemente en compactos en probabilidad y que
|H,| < K. Sea

Sp=inf{s>0: K;>n/26(M)s >né |Ms| >n}At.
Notemos que lim,_ s S, = t. Fijemos § > 0 y sea n tal que
P(S, <t)<$¢

y notemos que |H,,(s) — H(s)| < n para toda m si s < S,,. Puesto que M°» € H,
y (H — Hm)s" € Ly(M5") vemos que

Sn
E(sup |(H - M), = (Hp - M),| 2) < 4E</ |H — Hp| §d<M>s> “m—oo 0
s<S, 0

por el teorema de convergencia acotada pues
Sn
/ |H — H,,| 2d(M), < n3t.
0
Puesto que

]P’(sup \(H - M), — (Hm~M)s|)

s<t

1
sp<s:r<t>+52E(sup |<H-M>S—<Hm-M>52>,

s<Sm
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vemos que
limsupIF’(sup |(H-M), — (Hp - M)s|> <46
m— o0 s<t
para toda § > 0, por lo que de hecho H,,- M — H-M uniformemente en compactos
en probabilidad.
Si H es continuo por la izquierda, podemos aplicar el resultado del parrafo
anterior a la sucesion H,, dada por

Hy(t) =Y H(ti1) 1,1, (t)
A’”
que estd acotada por H. O

4. La férmula de Ito

En esta seccién probaremos una version estocastica de la regla de la cadena
para la integral de Riemann-Stieltjes. De hecho, ya hemos probado una versién para
el movimiento browniano, misma que generalizaremos a martingalas continuas. La
demostracién que daremos no serd una generalizacién de la que ya vimos para
el movimiento browniano sino que, como en el caso de la integral de Riemann-
Stieltjes, nos basaremos en (una versién estocdstica de) la férmula de integracién
por partes.

TEOREMA 3.6 (Férmula de integracién por partes). Sean X yY semimartin-
galas continuas. Entonces

XY =XYo+X - Y+Y - X+ (X,Y).
En particular, X? = 2X - X + (X).

Si M y N son dos martingalas locales continuas, ya sabiamos que M N — (M, N)
es una martingala local continua. Lo que nos da la férmula de integracién por
partes es una representacion explicita de dicha martingala en términos de integrales
estocasticas.

DEMOSTRACION. Se hard por aproximacién. Sea A, una sucesién de parti-
ciones de [0, ¢] cuyo paso tiende a cero. Puesto que

XY, — XoYo =>_ (Xo.Ys, = Xo, Vi)

Ay
:ZKFI (Xti - Xti—l) + Xti—l (Yrtl - ni—l)
Ay,

+ (Xti - th'71> (}/tb - }/ti—l) )

podemos tomar el limite conforme n — oo para concluir la férmula de integracién
por partes, gracias a los teoremas de aproximacién de la integral estocéstica y de
la covariacion. |
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Si X = (Xl, . ,Xd) es un proceso estocistico con valores en R? tal que cada
componente es una semimartingala continua, decimos que X es una semimartin-
gala vectorial. Si F' : R? — R es dos veces diferenciable y ¢! € R denota al
i-ésimo vector de la base candnica que tiene todas las entradas iguales a cero salvo
la i-ésima igual a 1, denotaremos por D;F a la derivada de F en la direccién e.
La notacién D; ;F se utilizara para D;(D;F), misma que se abreviard como D?
cuando i = j. Cuando d = 1, se utiliza la notacién D y D?.

TEOREMA 3.7 (Férmula de 1td). Sea X = (Xl, . 7Xd) una semimartingala
vectorial y F : R? — R de clase Cy. Entonces el proceso F(X) = (F (X))o s
una semimartingala real con descomposicion

d
F(X)=F(Xo)+ Y DiF(X, Z D;;F(X)- (X', X7),
i=1 i,j=1

Esta descomposicién de F'(X) se conoce con el nombre de férmula de 1t6 y
usualmente se escribe de la siguiente manera:

7 i J
F(X) = F(Xy) +Z / axl ) dX? + Z / 8%8% o) d(XT, X7,

DEMOSTRACION. Haremos primero el caso d = 1. Primero notamos que si la
férmula de It6 se satisface para F'y «, 5 € R entonces se satisface para aF + 8y
para la funcién G : R — R dada por

G(z) = 2F(x)
Supongamos que
F(X)=F(Xo)+DF(X) - X + %DQF(X) (X).
La férmula de integracién por partes nos dice que
XF(X)=XF(Xo)+ X -F(X)+ F(X) - X+ (X, F(X)).

Al utilizar la descomposicién que hemos supuesto para F'(X), vemos que
1
G(X)=XoF(Xo)+XDF(X)-X + 5XDQF(X) AX)+ F(X) - X +(X,F(X))

=G(Xo) +DG(X) - X + %DZG(X) (X).

Por lo tanto, la férmula de 1t6 se satisface para G y entonces la férmula de It6 se sat-
isface para polinomios. Sea I C R un intervalo compactoy T =inf {t > 0: X; & I}.
Entonces T es un tiempo de paro y X! es una semimartingala continua que per-
manece en . Puesto que F' € (5, existe una sucesién de polinomios pg, k > 1
tal que D?py, Dpy v pi convergen uniformemente en I conforme k — oo hacia
D?F,DF y F. Al utilizar el teorema de convergencia acotada para la integral de
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Lebesgue-Stieltjes y el teorema de continuidad para la integral estocastica, vemos
que la férmula de It6 se satisface para F. El caso d-dimensional sélo difiere en
necesitar una notacién mas complicada. O



CAPITULO 4

Aplicaciones a la integral estocastica

En este capitulo estudiaremos las aplicaciones a la teoria de integracion es-
tocastica desarrollada en el capitulo anterior.

1. La exponencial estocastica

Comencemos con la construccién de la exponencial estocastica de una martin-
gala local continua M.

TEOREMA 4.1. Eziste un tnico proceso continuo y adaptado &(M) tal que
t
EM), =1 +/ &(M), dMs.
0

Se tiene la formula explicita
E(M), = M=z (M),

DEMOSTRACION. Sea & (M), = eMe=3(M)e Al aplicar la formula de Itd con
la funcién f(z1,z2) = €*~¥/2 y con la semimartingala vectorial X = (M, (M)),
vemos que

(M), = 1+/0 (M), dM, _/0 SEON), dM), + %/0 (M), d(M),,

por lo que &(M) satisface la ecuacién diferencial estocdstica anunciada.
Por otra parte, notemos que & (M) > 0, por lo que podemos aplicar la férmula
de Ito y concluir que

EM); " =1- /t (M), dM, + /t EM)T d(M),.

s
0 0

Supongamos que X es continuo, adaptado y satisface la ecuacién diferencial es-
tocastica

t
Xt:1+/ X, dM,.
0

68



2. El teorema de caracterizacion de Lévy 69

Entonces la férmula de integracién por partes nos permite deducir que

X;EM); =1+ /t X &M (d(M)s — M)
0

t t

+/ X E(M); dMS—/ X &M d(M),
0 0

-1

Por lo tanto, concluimos que X = &(M). O

2. El teorema de caracterizacion de Lévy

En esta seccién haremos una primera aplicaciéon de la férmula de It6 a los
procesos estocasticos. Recordemos que un proceso de Lévy es un proceso con
trayectorias cadlag que comienza en cero y que tiene incrementos independientes
y estacionarios. Como en el caso browniano, se prueba que si el proceso de Lévy
estd definido en un espacio de probabilidad completo entonces su filtracién com-
pletada satisface las hipdtesis habituales. El problema que nos plantearemos es el
de caracterizar a todos los procesos de Lévy con trayectorias continuas. Sea X un
tal proceso de Lévy. Ahora veremos que entonces X; € L, para toda p > 1 y que
por lo tanto E(X;) = tu donde p = E(Xy), que Var(M;) = to? donde 62 > 0 y
que por lo tanto el proceso M dado por M; = X; — tu es una martingala continua
con variacién cuadrédtica (M); = ot. El teorema de caracterizaciéon de Lévy, que
enunciaremos a continuacién nos permite entonces verificar que si o > 0 entonces
M /o es un movimiento browniano. Asi, todos los procesos de Lévy con trayec-
torias continuas tienen la forma oB; + pt donde B es un movimiento browniano.
Probemos ahora que X; € L, para toda p > 1. En efecto, sean

T():t y Tn+1 :Hlf{tzTn |Xt*XTn| Z 1}

Entonces T7 > 0 casi seguramente pues X tiene trayectorias continuas. Por otra
parte, la propiedad de Markov fuerte de X nos dice que las variables T7 — Ty, To —

T1,... son independientes e idénticamente distribuidas. Asi, si definimos
a= E(e_Tl) ,

se tiene que « € [0,1) (pues a = 1 dirfa que T} = 0 casi seguramente) y
E(e_T") =a".

Por otra parte, notemos que por definicién ’X T"‘ < n y por lo tanto
P(|X:| >n) <P(T, <t) <ela™
Finalmente, puesto que para p > 1,

E(|X,| ?) :/ prP'P(|Xy| > 2) <) p(n+1)P e < oo
0

n>0
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Veamos ahora que E(X;) = tE(X;) y que Var(X;) = tVar(X;). El argumento
es el mismo en ambos casos y se reduce a la linealidad de soluciones continuas
por la derecha a la ecuacion funcional de Cauchy. Esto es, notemos que de he-
cho hemos probado que sup,., E(|X;|?) < oo para toda p > 1. Esto nos dice
que las colecciones de variables aleatorias {X,:s <t+1}y {X2?:s5<t+1} son
uniformemente integrables. Puesto que X es continuo por la derecha, entonces
las funciones s — E(X;) y s — Var(X;) son continuas por la derecha. Por otra
parte, por linealidad de la esperenza y puesto que los incrementos son estacionarios,
vemos que

E(Xits) = E(Xy) + E(X,) .

Ademids, puesto que los incrementos son estacionarios e independientes, observamos
que

Var(X4s) = Var(X;) + Var(X,) .
Asi, se tiene que E(X;) = tE(X;) y Var(X;) = tVar(Xy).

TEOREMA 4.2 (Teorema de caracterizacién de Lévy). Sea M wuna martin-
gala local continua con variacion cuadrdtica (M), = t. Entonces M es un (F)-
movimiento browniano.

DEMOSTRACION. Aplicaremos la versién compleja de la martingala exponen-
cial. Esto es, para u € R, consideremos a

@@(,Lth) _ eith-i-th/Q’

que es una martingala local compleja. Es decir, su parte real y su parte imaginaria
son martingalas locales como se puede verificar facilmente. Por tener trayectorias
acotadas en compactos, vemos que & (iuM) es una martingala compleja (y no sélo
local). Por lo tanto, se sigue que para s < t:

E(eith—i-uzt/Q ‘y) — oM tu’s/2
por lo cual para todo A € %
E(lAeiu(Z\/ltfﬂlg)) — E(14) o—ui(t=s)/2.

Se sigue que si P(A) > 0, entonces bajo la medida P(- | A), My — M tiene la misma
funcién caracteristica que una variable gaussiana centrada de varianza t — s y por
lo tanto la misma distribucién. Asi, para todo C € Hg:

P(A, M, — M, € C) = P(A)P(B,_, € C).

Notemos que la férmula anterior sigue siendo vélida si P(A) = 0. Se concluye que
M; — M, es independiente de % y que M es un (%;)-movimiento browniano. O
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3. Martingalas locales continuas como cambios de tiempo del
movimiento browniano

El objetivo de esta seccién es probar que toda martingala local continua un
movimiento browniano cambiado de tiempo.

Para esto, comenzaremos primero con nociones generales sobre cambios de
tiempo.

DEFINICION. Sea C' = (Cy,t > 0) un proceso estocéstico con trayectorias cad y
no decrecientes. Decimos que C' es un cambio de tiempo si C; es un (%;)-tiempo
de paro para toda t > 0.

Podemos entonces definir a la filtracién cambiada de tiempo (%, > 0) donde
Fy = F¢,. Notemos que si X es un proceso (& )-progresivo entonces el proceso
cambiado de tiempo X dado por X; = X¢, es adaptado a (%).

PROPOSICION 4.1. Si (%) satisface las condiciones habituales entonces (%)
también las satisface.

DEMOSTRACION. Si .4 es la clase de los conjuntos P-nulos entonces .4~ C %,
para toda s > 0. Si A € A4 entonces

AJW{C% S S}(:/L

por lo que AN{C; < s} € %, y por lo tanto A C .%,.
Notemos que

mjfﬁ: m{Aeﬁ:Aﬁ{Cf/%gs}eﬁﬂ para toda s > 0}.

e>0 e>0

Puesto que C' es continuo por la derecha, si A € j}% para toda £ > 0 entonces

oo
An{Cy < st =] AN {Cryrym < s}
n=1
Por continuidad por la derecha de (%), se sigue que AN{C; < s} € .Z; por lo que
A € Z;. Se concluye que (%) es continua por la derecha. a

Ahora veremos cémo se transforman las martingalas locales continuas y las
integrales estocédsticas ante cambios de tiempo. Para esto, notemos que una mar-
tingala local continua M no necesariamente se convierte en otra ante cambios de
tiempo. Por ejemplo, si Cy = inf {s > 0: My >t} (donde M es una martingala
local continua que oscila como el movimiento browniano, para que C; < oo casi
seguramente) vemos que M¢, = t. Este tltimo proceso claramente no es una mar-
tingala. Es mas, puesto que los cambios de tiempo en general son discontinuos,
vemos que el proceso M o C' podria serlo también. La siguiente condicién técnica,
que evita estas dos situaciones, resulta ser suficiente para que una martingala local
continua se convierta en otra ante cambios de tiempo.
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DEFINICION. Sea X un proceso estocastico y C un cambio de tiempo. Decimos
que X es C-continuo si X es constante en el intervalo [C;_, Cy] para toda t > 0.

TEOREMA 4.3. Sea C un cambio de tiempo tal que Cy < oo para toda t > 0
casi sequramente y sea M una martingala local continua C-continua. Entonces
M es una (ﬁt)-martingala local continua. Si N es otra martingala local continua
C'-continua entonces la covariacion entre M y N es <m> En particular, (M) =
(J\Z}. Si H es un elemento de LY°(M) entonces H € LY(M) y

H-NM=H-M.

DEMOSTRACION. Puesto que M es C-continua se sigue que M es un proceso
estocdstico continuo y adaptado. Si T es un (%;)-tiempo de paro que acota a M,
definamos a

T=if{t>0:C,>T}.
Puesto que M7 es una martingala local continua y acotada, se sigue que es una
martingala continua y acotada por lo que

E(MCt/\T ’js> = Mc_nr.

Puesto que M es C-continua se sigue que M es constante en el intervalo [Cy_, Cp]
que contiene a [T, C;]. Vemos que entonces

Me,nr = Mc, ..

Se concluye que M7 es una martingala acotada y que por lo tanto M es una
martingala local continua.

Si N y M son martingalas locales continuas y C-continuas entonces M N es
C-continuo. Como los intervalos de constancia de M coinciden con los de (M),
vemos que (M) es C-continua. Por el mismo argumento (N) es C-continua y por la
férmula de polarizacién, (M, N) es C-continua. Asi, la martingala local continua
MN — (M, N) es C-continua. Por la conclusién del parrafo anterior, vemos que
MN-— (m> es una martingala local continua. Se concluye que (M, N) = <m>

Finalmente, sea H € LY°(M). Puesto que (H - M) = H? - (M), vemos que
H - M es constante en cualquier intervalo en el que (M) lo sea. Por lo tanto,
H - M es C-continua. Concluimos que H - M es una ﬁt—martingala local continua

—_—
con variacién cuadratica H - (M). Si (T,) es una sucesién de tiempos de paro que
crece casi seguramente a oo y tales que

]E(/OT" Jig d(M)) < o0,

aplicamos el cambio de tiempo a la integral de Lebesgue-Stieltjes para obtener

Tn Cra
/ H?*d(M) = H2d(M).
0 0
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Como C;nl es un tiempo de paro respecto de (jt) (pues esta filtracién es continua
por la derecha y

{C;,Ll < 8} = {Tn < Cs} S ycs = ﬁs)

y C;nl — o0 puesto que C; < oo para toda t > 0, concluimos que H e LIQOC(M).
Por otra parte, vemos que

(H-M,H-N)=H-(H-M,NM)=H-(H-MM)

)

—H-H-(M)=H-H-{M)=H* (M)

Vemos entonces que H-M— H- M es una (Z)-martingala local continua de
variacién cuadratica nula y se concluye que H - M y H - M son indistinguibles. [

TEOREMA 4.4 (Dambis-Dubins-Schwarz, [DS65, Dam65]). Sea M una mar-
tingala local continua nula en cero y tal que (M)s = o0o. FEntonces existe un
movimiento browniano 3 tal que My = Bz, -

DEMOSTRACION. Puesto que (M)o, = oo, su inverso continuo por la derecha
(M)~! es finito casi-seguramente. Ya que M y (M) tienen los mismos intervalos de
constancia y que [(M);*, (M);] es un intervalo de constancia de (M), se sigue que

M es (M)~ !-continua. Concluimos del Teorema 4.3 que 3 es una (Lg‘it)—martingala

local continua de variacién cuadratica (M) o (M)~L. Puesto que (M) es continuo,
entonces (M) o (M)~ y por lo tanto 3 es un movimiento browniano como afirma
el Teorema de Caracterizacién de Lévy. Ademds, se afirma que M = o (M). En
efecto, notemos que Bo (M) = Mo (M)~1o(M). Por otra parte, como [t, <M><7A}I>t]
es un intervalo de constancia para (M) (por ser no-decreciente), también lo es para
M y por lo tanto:
M = M(M);;m - 5<M>t~ O
El teorema anterior es la clave para ver que ciertos procesos de interés son
soluciones a ecuaciones diferenciales estocdsticas. (Posteriormente, analizaremos a
profundidad la ecuacion diferencial estocastica satisfecha por la norma al cuadrado
del movimiento browniano en dimensién 4.) También hay una versién del teorema
anterior que no utiliza la hipdtesis de que la variacién cuadratica sea infinita. Sin
embargo, el movimiento browniano se encuentra entonces en una extensién de
nuestro espacio de probabilidad. Ademads, hay una versién multidimensional del
teorema anterior conocido como Teorema de Knight.

TEOREMA 4.5 ([Kni71]). Sean M, ... M™ martingalas locales continuas tales
que (M%), = 00 y (M*, M7) = 0. Entonces existe un movimiento browniano n-

dimensional 8 = (B*,..., ") tal que M' = %o (M")~1.

Para comprender la complicaciéon de este teorema sobre el de Dambis-Dubins-
Schwarz, notemos que si para cada i definimos a 3° = Mo (M)~! y a &} =
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F (aiy-1, entonces [% es un (gt’)—movimiento browniano. Lo que no queda claro es
t

si hay alguna filtracién (¥;) para la cual 5 sea un (% )-movimiento browniano o si al
menos (1,..., 3" son independientes. Sin embargo, hay un caso més sencillo en el
que podemos dar una prueba similar a la del teorema de Dambis-Dubins-Schwarz:

COROLARIO 5 (Kunita-Watanabe, [KW67]). Sean M*,..., M™ martingalas
locales continuas tales que (M%) o = 0o, (M*, M7}y =0y (M*) = (M’). Entonces
existe un movimiento browniano n-dimensional § = (517...,ﬁ") tal que M* =
Blo (MH)~L,

Aunque la hipétesis parezca demasiado restrictiva, este teorema es tutil pues
ayuda a estudiar la liga entre el movimiento browniano en el plano y el analisis
complejo.

PRUEBA DEL TEOREMA DE KNIGHT (TEOREMA 4.5). Analizaremos la prueba
de [CY80].
Definimos a
Bl =Mo (M)
sabemos por el teorema DDS que cada ¢ es un movimiento browniano. Ahora
veremos que son independientes. Para esto consideraremos una particion 0 = tg <
-+ < by, Yy mostraremos que

e 3 Tia S () -t = E(ei Shor T50 M (5 _ﬁfj—1)> .

Esto muestra que §, ..., 3" son independientes.
Para realizar el célculo de la esperanza denotemos por A* a (M*) y consider-
amos a

fe(t) = Z V3 TP
=1

asi como a

n
N:£<i2fkoAk .Mk> :

k=1
al utilizar la hipétesis sobre la covariacién de M* con M7, vemos que

Nt = CiZ;cl:l otfk(Alsc)de_% fffk(AIsC)Qd(Mk)S.
Al ser N una martingala local continua y acotada, es de hecho una martingala
acotada y por lo tanto tiene un limite casi seguro y en L; que satisface
E(Nao) = E(No) = 1.

Por otra parte, al utilizar el teorema de cambio de variable para las integrales
estocdsticas (cf. Teorema 4.3) y de Riemann-Stieltjes, vemos que

/ " fe(AR) k= / " fuls) gt
0 0



4. La norma del movimiento browniano en R% 75

| sy oty = [ gts
0
Se concluye que

N = ¢ Thor TP M (88 -85 )+ i 7L () -t

lo cual termina la prueba. ]

4. La norma del movimiento browniano en R¢

Sea B = (Bl, e Bd) un movimiento browniano y definamos a

d
Zy= |17+ B> =Y (wi + BY)”.

i=1
Al aplicar la férmula de Itd con la funcién f(§) = ||Z + 7]|* a la semimartingala
vectorial B, vemos que

d t
Zt:f(Bt):x—i—Z/ 2 (z; 4+ BL) dB. +dt

donde z = ||Z]|?. Definamos a

d t
M, = Z/ 2 (; + B) dB..
i=170

Entonces M es una martingala local continua con variacién cuadratica

d t
Z / 47 ds.
i=1"0

Sea ahora h : R — R una funcion de clase C5. Entonces

h(Zi) = h(z )+/th’(Z ) dZs+;/Oth”(Zs)4sts

/h’ ) dMj +/h’ VO + h'(Zs) 27 ds.
Vemos entonces que si
2zh" (z) + 6/ (z) =

entonces h(Z) serd una martingala local continua. Por otra parte, al probar fun-
ciones de la forma h(x) = x%, vemos que si § # 2 entonces

h(z) = 21 7%/2
satisface la ecuacion diferencial anterior mientras que cuando § = 2, la funcién
h(z) =logx
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lo hace. Sean 0 < r < x < Ry definamos a T;. g como la primera vez que B sale
del anillo {#: r < ||#|? < R}. En otras palabras, definamos a

T, =inf{t>0:2,<r}, TR=inf{t>0:2, >R} y T.p=R.AT"

Notemos que T, r < 0o casi seguramente puesto que las variables || B, 1 — Bn||2
son independientes e idénticamente distribuidas y P(||B1|? > 2R) > 0. Por Borel-
Cantelli, casi seguramente existe n tal que ||B,1+1 — B> > 2R y para dicha n
forzosamente se sigue que 7, g < n.

Puesto que h(Z T“R) es una martingala local continua acotada, es una martin-
gala uniformemente integrable y por lo tanto

h(z) = E(h(Zo)) = E(h(Zr, ) = h(r) p+h(R) (1 —p) donde p=P(T, <Tr).

Se sigue que
1-6/2__1-5/2
W 6 #2
P(T, < Tg) =

log R/x _
log R/r 0 =2

Puesto que las trayectorias de Z son continuas, se sigue que Tr — oo conforme
R — 0. Se deduce
1 6<2

(2)'7°2 52

T

P(T, < o0) = {
Por otro lado, puesto que T;. — Ty conforme r — 0 entonces vemos que

0 0>2

1- ()7 s<2

P(To < Tgr) = {
Notese que se ha utilizado § < 2 en vez de § = 1. Esto se sigue de que es posible
definir a un proceso que actiie como la norma al cuadrado del movimiento brown-
iano en dimensién & para cualquier § > 0. En efecto, a continuacién utilizaremos
el teorema de Dambis-Dubins-Schwarz para verificar que cuando ¢ es entero no-
negativo, entonces Z satisface una ecuacién diferencial estocdstica (parametrizada
por 0). Se utilizard esta ecuacién diferencial estocdstica para darle sentido a Z
cuando 0 no es natural. Antes de eso, continuemos con algunas consecuencias de
los calculos que hemos hecho:

COROLARIO 6. Sea B un movimiento browniano §-dimensional que parte de
cero. Si & > 2, B jamds regresa a cero. Si d < 2 entonces B regresa a cualquier
vecindad de cero y el conjunto de puntos en que se encuentra en una vecindad de
cero no es acotado. Si 6 > 2, B es transitorio.

DEMOSTRACION. Ya hemos probado que para § > 2 y x # 0 entonces x + B
jamds se anula. Apliquemos lo anterior al proceso B.;;,t > 0 donde ¢ > 0. Puesto
que B # 0 casi seguramente, al condicionar por B, vemos que B.1;,t > 0 jam&s
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se anula casi seguramente. Al ser valida esta conclusién para cualquier € > 0,
vemos que By, t > 0 jamés se anula.

También hemos visto que si § < 2 y x # 0 entonces x + B regresa a cualquier
vecindad (fija) de cero. Al aplicar esto al proceso Biin,t > 0, condicionalmente
a B, (que es casi seguramente distinto de cero), vemos que casi seguramente
Biyn,t > 0 regresa a cualquier vecindad fija V' de cero. Asi, para toda n > 1
existe t,, > n tal que B, pertenece a V' y por lo tanto, el conjunto de visitas de B
a V no es acotado.

Finalmente, si § > 2 y Z # 0 entonces ||z + By] es una martingala local
no-negativa. HEsto implica que se trata de una supermartingala no-negativa. Por
lo tanto, converge casi seguramente a un limite finito, digamos £. Por el lema de
Fatou y la autosimilitud del movimiento browniano vemos que

1 1
E <liminfE{ —— | = lim E{ ——— ) = 0. O
(©) < limin <|x+Bt||2—6> H <||x+ﬁBl||2—6>

Sean § > 2y & # 0. Puesto que Z # 0 casi seguramente, el proceso 1/2v/Z es
continuo, por lo que podemos definir al proceso 8 mediante
1
8=——-M.
27
El teorema de caracterizacion de Lévy nos dice que 8 es un movimiento browniano
y por construccién

t
(4) Z, = ||z|? +/ 2\/Z, dBs + 6t.
0

Por supuesto la ecuacion diferencial anterior tiene sentido ain cuando é no sea un
entero positivo y esta es la manera en la que consideraremos al cuadrado de la
norma del browniano J-dimensional aiin cuando ¢ no sea un entero. El tnico prob-
lema con la ecuacién anterior es que no podemos utilizar el teorema de existencia
y unicidad para ecuaciones diferenciales estocasticas puesto que el coeficiente de la
ecuacion no es Lipschitz.

Tomaremos un camino ad hoc para discutir la ecuacién (1) . Comenzaremos
por ver a Z como una soluciéon débil, que es la que se puede construir de manera
mas sencilla. Sean o(z) = 2+/[z[ y b = §1d para § > 0.

|2—6

DEFINICION. Una solucién débil a la ecuacién diferencial estocastica con
condicidn inicial x > 0, coeficiente de difusién o y coeficiente de deriva b, deno-
tada como F(z,0d), consta de un espacio de probabilidad y una filtracién (%) que
satisfaga las condiciones habituales en el que esté definido un (.%;)-movimiento
browniano § y un proceso continuo, no-negativo y (%#;)-adaptado Z tal que

t t
Zt::ch/ o(Zy) dﬂs+/ b(Z,) ds.
0 0
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Asi, para el concepto de solucién débil no estéa dado de antemano el movimiento
browniano como el caso en que los coeficientes de deriva y difusién son Lipschitz.
Recordemos que en este iltimo caso, hemos visto que la solucién es adaptada
respecto del movimiento browniano que conduce a la ecuacién, lo cual tampoco
requerimos. Mds adelante veremos ejemplos de ecuaciones diferenciales estocasticas
para las cuales hay soluciones débiles pero tal que ninguna solucién débil puede
ser adaptada al browniano que la conduce. También veremos més adeltante por
qué de hecho la ecuacién diferencial estocastica que estamos considerando admite
soluciones adaptadas.

DEFINICION. Decimos que la ecuacién E(z, ) satisface unicidad débil si cada
vez que Z y Z sean soluciones débiles se tiene que Z y Z tienen la misma dis-
tribucién.

Equivalentemente, Z y Z tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales.

TEOREMA 4.6. Para toda x >0 y 6 > 0, hay existencia y unicidad débil para
la ecuacion E(x,0).

Por lo tanto, a cualquier proceso que sea solucién débil a E(z,d) le daremos el
nombre de cuadrado de proceso de Bessel de dimensiéon § > 0 que comienza en .
La idea de la prueba consiste en transformar la ecuacién diferencial estocéstica

t
Zy ::1:+/ 2v/ZsdBs + Ot
0
para Z en la ecuacion diferencial ordinaria

Zt:x+Bf(f4ZSds+§t7

para fg Z s ds al utilizar el teorema de Dambis-Dubins-Schwarz. Como veremos, hay
existencia y unicidad para dicha ecuacién diferencial ordinaria y podemos escribir
a Z; = Fi(B) para alguna funcional medible F;. Asi, las distribuciones finito-
dimensionales de Z estan determinadas por la funcional F; aplicada al movimiento
browniano B. Por otra parte, si Z resuelve la ecuacién ordinaria entonces (modulo
un detalle técnico que tiene que ver con los ceros de Z), se tiene que Z resuelve la
ecuacion diferencial estocdstica respecto del movimiento browniano § =1/ 2/Z-B.
Este método no nos permite fijar al browniano 8 desde el inicio, por lo que sélo
produce soluciones débiles.

DEMOSTRACION. Sea B un movimiento browniano. Consideremos, para z > 0
y § > 0 a la ecuacién diferencial ordinaria

(5) Zt:x+B4f0tZ5ds+5t’
que se puede poner en la forma C; = z + B o 4C + 61d donde

t
Ct:/ stS
0
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y donde extendemos a B a R_ poniéndolo igual a cero.
LEMA 3. Hay a lo mds una solucion a la ecuacion diferencial (5).

La prueba de este lema es muy adaptada a la forma especial de la ecuacién y
se dejara al final.

Ahora podemos mostrar la existencia; lo haremos al mostrar que el método
de Euler converge. Antes que nada, notemos que por la ley fuerte de los grandes
nimeros B/t — 0 conforme ¢ — co. Por lo tanto, existe una constante K tal que
|B:| < Kt para toda t > 0. Ahora utilicemos el método de Euler: para cadan > 0,
definamos a

Cy=0 Cj =C7 +[9c+B n—l—ékyLl
0 (k+1)/n k/n 4C7 n n
y extendamos por interpolacién en cada intervalo [k/n, (k+1)/n]. Se afirma que C™
es una sucesién de funciones continuas no-decrecientes y uniformemente acotada
en compactos. En efecto, notemos que

| 1 | 1
= nln == nln
por lo que si k/n < t tenemos que
t
Cyp < / x4+ 4KC!étds.
0
Por la desigualdad de Gronwall, vemos que

OF < t(x + dt)eKs

si s € [0,t]. Puesto que C™ es uniformemente acotada en [0,¢] entonces también
es uniformemente equicontinua. En efecto, si Z" es la derivada lateral derecha de
C™, se sigue de la definicién por recurrencia de C™ que

+
201 < [2+ Boy, +1] " telk/n,(k+1)/n]

Por el teorema de Arzela-Ascoli, existe un proceso C' con trayectorias continuas
y una subsucesion ny tal que C™* converge uniformemente a C. La relacion de
recurrencia para C" se puede replantear en la forma integral:

t +
f:/ {x—i—BCn +d|ns|/n| ds
o lns)/n
y al pasar al limite vemos que
t
C, = / 2 + Be, +6s]" ds.
0

Asi, vemos que C es no decreciente y derivable, por lo que su derivada es no-
negativa, podemos omitir los valores absolutos y concluir que C satisface (5). Por
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unicidad para las soluciones a la ecuacién (5), todos los limites subsucesionales de
C™ son iguales y por lo tanto se concluye que el método de Euler es convergente a
la tnica solucién a la ecuacién (5).

Si C es tal que

t
Ct:/ x + Byc, ds + dt.
0

La derivada de C, digamos Z, es la unica solucién a (5). Ademds, puesto que
C es estrictamente creciente, entonces Z es no-negativo. Sea B un movimiento
browniano independiente de B y consideremos al proceso

1740 5
= -BodC+1z_¢- B.
b=z z=0

Entonces

1
(B) = L2205, - 4C +15_-1d=1d

y por el teorema de caracterizacién de Lévy [ es un movimiento browniano.
Ademds, por definicién, tenemos que

Z=x+2VZ B+61d,

por lo que Z satisface E(x,d) y por lo tanto, hay existencia débil para F(z, ).
Para mostrar unicidad débil para E(z,d), sea Z una solucién a dicha ecuacién
conducida por el browniano 3:

t
Z,=x +/ N7 dBs + 6t.
0

Por el teorema de Dambis-Dubins-Schwarz, existe un movimiento Browniano B
(en una extensién de nuestro espacio de probabilidad) tal que

Zt:m+Bf(f4sts+§t'

Sea Cy = fot Zsds. Puesto que Cy = 0y C es continuamente diferenciable, la dis-
tribucién de C determina a la de Z y viceversa. Por otra parte, por la convergencia
del método de Euler, C' se puede ver como el limite conforme n — oo de la sucesién
de procesos constantes por pedazos y adaptados C™ dados por

k1
Co =0 Clriym = Clianym + {w +Bacy + 5,1} —

La recurrencia, en la que substituimos a B por cualquier funcién continua f es
una funcional F,(f) tal que F,,(B) = C™. Sea F' la funcién medible limsup,, F),.
Hemos visto que F,,(B) — F(B) uniformemente en compactos casi seguramente
por lo que, para cualquier browniano B, F(B) es la tinica solucién a la ecuacién
(5). Si Z' y Z? son dos soluciones a 4 conducidas por brownianos 8! y 32 entonces
existen dos movimientos brownianos B! y B? tales que Z* = F(B"). Puesto que

B' £ B2 vemos que 2! £ 72, O
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Dejamos pendiente la prueba de un lema ad hoc para nuestra ecuacién.

PRUEBA DEL LEMA 3. Primero mostremos que Z es no-negativa. En efecto,
si existe t* tal que Z;, < 0 entonces, por la continuidad de Z, existent > 0y e > 0
tales que Z; = 0y Z < 0 en (¢, t+¢). Se afirma que entonces t > 0y Cy > 0.
Sit = 0 entonces Zp = 0 (y por lo tanto x = 0) y C' < 0 en (0,¢) por lo cual
Z =061d > 0en (0,¢), una contradiccién. Por otra parte, si C; < 0 entonces C' < 0
n (t,t+e),porloquexz =0y Zs =8§(s—t) > 0en (¢t +¢), una contradiccién.
Ahora veremos que existen t; <t <ty < t+¢ tales que Zy, > 0y Cy, = C,, lo
que implica la contradiccién

0<Zt1:I+B4Ct1 +5t1:I+B4Ct2+5t1<$+B4Ct2+5t2<0

y nos muestra que Z no puede tomar valores estrictamente negativos. La existencia
de t1 y to se sigue del siguiente argumento: puesto que t > 0 y C; > 0, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que C' > 0 en (¢,t +¢). Sea 7 la Ultima vez
anterior a t que C' estd por debajo de Cyic (por lo que 71 < t) y 72 la primera vez
después de 71 tal que C iguala a Ci, por lo que 75 < ¢. Puesto que C, — C;, =
Cy — Cipe > 0, existe t; € (71,72) tal que Z;; > 0. Pero por definicién de 7,
Cy, = C,, para alguna ty € (¢, + ¢€).

Ahora mostraremos que C' es estrictamente creciente. En efecto, la otra opcién
es que C tenga un intervalo de constancia [s,t] con s < t. Esto nos lleva a la
contradiccién

OZZ(t+S)/2 :$+B4C<t+s)/2+5(t+$)/2>l‘+B4CS +d0s=2,>0

puesto que Z > 0.

Ahora mostremos unicidad para la ecuacién diferencial ordinaria. Sean Z y 4
dos soluciones con integrales C'y C. Puesto que C Y. C son estrictamente crecientes,
podemos considerar a sus inversas I y I. Si C' # C entonces I # I. Supongamos
que existe x; tal que I, < le. Sea z( la ultima vez antes de z1 tal que I supera
al:

xozsup{m§x1 1, fo}.

Puesto que C es continuamente diferenciable y estrictamente creciente, lo mismo

lepasaale
v 1
I, = ——ds.
v /0 o+ By + 01, "

Debe de existir z € [zg, ;] tal que I/ e I’ existen y I’ < I'. Para este valor de z
tenemos que

1 1
x+B4z:I—/—§IZ>IT—5IZ:x+B4Z.

Por lo tanto I = I y C' = C. (]
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Supongamos que Z!' y Z2 resuelven las ecuaciones

t
Zi=xy + / 2/ Z1dB% + 6t
0

donde B! y B2 son movimientos brownianos independientes y Z* es adaptado re-
specto de la filtracién completada de 3. Entonces el proceso Z! + Z? satisface:

t
Z} 4+ 72 = (1 +x2)+2/ ZYdpl + 72 dp? + (6, + 6y) t.

0
Sea 3% un movimiento browniano independiente de 8% y 3% (que jugard un rol
técnico pero irrelevante). Definamos a

t 1 t 72 t
Z Z
b= [ Trzsdst [ Tl s [ 1z0ds

o VZ, 7 o VZ, 7 0

Al calcular la variacién cuadratica de 8 y utilizar el teorema de Dambis-Dubins-
Schwarz vemos 8 es un movimiento browniano. Por lo tanto, Z satisface la ecuacion
diferencial estocéstica

t
Zt:($1+x2)+2/ \/stﬁs+(51+52)t.
0

Se concluye que Z es el cuadrado de un proceso de Bessel de dimension §; +
do que comienza en xp + x2. A esta propiedad se le conoce como aditividad de
los cuadrados de procesos de Bessel. Fue introducida por Shiga y Watanabe en
[SWT3].

5. El movimiento browniano complejo

En esta seccién estudiaremos algunos resultados sobre el movimiento browni-
ano en dimension 2 y los utilizaremos para dar demostraciones probabilisticas de
algunos resultados de variable compleja.

DEFINICION. Una martingala local compleja es un proceso estocdstico Z =
X + 1Y tal que tanto X como Y son martingalas locales reales.

Un ejemplo de esto seria el movimiento browniano complejo B = B! + iB?
donde B! y B? son movimientos brownianos independientes.

Definimos la variacion cuadratica de una martingala local compleja Z =
X +4iY mediante la férmula

(Z) = (X) = (Y) +i2(X,Y).
Esta definicién esta basada en la bilinealidad de la covariacién e implica que

22— (Z) = (X*=Y? = (X) + (V) +i2(XY — (X,Y))



5. El movimiento browniano complejo 83

sea una martingala local compleja. Sin embargo, notemos que si utilizamos la
definicién de producto complejo, entonces

(Z) =P — lim (Zi, — 71, )"

De igual manera, H = H" + iH' es un proceso complejo tal que sus partes
reales e imaginarias son localmente acotadas y Z = X +14Y es una martingala local
compleja, definimos

H-Z=[H -X—-H -Y|+i[H - X+H -Y]
y, si H es continuo por la izquierda, se tiene la aproximacion

(H ! Z)t =P - ‘AHIEO;Htifl (th - Ztifl) .

Con esta definicion, vemos que si H - Z es de nuevo una martingala local compleja.
EJERCICIO 4.1. Pruebe de la definciéon que
(H-Z)=H?-(Z).

El movimiento browniano no sélo es una martingala local compleja sino que
tiene una propiedad adicional.

DEFINICION. Sea Z = X +iY una martingala local compleja. Decimos que Z
es una martingala local conforme si Z2 es una martingala local compleja.

Evidentemente, esto es equivalente a que (Z) = 0 o inclusive a que (X) = (V)
y (X,Y) = 0. Entonces, vemos que el movimiento browniano complejo es una
martingala local conforme.

El siguiente teorema representa un primer paso para probar a la invariancia
conforme de las trayectorias brownianas, que ha sido objeto de mucho estudio y
progreso reciente. Recordemos que una funcién f : C — C es entera si es derivable
en el sentido complejo. Esto es, si para todo z € C existe un complejo D f(z) tal
que

Df(z) = lim

h—0
heC

flz+h) - f(z)
- .

TEOREMA 4.7. Sea B = B! +iB? un movimiento browniano complejo y f una
funcion entera no-constante. Entonces f(B) es una martingala local conforme,
(Re f(B))oo = 00 casi sequramente y existe un movimiento browniano complejo 3
tal que

f(Bt) = f(0) + Bre f(B)), -
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DEMOSTRACION. Podemos utilizar la férmula de Itd a f(B) para escribir
f(B) = f(Bo) + Df(B) - B,

puesto que
D?f(B)-(B) =0.

EJERCICIO 4.2. Probar la férmula anterior al utilizar la definicién de integral
estocastica respecto de una martingala local compleja y la férmula de It6 en el caso
real. Sugerencia: Las ecuaciones de Cauchy-Riemann seran ttiles.

Intuitivamente, dicha férmula debe valerse al utilizar Taylor a orden 2 como
en el caso del movimiento browniano y utilizando el hecho de que la variacién
cuadrética del browniano complejo se anula. Ahora, puesto que (Df(B) - B) =
Df(B)?- (B) =0, vemos que f(B) es una martingala local conforme.

Para aplicar el teorema DDS y construir al movimiento browniano [, primero
mostraremos que la variacién cuadrética de Re f(B) tiende a infinito en infinito.
Notemos que

(Re f(B)) = [|IDf(B)||* - 1d.
Puesto que D f no es constante, existe z € C y r > 0 tal que Df no se anula en
B,(2); sea e > 0 el minimo de ||[Df||? en dicho compacto. Vemos entonces que

/0 IDF(B.) |2 ds > ¢ / P—

Ahora generalizaremos un poco nuestro resultado sobre recurrencia en el sentido
de las vecindades del movimiento browniano plano para mostrar que la integral del
lado derecho es infinita, lo cual nos dice que (Re f(B))oo = 00 casi seguramente.
En efecto, sean

To=inf{t >0:||B;—z| > r} Tont1 = inf{t > Ty, : || By — z|| < r/2}

y
T2n+2 = inf {t Z T2n+1 : ||Bt — Z” Z ’I’} .

Hemos visto que el movimiento browniano no es acotado casi seguramente. Por
lo tanto, Ty < ooy Topy1 < oo si Ta, < oo (al utilizar la propiedad de Markov
fuerte). Por la recurrencia en el sentido de las vecindades hemos visto que si
Ty, < oo entonces To,4+1 < 00. Por lo tanto T, < oo para toda n casi seguramente.
La propiedad de Markov fuerte del movimiento browniano y su invarianza ante
rotaciones nos dice que las variables By, — z son uniformes en {||Z — z|| = r/2}
para n par y en {||Z — z|| = r} para n impar. Por la propiedad de Markov fuerte
de nuevo, vemos que las variables

Tont2
/ 1.<|B,—z|<r dt

Ton+1



5. El movimiento browniano complejo 85

son iid y estrictamente positivas. Por lo tanto,

o0
/ L j2< By <r dt = 00
0

casi seguramente. En resumen,

o0
/ LjB,—z)<r = 00
0
casi seguramente.

Podemos entonces utilizar el teorema de Kunita-Watanabe para deducir que
existe un movimiento browniano 8 tal que

f(B) = f(0)+ B o (Ref(B)). 0

COROLARIO 7 (Teorema de Liouville). Toda funcién entera y acotada es con-
stante.

DEMOSTRACION. Sea f una funcién entera y acotada. Si f no fuera constante
entonces existiria un movimiento browniano g tal que

f(Bt) = ﬁ(Ref(B))t'

Esto es una contradiccién puesto que el movimiento browniano 3 no es acotado
y puesto que f no es constante hemos visto que (Re f(B))s = 00 y por lo tanto
B o (Re f(B)) tampoco es acotado. O

COROLARIO 8. Sea p un polinomio complejo. Si p no tiene raices entonces es
constante.

DEMOSTRACION. Es bien sabido cémo probar este resultado a partir del teo-
rema de Liouville. Si p no admite raices. Entonces 1/p es una funcién entera y
acotada y por lo tanto constante, por lo que a su vez p es constante. (]

A su vez, el resultado anterior permite ficilmente probar que un polinomio
complejo de grado n admite n raices complejas.

También es posible probar el siguiente teorema al utilizar al movimiento brow-
niano:

TEOREMA 4.8 (Teorema pequeno de Picard). Si f es entera y no es constante
entonces su imagen omite a lo mds un elemento de C.

Es importante permitir que se pueda omitir algiin valor, como lo muestra la
funcién exponencial, que jamas se anula. Para la prueba de este teorema y algunos
otros resultados de variable compleja, ver [Dav79].
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6. Movimiento browniano y funciones armodnicas

En esta seccién, veremos como el movimiento browniano nos permite resolver
la ecuaciéon de Poisson. El lector puede consultar un desarrollo mas a profundidad
de estos temas en [PS78] y [Doo84].

Sea § € Z, y consideremos un abierto D C R? con cerradura D y frontera
(D). Consideremos ademds una condicién de frontera de Dirichlet f: (D) — R
continua y un término que representa la fuente de calor externa g : D — R. Una
solucién a la ecuacién de Poisson es una funcién continua v : D — R de clase Cy
en D y tal que

Au(z) = —g(z) z€D
u(z) = f(z) z€d(D)
Si g = 0, la ecuaciéon de Poisson resultante se denomina ecuacién de Laplace.

Sea B = (Bl7 e ,B5) un movimiento browniano; utilizaremos a B para dar un
resultado de unicidad para la ecuacién de Poisson.

TEOREMA 4.9. Supongamos que D, f y g son acotadas y que u es solucion a
la ecuacion de Poisson. Sea

=inf{t>0:B, ¢ D}.

S

tAS

FEntonces

para toda x € D.

DEMOSTRACION. Sea M; = u(B}) + [
It6, vemos que

tAS tAS
My = u(zx) + Z/ Diu(By) dB: + / Au(By) ds —|—/ g(Bs) ds
0 0

i

g(Bs) ds. Al utilizar la férmula de

tAS

:“@)*Z/ Dsu(B,) dB?,
—Jo
donde la ultima igualdad se deduce pues u satisface la ecuacién de Poisson.

Asi, M es una martingala local. Puesto que u es continua y D es acotado, se
sigue que u es acotada. Por lo tanto M es una martingala acotada. Ademads, al ser

D acotado, se sigue que S < oo casi seguramente y por lo tanto

S S
M; — u(Bs) Jr/o g(Bs) ds = f(Bs) Jr/o g(Bs) ds,

casi seguramente y en L. Al aplicar muestreo opcional, se sigue que

E(Ms) = E(Mo)
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lo cual significa que
s
u(z) = E, (f(BS) +/ 9(Bs) dS) . U
0

El problema de existencia de soluciones a las ecuaciones de Poisson o Laplace
es mas delicado. Nos enfocaremos en el caso de la ecuacion de Laplace.

Una funcién u de clase Cs en D que satisface Au = 0 se denomina armdnica.
Ahora veremos que una funcién arménica satisface la propiedad del promedio. Sea
pr la distribucién en {z € R?: ||z = r} dada por

ur(A) =P(Bg, € A) donde S,=inf{t>0:|B| >r}.

Puesto que B es invariante ante rotaciones, lo mismo le sucede a p,.. Es por esto
que es natural pensar en u, como la medida uniforme sobre la esfera de radio 7.

DEFINICION. Una funcién u : D — R satisface la propiedad del promedio
si para todo z € D tal que {Z: || — z|| < r} C D se tiene que

u(z) = /u(x +Z) pr(Z) .

PROPOSICION 4.2. Si u es armdnica en D entonces satisface la propiedad del
promedio en D.

DEMOSTRACION. Por supuesto, esta es una aplicacién del teorema de la diver-
gencia. Sin embargo, también es instructivo probarlo con el movimiento browniano.

En efecto, al aplicar la formula de It6, vemos que u(BS ) es una martingala
acotada bajo P, si S es el tiempo de salida de la bola de radio r con centro en .
Por muestreo opcional, vemos que

u(z) =E,(u(Bg)) = /u(m +Z) pur(dz). O

La forma en la que usualmente se prueba unicidad para la ecuacién de Laplace
consiste en probar el principio del maximo, que es una consecuencia inmediata de
la propiedad del promedio.

COROLARIO 9. Si D es conexo, u es armonica en D y u se mazximiza en D
entonces u es constante en D.

DEMOSTRACION. Sea M = sup,cpu(z)y Dy = {z € D : u(z) = M}. Clara-
mente M es cerrado. Ahora utilizaremos la propiedad del promedio para verificar
que Djs también es abierto. Asf, concluiremos que Dy = 0 6 Dy = D pues D es
conexo. La hipdtesis de que u se maximice en D implica que Dys # ) lo cual a su
vez nos dice que D = Dyy.
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Sea x € Dy y r > 0 tal que Bs(x) C D. Al utilizar la propiedad del promedio
se ve que

st(O) w(x +7) do
u(zx) = T o .
B(0)

La férmula anterior nos dice que u = u(x) en Bs(x), por lo que Bs(z) C Dy;. O

Para continuar con el andlisis de existencia de soluciones a la ecuacién de
Laplace, se utilizara la siguiente proposicién.

PROPOSICION 4.3. Siu: D — R satisface la propiedad del promedio entonces
es infinitamente diferenciable y armonica.

La prueba es analitica y por lo tanto sélo se esbozara.

DEMOSTRACION. La idea es que la convolucién de u con una funcién radial
coincide con u al utilizar el promedio y al escoger la funcién radial de tal manera
que sea infinitamente diferenciable y de soporte compacto, se puede probar que u
también es infinitamente diferenciable.

Para verificar que u es arménica se hace una expansién de Taylor a orden 2, se
utiliza la simetria ante reflexiones de u, y la propiedad del promedio para ver que

0%u

0= 7/ #2 1 (di) + o(c2),
— 077 JoB.(a) =)

y por intercambiabilidad

1
22 1y (dF) = & / 72 1y (d7) = = 0
/a(Bau)) 0 Z AB(x)) 0

Para resolver la ecuacion de Laplace, supongamos que el tiempo de salida S de
la region D es finito casi seguramente cuando el browniano parte de x para toda
x € D. (Esto ocurrird si D es acotado.) Asumamos también que f es acotada, lo
cual nos permite definir a

u(z) = E,(f(BY)).
Claramente u satisface la propiedad del promedio y por lo tanto es arménica. Sin
embargo, no es inmediato ver que u sea continua y de hecho esto podria fallar.
Para obtener la continuidad, se necesita imponer una condicién de regularidad a
la frontera de D:

DEFINICION. Decimos que = € 9(D) es un punto regular para D si
P.(S=0)=1.

TEOREMA 4.10. Si D es acotado, f es continua y acotada y todo punto de
(D) es regular para D entonces la funcion

u(z) = Ex(f(BS))
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es la unica solucion al problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace en D con
condicion a la frontera f.

Por supuesto, es necesario un criterio para la regularidad de la frontera. Sin
embargo, dado lo que conocemos sobre el movimiento browniano no es demasiado
dificil probar lo siguiente: si z € 9(D) es tal que existen y € R?\ {0}, r > 0y
0 € (0,m) tal que {z € R?: |(z —x)-y| > ||z — |||yl cos(F) , ||z]| < r} € RE\ D
entonces z es regular. La udltima condicién es la llamada condicién de cono de
Zaremba.

7. La férmula de Feynman-Kac

La férmula de Feynman-Kac es introducida por Kac en [Kac49] para calcular
la distribucién F; de la variable aleatoria

t
Ay :/ v(Bs) ds
0

donde v > 0 satisface ciertas condiciones y B es un movimiento browniano. Un
caso particular es cuando v = 1(g ), en cuyo caso la distribucién de A;/t habia
sido encontrada por Lévy en [Lév39] y coincide con la llamada distribucién ar-
coseno, que es la distribucién de una variable Beta de pardmetros 1/2 y 1/2. Las
investigaciones de Kac siguen a unas anteriores de Erdos y Kac publicadas en
[EK46] y [EK47] en la que consideran teoremas limites para funcionales de cami-
natas aleatorias y ven que en ciertos casos no dependen de la distribucién de salto
de la caminata aleatoria. De hecho, el punto de vista de Kac para encontrar la
distribucién de A; es discretizar a A;, encontrar una ecuacién en diferencias para
calcular la distribucién de la aproximacion, resolverla y pasar al limite. El nombre
de Feynman aparece en la férmula puesto Kac argumenta que su método estd in-
fluenciado fuertemente por la derivacién de Feynman de la ecuacién de Shrodinger.
En [SimO05] se pueden consultar aplicaciones de la medida de Wiener a la fisica
cuantica con una discusion sobre la férmula de Feynman-Kac.

El resultado de Kac es el siguiente: argumenta que si tomamos la doble trans-
formada de Laplace de la distribucién de A; al definir

2(s, @) z/ / e ST Fy (1) dtdx
o Jo
entonces
z(s, @) :/ Y(x,s,a) dr
donde 1 resuelve la ecuacion

10%¢ B
25 (s+uv(z))yp =0
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con las condiciones

lim (z,s,a) =0,

r—+oo ‘ or

es acotaday ¢'(0+) —¢'(0—) = 2.

Nosotros nos concentraremos en la derivacién de la distribucién de A; cuando
v = 1(0100).

La formulacién moderna de la férmula de Feynman-Kac nos presenta una liga
entre ecuaciones diferenciales parabélicas y difusiones. En efecto, nos afirma (en
el caso unidimensional) que si existe una solucién u(t, z) a la ecuacién

ou ou Au
4 p= 27 - —
ot " lar T g T

para u : [0,7] x R — R donde b,0, f y v dependen de ¢ y de z y se satisface la
condicion terminal

u(z,T) = ¢(x)
entonces u estd dada por la férmula
T t
u(t’ {E) =E (/ e~ St U(th) dtzf(tl, th) dtl +e” ftT ”(th) dtl?p(XT)) ,
t

donde se asume que X satisface la ecuacién diferencial estocéastica

¢ ¢
X = 3:+/ o(s,Xs) dBs Jr/ b(z, Xs) ds.
0 0

En particular, lo anterior representa un resultado de unicidad bajo el supuesto
probabilistico de existencia débil a la ecuacion diferencial estocéstica.

Ahora veremos como probar dichos resultados, enfocandonos en casos partic-
ulares que muestren las ideas principales.

Comencemos con la liga entre el movimiento browniano y la ecuacién de calor.
Sea f medible y acotada y definamos

u(t,z) = E,(f(Bt)) .
Notemos que u(0,2) = f(z). Por otra parte, la propiedad de Markov nos dice que
U’(t - SaBs) = Ew(f(Bs) |ys) )

por lo que u(t — s, By) es una martingala en [0,t]. Por otra parte, si u fuera de
clase C5, podriamos utilizar la formula de It6 y concluir que

g s
ult — 5, By) =u(t, By) + Y / Diciu(t—r, By) dB:
i=170

S 1 S
_ / Dyu(t —r, By dr + 3 / Au(t —r, B,) dr,
0 0
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donde el Laplaciano considera sélo a las tltimas § variables. Vemos por lo tanto
que una condicién natural para que al menos u(t — s, Bs) sea una martingala local
es que u satisfaga la ecuacion de calor

ou 1

El siguiente resultado no es por lo tanto muy sorprendente.

PROPOSICION 4.4. Siu es continua en [0,00) x R?, de clase Co en (0, 00) x R%
y satisface el problema de Cauchy

ou
u(0,z) = f(x)
para alguna funcion continua y acotada f, entonces
u(t,z) = Eo(f(Bt)) .

DEMOSTRACION. Probemos primero, mediante un argumento analitico, que u
es acotada. En efecto, se afirma que para toda d >0y M > 0,

max u(t,z) < max u(d,z).
S<t<T el <M Iz <M

En efecto, sean € > 0y v(t, z) = u(t,z) — et y supongamos que v se maximiza en
el interior de [4,t] x {||z]] < M}, digamos en (¢*,2*). Notemos primero que

ov ou

E—AUZE—E—AUZ—E.
Por otra parte, puesto que v se maximiza en (t*,z*), vemos que
0
a—?(t*,x*) >0 y Av(t*,z*) <0.
Esto implica que
0
L at) — Aolr*, ") 2 0,

una contradiccién. Por lo tanto v alcanza su maximo en [4,¢] X {||z|| < M} en la
frontera para cualquier € > 0 y por lo tanto, u también. (Un argumento similar
aplica al minimo.) Al tomar el limite conforme é — 0, vemos que
sup |u(t,z)| < sup[f(z)] < oo
t<T, |z <M @
(pues supusimos que f es acotada) y al tomar el limite conforme M — oo, con-
cluimos que u es acotada.

Sea e € (0,t). Puesto que u es acotada y satisface la ecuacién de calor entonces
u(s, By—s) es una martingala en [0,¢ — €] y no sélo una martingala local. Por lo
tanto

E;(u(e, Bi—e)) = Eg(u(t, Bo)) = u(t, x) .
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Puesto que u es continua y acotada y u(0,x) = f(z), podemos utilizar el teorema
de convergencia acotada para ver que

E.(f(B:)) = u(t,x). |

EJERCICIO 4.3. Pruebe que inversamente, si definimos
1
u(t.) = B(F(B) = — 575 [ 1) fuly - ).
T t (27rt)6/2 t
donde f; es la densidad de B; cuando comienza en 0 y f es medible y satisface
[irwle ay < oc

para toda a > 0, entonces u es de clase Cs, en (0,00) x R?, continua en [0, 00) x R®
y satisface el problema (6). Sugerencia: haga el cambio de variable z = y — z en
la definicién de u y derive bajo la integral.

Generalizaremos ahora el razonamiento anterior para obtener la formulacién
moderna de la férmula de Feynman-Kac. Como se observa en [Ste01], la férmula
de Feynman-Kac se comprende muy bien cuando se comienza con el movimiento
browniano matado en un tiempo exponencial. En efecto, si T es exponencial de
parametro A e independiente de B y definimos

Bt: By t<T
A T>t

(donde A se interpreta como el estado cementerio y extendemos a cualquier funcién
real como cero en A) entonces para cualquier funcién continua y acotada se tiene
que la funcién

ult0) = Ba(£(Br)) = e MEa(f(BY))
satisface el problema de Cauchy

{MlAuAu

ot 2

En un caso mas general, consideremos a
ult,x) = By (f(By) e JiwB )

La interpretacién es que consideramos la esperanza de un Browniano matado a
tasa v(z) cuando se encuentra en el estado x. Si f es continua y acotada y v es
no-negativa entonces u es continua y acotada. Al utilizar la propiedad de Markov
vemos que

B, (£(B) e i 51

fs> =e b0 B dryt — s, B,)
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para s < t. Definamos
Ht — e fot U(BS)dS'
Si u fuera de clase C entonces la formula de 1t6 nos diria que
S S
u(t — s, Bs) = u(t,x) + / II,.Dou(t — r, B,) dB, — / I1.Dyu(t — r, By) dr
0 0

1 T S

+ 3 / I, Au(t —r,B;.) dr — | wu(t —r, B,)v(B,) I, dr.
0 0

Asi, vemos que una condicién natural para que I u(t — s, Bs) sea una martingala
local es que u satisfaga la ecuacion

ou 1 _
{é)t — 5Au=vu

u(0,z) = f(x)

Por otro lado, mostremos que hay a lo mas una solucién acotada para la ecuacién
anterior. En efecto, si u es una solucién continua y acotada a dicha ecuacién
entonces la formula de It6 nos dice que

Mu(t — s, By)
es una martingala acotada. Por lo tanto

u(t, x) = B, (I;u(0, By)) = E, (Il f(By)) -

Ahora pasaremos a la utilizacién de las ideas de Kac para la obtencién de la
ley arcoseno de Paul Lévy. Sea

t
A, :/ v(Bs) ds
0

donde B es un movimiento browniano y sea G7 la funcién de distribucion de A,
bajo la medida P, que hace que el browniano comience en z . Entonces

oo [ee] o0
/ / e~ =PV Gy (dy) dt = E, ( / e ot=AA dt) .
0 0 0

Denotaremos a la anterior esperanza por F(x) (que por supuesto depende también
de oy B) y sean

t
I, = e P4 y St :/ e Il ds,
0
por lo que
F(z) =E;(Sw) -

Ahora entontraremos una ecuacién diferencial satisfecha por F'. En efecto, por la
propiedad de Markov aplicada al tiempo ¢, vemos que

Ex(Soo | yt) = St + e_athF(Bt) y
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por lo que el proceso del lado derecho es una martingala. Supongamos que F' es
de clase Cy. Al aplicar la férmula de 1t6, vemos que

dSt + de_o‘thF(Bt)
= e "Iy dt + F(By) [-Be *'1p,50 — ae” *'IL] dt

1
-+ efo‘tl_[t F/(Bt) dBt + iF”(Bt) dt| .
Asi, es natural buscar a F' entre las soluciones a

%F”(m) +1=F() (a+ Bu(x)).

Kac trata el caso particular v(x) = 22. Sin embargo, podemos hacer algunas

consideraciones generales: primero, existe a lo méas una soluciéon acotada F' a la
ecuacién anterior. En efecto, si F' es una solucién acotada entonces

St + €7athF(Bt)
es una martingala acotada y por lo tanto
E.(Sx) = F(z).

Por otra parte, si v es ademas Lipschitz continua y con valores entre 0 y 1, entonces
ademds existe una solucién acotada. Utilizaremos el siguiente argumento, puesto
que

1
aF < 5F”—|—1 <(a+p)F
entonces se sigue que si F(0) > 0y F’(0) > 0 entonces

_PO], PO g
{F(O) \/ﬁ%\/ﬁ < F(z)

_ ) + &@Moﬁﬁ)w_
2(a+p) 2(a+p)

Asi, F serd acotada en (—00,0). Para construir soluciones acotadas en (0,00)
s6lamente notamos que si F'(z) = F(—x) entonces F'(x) satisface la misma ecuacién
diferencial salvo que F' pero

F(0)=F(0) y F'(0)=—F(0).
Finalmente, podemos pegar dos soluciones F' y G, la primera acotada en (—oo,0)
y la segunda en (0, c0) siempre y cuando se satisfagan las relaciones

F(0) =G(0) >0,F'(0) = G'(0) > 0.

En este caso, la solucién resultante serd acotada y de clase Cy pues v es continua.
Cuando v = 1(g,«), las soluciones a la ecuacién

F(0) -

%F”(x) +1=F(z)(a+ Blss0)
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no pueden ser de clase Cy, serdn de clase Cy en R\ {0} y en 0 tendran derivadas
laterales por la derecha y por la izquierda que difieren en 2F(0) 8. Olvidémonos
por lo pronto de este detalle y notemos que la solucién (acotada) a la ecuacién
anterior estda dada por

Fla) — Aemm-i-é r <0
(=)= Bem™V2etl) 4 o 2 >0

Si queremos que dicha funcién sea de clase C'; necesitamos que se cumpla el sistema
de ecuaciones

A+L =B+ 73
V2aA =—/2(a+ p)B.

Vemos que entonces
1

Vaya+p’

> —at—[BA: _ 1
E</ ¢ dt) = Javath

Por otra parte, se puede comprobar directamente que

F(0) =

Por lo tanto:

1 (e’ ; t e—ﬂ@
_— e—()t / —_—,
\/a\/a-‘rﬁ /0 0 7T\/9(t—9)
por lo que se deduce que A;/t tiene distribucién Beta de pardmetros 1/2 y 1/2.
Sin embargo falta ver por qué E.(S) = F(0). Esto se deduce por aproximacién:
sea v, una sucesién de funciones Lipschitz continuas con valores en [0,1] y que
decrecen a 1y ). Entonces

E, </ e~ =By ”n(BT)dT) —E, </ e~ =B [y Lr>o dr)
0 0

conforme n — co. Sea F}, la tnica solucién acotada y no-negativa a
1 1/

Puesto que 0 < F,, < 1/(a + B) entonces F, es uniformemente acotada y por lo
tanto F) y F, son uniformemente acotadas y equicontinuas en compactos. Si ny
es una subsucesion tal que F}, y [}, convergen uniformemente en compactos con
limite F' entonces

1
para x # 0. Por lo tanto, F es de clase Cy en R\ {0} y satisface

1
§F”(ac) +1=F(z)1,>0
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si z # 0. Puesto que F' es acotada y no-negativa, hemos visto que forzosamente

F(0) = 7z Jarp ¥ que

o = [ o)
0

8. El teorema de Girsanov

La férmula de It6 nos dice que la clase de semimartingalas es invariante ante
composiciéon con funciones de clase C;. Ahora examinaremos otra propiedad de
invariancia de las semimartingalas: la invariancia ante cambios de medida (local-
mente) absolutamente continuos. Si Py Q son medidas de probabilidad absoluta-
mente continuas y X es una semimartingala al utilizar la medida de probabilidad
entonces el célebre teorema de Girsanov nos ayudara a encontrar la descomposicién
de semimartingala de X cuando se utiliza la medida Q.

Sea (€, .#,P) un espacio de probabilidad dotado de una filtracién (%, t > 0)
que satisface las condiciones habituales. Recordemos que una medida de probabil-
idad Q en (€, ﬁ) es absolutamente continua respecto de P, denotado Q < P,
si para todo A € . con P(A) = 0 se tiene que Q(A4) = 0.

DEFINICION. Decimos que Q es localmente absolutamente continua re-
specto de P, y lo denotamos por Q <1 P, si para cada ¢ > 0, la restriccién Q|.¢, de
Q a % es absolutamente continua respecto de P|z,.

Analizaremos ahora una construccién de medidas localmente absolutamente
continuas. Sea M una martingala (en (€2, .#,(%;),P)) no-negativa que comienza
en 1. Para cada t > 0, podemos definir una medida Q; en .%#; mediante la férmula

Qi(A) = E(14M,).
La propiedad de martingala de M nos dice que si A € %, con s < t entonces

Qi(A) = Qs(4).
Si M es una martingala uniformemente integrable, entonces M; converge casi se-
guramente y en L; conforme n — oo a una variable integrable M., y se tiene
que

Qi (A) =E(1aMw),

por lo que en este caso, existe una medida Q tal que

QL% = Qt

Sin embargo, esto es valido atin cuando M no sea uniformemente integrable. En
efecto, por la propiedad de martingala podemos definir una funcién Q : U;.%; —
[0, 00) tal que

Qlz, =
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A veces, Q se puede extender a una medida Q en Fo, = o(%#; : t > 0) (por ejem-
plo, si nuestro espacio de probabilidad es un espacio de Borel estandar, como en
[Par05]). Por esta razdn, asumiremos en esta seccién que F = %, y es claro que
entonces Q < P.

De hecho, la construccién anterior se puede modificar en caso de que M sea
una martingala local continua no-negativa. Si (T;,) es una sucesién de tiempos de
paro que localice a M, se puede definir

Q"(A) =E(1aMr,) para A€ Frp,.
Puesto que T, — o0, se sigue que o(Fr, : n > 1) = F. De la misma manera, en
ciertas circunstancias es posible encontrar una medida Q en .Z, tal que Q|#, =
Qs
PROPOSICION 4.5. Supongamos que Q <P y sea

~ dP|.Z,
Dt = | L .

dQ| 7,
Entonces D admite una modificacién D que es una una martingala cad no-negativa
y uniformemente integrable. Para todo T tiempo de paro se tiene:
_dP|Fr
Si Q es equivalente a P entonces Dy > 0 para toda t > 0 casi sequramente.

Dy

DEMOSTRACION. Si A € .Z, vy s < t entonces A € %, y por definicién de D, y
Dy: E(lADS) :Q(A):E(lAf)t). Por lo tanto D es una P-martingala. Puesto que

hemos asumido las condiciones habituales para (Q,.%, (%), P) vemos que D ad-
mite una modificacién cadlag que también es una martingala y también se satisface
la relacién
_ dP|.%,

d@|ﬂf .
Notemos que lo anterior vale también para t = oo, por lo que D es uniformemente
integrable. Si T es un tiempo de paro y A € %1 entonces, al aplicar muestreo
opcional, vemos que

t

Q(A) = Ep(14Do0) = Ep(14D7).

Por lo tanto
_ dPLFr

- dQlz,
Finalmente, si S = inf {¢ > 0: D; = 0} entonces
Q(S < 0) =Ep(lg<ccDs) =0
y si Q es equivalente a P, esto implica que P(S < 0o) = 0. |

Dt
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Asi, en el caso en que tengamos dos medidas de probabilidad equivalente, el
proceso de derivadas de Radon-Nikodym es una martingala estrictamente positiva.
El siguiente resultado nos permitird expresar a dicha martingala, cuando tenga
trayectorias continuas, como una exponencial estocéstica.

PROPOSICION 4.6. Sea D una martingala local continua estrictamente positiva.
Eziste entonces una unica martingala local continua L tal que D = &(L). Ademds:

t
L; = log(Dy) +/ D;1dD,.
0

DEMOSTRACION. Para probar la unicidad, supongamos que D = &(L) =
& (f,) Entonces

1= D% = &(L) @@(IL) =l L

Para la existencia, utilizamos la férmula de It6 con la funcién log, que es
infinitamente diferenciable en (0,00) a la martingala local continua estrictamente
positiva D. Se tiene entonces que

t 1 t
log(Dy) :log(D0)+/ D;lstfi/ D;2d(D),.
0 0

Si ,
Ly =log(Dy) +/ D;'dD;,
entonces . ’
W= [ D).
por lo que ’
log(Dy) = Ly — %(L%

y por lo tanto
1
Dt = eXth — §<L>t = (ga(L)t .
Ahora podemos enunciar el teorema de Girsanov.

TEOREMA 4.11 (Teorema de Girsanov). Sea Q equivalente a P en Fo,. Sea
D la version cadlag del proceso de derivadas de Radon-Nikodym y supongamos que
D es continuo. Sea L una martingala local continua tal que D = &(L). Si M es
cualquier (Fy, P)-martingala local continua el proceso M dado por

M, = M; — (M, L),

es una (F, Q)-martingala local continua.
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Notemos que en particular, M es una Q-semimartingala. Notemos ademés que
la variacién cuadratica no depende de la medida que estemos utilizando puesto que
los limites en probabilidad coinciden para medidas equivalentes. Asi, si M es un
movimiento browniano bajo P, entonces M lo es bajo Q.

DEMOSTRACION. Mostremos primero que si XD es una P-martingala local
continua entonces X es una Q-martingala local. En efecto,

T,=inf{t>0:D;>né |X¢| >n}.

Entonces (T},) es una sucesion creciente de tiempos de paro que convergen a 0o,
(X D)T" es una martingala acotada y X 7" es un proceso acotado. Por lo tanto, si
A€ F,y s <t entonces

Eo(XT, At1a) = Ep(Xiar, Dint,14) = Ep(Xsar, Dsar,14) = Eg(X1, As14) -
Por otra parte, notemos que puesto que P(T;, < t) — 0 se sigue que Q(T,, <t) — 0
y que por lo tanto T, — oo Q-casi seguramente. Asi, X es una Q martingala local
continua.

Ahora aplicaremos la observacién anterior. Si M es una P-martingala local
continua y M = M — (M, L), podemos aplicar la férmula de It6 para escribir

t t
DtJ\Z/:DOMO+/ DdeSJr/ M, dD, + (M, D)
0 0
B t t _ t
:DOMO+/ DSdMS—i—/ M, dDS—/ D, d(M, L), + (M, D)
0 0 0

t t
:D0M0+/ Ddes+/ M, dD;.
0 0

Por lo tanto DM es una P-martingala local continua y se deduce que entonces M
es una Q-martingala local continua. O

Uno de los ejemplos tipicos de aplicacion del teorema de Girsanov es al movimiento
browniano con deriva. En efecto, si B es un movimiento browniano bajo P y

Qi(4) =Ep (1A€”B‘_”2t/2) ;
para A € %, entonces Q; es una medida de probabilidad absolutamente continua

respecto de P y equivalentemente a ella en .%;. Por lo tanto, bajo Q; el proceso
B—p1d es un browniano en [0, t]; equivalentemente, bajo Q;, B es un browniano con
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deriva —p en [0,t]. Otro ejemplo es que si Tp(X) = inf {t > 0: X > b} entonces

E(e—ATb(B-HAId)) — lim E(e—ATb(B—f—pId)/\t)
t—o00

— lim E (G*ATb(B)/\teMBTb(B)/\t_MZTb(B)/\t/z)
t—o00

_ E(e—ATb(B)eub—usz(B)ﬂ)
— eMbe—IblV/2M+p?

En particular, vemos que

Una extensién de la idea anterior permite resolver el siguiente problema.

EJERCICIO 4.4. Sea B un movimiento browniano que comienza en ceroy v € R.
Sea

T=inf{t>0:|B+~t| =1}.

(1) Pruebe que si v = 0 entonces T' y By son independientes.
(2) Al utilizar el teorema de Girsanov muestre la independencia entre T' y
Br cuando 7y # 0.

Otro ejemplo de aplicacién es el siguiente. Notemos que

E(f(susz + ,us>) = E(f(sup Bs> e_”Bt) .
s<t s<t

]P’(Sup By +pus €dx, B, € dy> = IP’<sup B, €dx,B; € dy) oHY—H2t/2

s<t s<t

En particular

Este es un resultado no trivial puesto que se conoce explicitamente la densidad
conjunta de (Bt7 SUP4 <4 BS):

22y —
P(sup B edy,B; € dx) = we_(zy_m)2/2t1y>o,w§y-

s<t V 2mt3

Una de las aplicaciones del teorema de Girsanov es a la técnica de remocién
de deriva.

EJjercicio 4.5. Considere la ecuacién diferencial estocéstica

(7) dX; = dB, +b(X,) dt Xo==
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donde b es medible y acotada. Suponga que bajo P, X es un movimiento browniano
que comienza en z. Utilice el teorema de Girsanov para encontrar una medida de
probabilidad P tal que si definimos a

t
Bt:Xt_/ b(Xé) ds
0

entonces (By),.; sea un movimiento browniano bajo P. Note que X resuelve en-
tonces la ecuacion diferencial estocdstica (7); esta solucién es llamada solucién por
transformacion de deriva.



CAPITULO 5

Integral estocastica respecto de semimartingalas

1. Integrales de Lebesgue-Stieltjes respecto de procesos de Poisson

Sea (€,.Z,P) un espacio de probabilidad y (%, t > 0) una filtracién estdndar.
Al considerar a los procesos estocdsticos como definidos en [0,00) x R, pensamos
a los procesos como funciones aleatorias.

DEFINICION. La o-dlgebra previsible, denotada &2, es la generada en Ry x Q)
por los procesos estocdsticos continuos por la izquierda y adaptados a (%#).

PROPOSICION 5.1. La o-dlgebra previsible coincide con la generada por:
(1) Los conjuntos de la forma A X (s,t] donde 0 < s <t < oo y A€ F.
(2) Los procesos adaptados elementales.

(3) Los procesos continuos y adaptados.

Pasaremos ahora a los procesos de Poisson y de Poisson compuesto.

DEFINICION. Un (.%;)-proceso de Poisson es un proceso cad, adaptado,
que comienza en cero y tal que para s <ty k € N se tiene que

Ca(t—sg) N (t— 5 F
P(N;, — N, =k |.Z,) = e >%.

En otras palabras, la distribucién condicional del incremento Ny — Ny dada %,
es Poisson de parametro A (t — s).

PROPOSICION 5.2. Un proceso estocdstico N es un (F)-proceso de Poisson si

y solo si es un (F)-proceso de Lévy con trayectorias constantes por pedazos y con
saltos de magnitud 1.

Ahora veremos como producir martingalas a partir de integrales respecto del
proceso de Poisson. Sea N un (.%;)-proceso de Poisson de intensidad A. Al proceso

M dado por M; = Ny — At lo llamamos proceso de Poisson compensado asociado
aN.

PROPOSICION 5.3. Los procesos M y M? — M\t son (F;)-martingalas. Si Z es

un proceso previsible tal que
t
IE(/ | Zs| ds> < 00
0

102
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para toda t > 0, entonces el proceso Z - M dado por
t

Z - M; = / ZsdM;
0

es una (F)-martingala.

DEMOSTRACION. Las primeras dos afirmaciones son estdndar y valen més gen-
eralmente para procesos de Lévy centrados.

Para la tercera afirmacién, sea Z un proceso previsible elemental. Es decir, Z
admite la descomposicién

Zi(w) = Zp(w) Lo + Z Hi(w) Lie(t;_y.00)
=1

donde 0 =tg <t; <---<t,y H; es F#, ,-medible y acotada. Entonces

n

(Z- M)t = ZHz (Mti/\t - Mti,lmf) .
i=1
Puesto que M es martingala y H; es .%;, ,-medible, vemos que Z - M es una mar-

tingala. Si Z es un proceso previsible que satisface la condicién de integrabilidad
enunciada. O

Notemos que la afirmacién anterior en realidad es valida si M es una martingala
de variacién finita

2. Medidas de Poisson aleatorias
DEFINICION. Sea (5,.#) un espacio medible. Una medida aleatoria es una
aplicacién Z : Q x ¥ — [0, c0] tal que
(1) para toda w € Q la aplicacién A — Z(w, A) es una medida en . y
(2) para toda A € . la aplicacién w — =(w, A) es una variable aleatoria.
DEFINICION. Sea (5,.%) un espacio medible y v una medida. Una medida
aleatoria = es una medida de Poisson aleatoria de medida de intensidad v si

(1) paratodo A € . la variable Z(A) tiene distribucién Poisson de pardmetro

v(A)y
(2) si Ay,..., A, € . son ajenos por pares entonces Z(A1),...,Z(Ay,) son
independientes.

TEOREMA 5.1. Sea v una medida o-finita en el espacio medible (S,.). En-
tonces existe (un espacio de probabilidad en el que estd definida) la medida de
Poisson aleatoria con medida de intensidad v.

PROPOSICION 5.4. Sea v una medida o-finita en (S,.) una medida de Poisson
aleatoria con medida de intensidad v.
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(1) (Férmula exponencial) Si f : S — R4 es medible entonces la integral de
f respecto de =, denotada por Zf, es una variable aleatoria y

E(e—E ) _ eff(lfeff)du.

(2) La variable aleatoria Zf es casi sequramente finita o casi sequramente
infinita de acuerdo a si la integral [ 1A fdv es finita o no.

Consideremos un parametro de intensidad A > 0 y una distribucién de salto p
en R. Sea N un proceso de Poisson de parametro A > 0 independientemente de la
sucesion iid X7, X5, ... donde X; tiene distribucién u. Sabemos que el proceso de
Poisson compuesto se construye como

X, = Z X;.
i<N,

Una interpretacién en términos de medidas aleatorias es la siguiente: sean T7 <
Ty < --- los instantes de salto del proceso N y consideremos a la medida

E=) 61, .x0)

Puesto que ), 07, es una medida de Poisson aleatoria de intensidad ALeb es fécil
ver que = es una medida de Poisson aleatoria de intensidad ALeb x p. Ademas, si
fi 1Ry x R — R estd dada por fi(s,x) = 1,<;x entonces

Xi =Ef.
Elaboraremos esta idea para construir a una clase importante de procesos de Levy.

DEFINICION. Un subordinador es un proceso de Lévy X tal que casi segu-
ramente las trayectorias ¢ — X; son no-decrecientes.

EJERCICIO 5.1. Pruebe que un proceso de Lévy X es un subordinador si y
s6lo si la distribucién de X; tiene soporte en [0, 00) para alguna ¢t > 0. Sugerencia:
comience el ejercicio en el caso en que el soporte esté contenido en [0, 00) para toda
t>0.

Ahora daremos una construccién de un subordinador mediante una medida
aleatoria de Poisson. Sean p una medida en (0, 00) tal que

/ 1Az p(de) < oco.
0

y d > 0. Sea = una medida de Poisson aleatoria en Ry xR, con intensidad Leb x p.
Para las funciones f; que definimos anteriormente, definamos a

t e}
Xt:dt+Eft:dt+/ / xE(ds,dx) .
o Jo
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PROPOSICION 5.5. El proceso X es un subordinador. Si p1 es una medida
infinita entonces el conjunto de discontinuidades de X es denso y numerable.
Ademds, las distribuciones unidimensionales de X estdan caracterizadas por

E(e ) = e ¥ donde d(N\) =d +/ (1=e™) p(dz).
0

DEMOSTRACION. Primero notemos que puesto que s < t implica f; < f;
entonces X tiene trayectorias no-decrecientes. Ademds, nuestra hipétesis sobre p
implica que X,, < oo para toda n € N casi seguramente y por lo tanto X; < oo
para toda t > 0 casi seguramente. Claramente Xy = 0. Si ¢ | s entonces f; | fs
y por lo tanto X tiene trayectorias continuas por la derecha. Puesto que X es no
decreciente, tiene limites por la izquierda. Si (¢,,x,) es una enumeracién de los
atomos de Z se sigue que X tiene una discontinuidad en ¢, y que Xy, — Xy, — = xp.
Si p es una medida infinita entonces Z([0, t] x R) = oo casi seguramente por lo que
X tiene una cantidad numerable de discontinuidades en cada intervalo compacto.
Esto implica que las discontinuidades de X son densas.

Sean 0=ty <t; < - <tpyA,..., A\, > 0. Al aplicar la formula exponencial
a la funcion

fls,2) = 1y cocihin

se tiene que
n

Ef =) M (X, - X))

i=1
y por lo tanto:

E(67 i Ai(XtiiXti—l)) — e Doii(ti—tio1) f(lfe_kim) u(dzx)

Al utilizar A; = 0 si j # % nos damos cuenta de que

E(ef)‘i(xtifxtpl)) = ¢~ (titi-1) J(1=e™%i%) pda)

y que por lo tanto los incrementos de X son independientes y estacionarios. Clara-
mente X comienza en cero, por lo que resta probar que X tiene trayectorias
cadlag. |

COROLARIO 10. Se tiene que E(X;) =t [ @ p(dz). Si dicha cantidad es finita,
Var(Xy) =t [;° 2% p(dz).

Ahora veremos como el fenémeno de compensaciéon de medidas aleatorias nos
ayuda a extender la construccién de subordinadores a procesos de Lévy con trayec-
torias que no sean monétonas. Sea v una medida en [—1, 1]\ {0} tal que

/w2 v(dz) < 0.
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Sea = una medida de Poisson aleatoria en [0,00) X [—1,1] de intensidad A X v.
Consideremos, para € > 0 al conjunto I. = [—1,1] \ [—a,a]. Construyamos al
proceso

X7 — /xlme[alsgt =(ds, dx) — t([0,4] x L.).

Puesto que v es inita en I, X® no es mas que un proceso de Poisson compuesto
compensado. Esto implica que X¢ es una martingala. Ademés, vemos que si e’ < €

Var(Xf - Xf/) = t/ 22 v(dr).
IAL

Por la hipétesis sobre v se sigue que

lim sup Var(Xf — Xf/> =0.
Al utilizar la desigualdad de Doob vemos que
lim sup E( sup

e—0 e/ <e
2 — O
e=0gr<e s<t

Se concluye que X¢, e > 0 es una sucesion de Cauchy uniforme en Ly y por lo tanto
existe una sucesién €, | 0 tal que X°» converge uniformemente en compactos a
un proceso cad X. X debe ser un proceso de Lévy y al utilizar el teorema de
convergencia dominada vemos que

X;—X;

E(e"*") = e donde W(\) = /[ ” (" —=1—=z) v(d).

3. Procesos de Lévy y la descomposicién de Lévy-Ito
4. La descomposicion de Doob-Meyer

En esta secciéon mostraremos el resultado en el que se puede basar una teoria
de integracion estocastica para martingalas cadlag: la descomposicién de Doob-
Meyer.

DEFINICION. Un proceso estocdstico adaptado X = (Xy,¢ < 1) es de clase D
si la familia

{X; : 7 es tiempo de paro acotado por 1}
es uniformemente integrable.
TEOREMA 5.2. Sea S una submartingala cadlag en [0, 1] de clase D. Entonces

existe una martingala M y un proceso predecible no decreciente A que comienza en
cero tal que

S=M+A.
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El teorema anterior admite una versién en [0, c0) si se asume que S es de clase
DL: para cualquier T' > 0, la familia

{S; : 7 es tiempo de paro acotado por T} .

El teorema anterior admite también una versién muy sencilla a tiempo discreto
conocida como la descomposiciéon de Doob de una martingala. Utilizaremos esta
version junto con un procedimiento para pasar al limite para verificar la existencia.
La unicidad serd consecuencia del siguiente resultado.

PROPOSICION 5.6. Si M es una martingala predecible de variacién acotada
entonces tiene trayectorias constantes.

DEMOSTRACION. Definamos a la medida con signo y en la o-algebra predecible

mediante la férmula
) = E( [ Lemeaddi)).
0

Como M es martingala, se sigue que u((¢,00) x B) = 0 para cualquier B € %;.
Por clases monétonas, se verifica entonces que y =0 en &.

Puesto que M es predecible, su proceso de saltos AM también lo es. Asi,
w{t>0:AM; >0} =0y pu{t>0: AM; <0} = 0. Por lo tanto, M es con-
tinua. Puesto que M es de variaciéon acotada, concluimos que tiene trayectorias
constantes. |

Sea S una submartingala cadlagen [0, 1]. Para cada n > 1, sea &, el conjunto
de los racionales diddicos de orden n en [0,1]. Recordemos la descomposicién de
Doob de S sobre &Z,,: definamos a Ag =0y a

yi) .
2’71
Entonces A™ es no-decreciente puesto que S es submartingala. Es claramente

predecible y comienza en cero por definicién. Por otra parte, S — A™ es una
martingala sobre &, ya que

E(SM—SL—ALHLA"L 3@):0

por definicién de A™. Asi, vemos que S = M" + A" sobre &,,. El detalle delicado
es pasar al limite conforme n — oco. Esto se logrard mediante un resultado de
espacios de Hilbert llamado Lema de Komlos.

PROPOSICION 5.7. Sea (f,) una sucesion acotada en un espacio de Hilbert.

Entonces existe g, en la envolvente convexa de {fpn, fnt1,...} tal que g, converge
en H.

DEMOSTRACION. Sea A = sup,,»; inf {||g|| : g € conv(fy, fni1,...)}. Entonces
A < o0 al ser la sucesion (f,) acotada. Por lo tanto, para cada n se puede escoger
gn € conv(fn, fot1,...) tal que |lgn|| < A+ 1/n. Si n,m son suficientemente
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grandes, entonces ||(gn + gm)|| > A —e. Por la identidad del paralelogramo se tiene
que

19 = gml® < 2llgnll* + 2llgm® = llgr + gm|l> < 4(A+1/n)* —4(A - e)*.

Al ser la sucesién (g, ) de Cauchy, converge en el espacio de Hilbert. O

A partir del teorema anterior podemos obtener limites casi seguros de suce-
siones uniformemente integrables médulo la consideracién de envolventes convexas.

PROPOSICION 5.8. Sea X1, Xs,... variables aleatorias uniformemente inte-
grables. Entonces existen variables aleatorias Y; € conv(X;, Xiy1,...) tales que
(Y;) converge en L.

DEMOSTRACION. Primero notamos que si X1, Xo, ... converge a X en Ly y
Y, € conv(Xn,XnH, .. ) entonces Y,, converge a X en Li. En efecto, si Y, =
Zk " XX, donde N, >n, A} >0y Zk ™, AL =1 entonces
Np,
E([vn - X[) <o AE(|% - X)) < swpB(| % - X]) =0
k=1

k>n
Para cada i,n definamos a X! = X,,1 |X,.|<i- Puesto que (X}L7 n) estd acotada

. . .z 1,n 1,n 1
en Loy, existen una combinacién convexa A", ... )\N% (con N, > n) tal que

Nt

1,ny1
E :)‘k Xk
k=n

converge en Lo y en L.
Ahora aplicamos la Proposicién 5.7 a la sucesién

Nl
Z 1,
A nXk, n > 1
k=n
L 3 32,
para obtener combinaciones convexas A\2", ...\ Ng (con N2 > n) tales que

N Nj;
32, 1k 32\ Lk
D NN = E?WZPkJ
k=n j=k k
converge en Lo y en Ly. Si definimos

n __ 12,n4 1,k
=2 A
k
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(. 2 2,n
y a N2 como el maximo k tal que )\j’" # 0 entonces A\2™ ... A7) N2 €s una combi-
.z 2 i .

nacién convexa tal que > A" X/ converge para i = 1,2. Obv1amente, este pro-
cedimiento se puede generalizar para construir combinaciones convexas A" . .. | )\?\;}
n

2 ) . .

para las cuales >, A\ X} converge en L; para 1 <14 < j.

NP ; .
Se afirma ahora que >, " A" X} converge para toda i. En efecto, esto sucede
pues

NJ N}
E Ay X} € conv E XL i>n
k=n k=m

y el lado derecho es convergente en L.

Finalmente, veamos que Zk n)\" "Xp,n > 1 converge en L;. En efecto,
notemos que por integrabilidad uniforme se tiene que

ilirgosipEﬂX; — Xn‘) =0
Por lo tanto:

lim supE ZXli_Xk =0.

i—00 n p—

. . NP
Por esta razén, la sucesién >, A" X, n > 1 es de Cauchy. O

Aplicaremos la Proposicién 5.8 a la sucesién de martingalas M™. Antes que
nada, puesto que la filtracién es estandar, podemos escoger una extensién cadlag de
M™ al poner MJ* = E(M7 | #;). Para esta versién probamos el siguiente resultado.

LEMA 4. Las variables aleatorias M{*,n > 1 son uniformemente integrables.

DEMOSTRACION. Puesto que S; = A} + M]*, es equivalente mostrar que la
familia A} es uniformemente integrable. Para verificar esto, definimos

= min {k/2" s Afjgn > p AL

Entonces, puesto que las trayectorias de A™ son no-decrecientes y por muestreo
opcional obtenemos
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Al aplicar la propiedad de submartingala y la definicién de A™ se obtiene
rP(AT > r) <E(A}) = E(S1),

por lo que
lim supP(A} > r) = 0.

r—00 n
Puesto que las variables aleatorias ST — S;» son uniformemente integrables al ser
S de clase D, vemos que

lim sup]E(A?lA;»>T) =0.

T—00 p

O

Gracias al Lema 4, podemos aplicar la Proposicién 5.8 para garantizar la ex-
istencia de combinaciones convexas AY,..., A}, con N" > n tales que

APMP 4+ A M

converge en L; a una variable aleatoria M;. Al definir My = E(M; | %) (esco-
giendo una versién cadlag) la desigualdad de Jensen nos permite ver que

AEMP + -+ A M — M,
en Ly conforme n — oco. Para cada n > 1, extendemos a A™ a [0,1] al hacerlo

constante por pedazos en cada (k/2",(k + 1)/2"] (para que sea continuo por la
izquierda) y notamos que al definir
A" = NPA™ 4 Ay AN
asi como al proceso cadlag
A=S-M

se tiene que /Nl? — A; en Ly conforme n — oo para toda t € &£ = U, Z,. Asi,
Ag = 0. Terminaremos con la demostracién del Teorema 5.2 al probar que A es
no-decreciente y predecible. Al tomar una subsucesién, podemos asumir que la
convergencia de 121? a A; es casi segura para toda t € . Puesto que A™ es no-
decreciente, vemos que A es no-decreciente en & y por continuidad a la derecha,
concluimos que A es no-decreciente.

Finalmente, notemos que A" y A" son continuos por la izquierda y adaptados,
por lo que son predecible. Para mostrar que A es predecible, veremos que

(8) limsup A? = A,

para toda t € [0, 1] casi seguramente. Ya lo hemos probado para toda t € & y la
monotonia de A™ y A nos dice que

limsup A7 < A, y limsup A" = A; si A es continuo en .
n n

Asi, la ecuacion (8) s6lo podria ser falsa en las discontinuidades de A. Sin embargo,
puesto que A tiene una cantidad finita de saltos de tamafio mayor a 1/k para cada
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k € N, mismos que ocurren sucesivamente en tiempos de paro, vemos que para
probar (8) basta ver que

E(lim sup fl?) =E(A;)
para todo tiempo de paro . R }
Sea 7 un tiempo de paro. Por el lema de Fatou, aplicado a A? < AT (donde

el lado derecho converge a A; en Lj), vemos que
liminf E(A7}) < lim infE(le) < lim bupE(Af) <E (hm sup A”T) <E(A4,).

Por lo tanto, basta probar que lim, E(A”) = E(A;). Si o, = [72"]/2", entonces
oy es un tiempo de paro que decrece a 7 conforme n — co. Al usar que S es de
clase D y que sus trayectorias son cadlag obtenemos E(S,,, ) — E(S;). Por otra
parte:

E(A}) = E(AZ,) = E(S,,) — E(Mo) — E(S;) — E(Mp) = E(A,).

On

5. La integral estocastica y sus propiedades



[BSV12]

[CY80]

[Dam65]
[Dav79]

[Doo84]

[DS65]
[EK46]
[EKA47]

[1t687]

[Kac49]

[Kal02]

[Kni71]

[KS91]

[KW67]
[Lév39]

[Mey62]

Bibliografia

Mathias Beiglbock, Walter Schachermayer, and Bezirgen Veliyev, A short proof of
the Doob-Meyer theorem, Stochastic Process. Appl. 122 (2012), no. 4, 1204-1209.
MR 2914749

C. Cocozza and M. Yor, Démonstration d’un théoréme de F. Knight a l’aide de martin-
gales exponentielles, Seminar on Probability, XIV (Paris, 1978/1979) (French), Lecture
Notes in Math., vol. 784, Springer, Berlin, 1980, pp. 496-499. MR 580150 (82h:60085)
K. E. Dambis, On decomposition of continuous submartingales, Teor. Verojatnost. i
Primenen. 10 (1965), 438-448. MR 0202179 (34 #2052)

Burgess Davis, Brownian motion and analytic functions, Ann. Probab. 7 (1979), no. 6,
913-932. MR 548889 (80j:30001)

J. L. Doob, Classical potential theory and its probabilistic counterpart, Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical Sciences],
vol. 262, Springer-Verlag, New York, 1984. MR 731258 (85k:31001)

Lester E. Dubins and Gideon Schwarz, On continuous martingales, Proc. Nat. Acad.
Sci. U.S.A. 53 (1965), 913-916. MR 0178499 (31 #2756)

P. Erdds and M. Kac, On certain limit theorems of the theory of probability, Bull. Amer.
Math. Soc. 52 (1946), 292-302. MR 0015705 (7,459b)

P. Erdos and M. Kac, On the number of positive sums of independent random variables,
Bull. Amer. Math. Soc. 53 (1947), 1011-1020. MR 0023011 (9,292g)

Kiyosi Itd, Differential equations determining a Markoff process, Selected papers
(Daniel W. Stroock and S.R.S Varadhan, eds.), Springer-Verlag, New York, 1987, Trans-
lated from the 1942 Japanese original.

M. Kac, On distributions of certain Wiener functionals, Trans. Amer. Math. Soc. 65
(1949), 1-13. MR 0027960 (10,383b)

Olav Kallenberg, Foundations of modern probability, second ed., Probability and
its Applications (New York), Springer-Verlag, New York, 2002. MR MR1876169
(2002m:60002)

Frank B. Knight, A reduction of continuous square-integrable martingales to Brownian
motion, Martingales (Rep. Meeting, Oberwolfach, 1970), Springer, Berlin, 1971, pp. 19—
31. Lecture Notes in Math., Vol. 190. MR 0370741 (51 #6967)

Toannis Karatzas and Steven E. Shreve, Brownian motion and stochastic calculus, sec-
ond ed., Graduate Texts in Mathematics, vol. 113, Springer-Verlag, New York, 1991.
MR 1121940 (92h:60127)

Hiroshi Kunita and Shinzo Watanabe, On square integrable martingales, Nagoya Math.
J. 30 (1967), 209-245. MR 0217856 (36 #945)

Paul Lévy, Sur certains processus stochastiques homogénes, Compositio Math. 7 (1939),
283-339. MR 0000919 (1,150a)

P. A. Meyer, A decomposition theorem for supermartingales, Illinois J. Math. 6 (1962),
193-205. MR 0159359 (28 #2576)

112



113

[Mey63] P.-A. Meyer, Decomposition of supermartingales: the uniqueness theorem, Illinois J.

[Par05]

[PST78)

[RW00]

[RY99]

[SimO05]

[Ste01]

[SW73]

[WZ65]

Math. 7 (1963), 1-17. MR 0144382 (26 #1927)

K. R. Parthasarathy, Probability measures on metric spaces, AMS Chelsea Publishing,
Providence, RI, 2005, Reprint of the 1967 original. MR 2169627 (2006d:60004)

Sidney C. Port and Charles J. Stone, Brownian motion and classical potential theory,
Academic Press [Harcourt Brace Jovanovich Publishers|, New York, 1978, Probability
and Mathematical Statistics. MR 0492329 (58 #11459)

L. C. G. Rogers and David Williams, Diffusions, Markov processes, and martingales.
Vol. 2, Cambridge Mathematical Library, Cambridge University Press, Cambridge,
2000, It6 calculus, Reprint of the second (1994) edition. MR 1780932 (2001g:60189)
Daniel Revuz and Marc Yor, Continuous martingales and Brownian motion, third
ed., Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of
Mathematical Sciences|, vol. 293, Springer-Verlag, Berlin, 1999. MR MR1725357
(2000h:60050)

Barry Simon, Functional integration and quantum physics, second ed., AMS Chelsea
Publishing, Providence, RI, 2005. MR 2105995 (2005f:81003)

J. Michael Steele, Stochastic calculus and financial applications, Applications of
Mathematics (New York), vol. 45, Springer-Verlag, New York, 2001. MR 1783083
(2001i:60080)

Tokuzo Shiga and Shinzo Watanabe, Bessel diffusions as a one-parameter family of
diffusion processes, Z. Wahrscheinlichkeitstheorie und Verw. Gebiete 27 (1973), 37-46.
MR 0368192 (51 #4433)

Eugene Wong and Moshe Zakai, On the convergence of ordinary integrals to stochastic
integrals, Ann. Math. Statist. 36 (1965), 1560-1564. MR 0195142 (33 #3345)



	Capítulo 1. Preliminares
	1. Funciones de variación acotada y la integral de Lebesgue-Stieltjes
	2. Espacios de Hilbert y proyecciones ortogonales
	3. Preliminares de procesos estocásticos
	4. Martingalas a tiempo continuo

	Capítulo 2. Integración estocástica respecto del movimiento browniano
	1. El movimiento browniano y su variación cuadrática
	2. Ejemplo de una filtración que satisface las condiciones habituales
	3. La integral estocástica respecto del movimiento browniano
	4. Ecuaciones diferenciales estocásticas conducidas por el movimiento browniano

	Capítulo 3. Integración estocástica respecto de semi-martingalas continuas
	1. Martingalas continuas y su variación cuadrática
	2. La integral estocástica respecto de martingalas continuas cuadrado integrables
	2.1. Construcción directa de la integral estocástica
	2.2. Construcción de la integral estocástica mediante el teorema de representación de Riesz

	3. La integral estocástica respecto de semimartingalas
	4. La fórmula de Itô

	Capítulo 4. Aplicaciones a la integral estocástica
	1. La exponencial estocástica
	2. El teorema de caracterización de Lévy
	3. Martingalas locales continuas como cambios de tiempo del movimiento browniano
	4. La norma del movimiento browniano en Rd
	5. El movimiento browniano complejo
	6. Movimiento browniano y funciones armónicas
	7. La fórmula de Feynman-Kac
	8. El teorema de Girsanov

	Capítulo 5. Integral estocástica respecto de semimartingalas
	1. Integrales de Lebesgue-Stieltjes respecto de procesos de Poisson
	2. Medidas de Poisson aleatorias
	3. Procesos de Lévy y la descomposición de Lévy-Itô
	4. La descomposición de Doob-Meyer
	5. La integral estocástica y sus propiedades

	Bibliografía

