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CAPITULO 1

Martingalas

En este capitulo nos enfocaremos en el estudio de las martingalas. Esta es una
clase de procesos fundamental para la teoria moderna de la probabilidad. Tanto
asi que la herramienta tedrica sobre la cual se construye la teoria moderna de las
finanzas matematicas (el llamado célculo estocdstico) es una teorfa basada en las
martingalas.

1. Recordatorio sobre esperanza condicional

Si (Q2,.7,P) es un espacio de probabilidad y B € % es tal que P(B) > 0,
podemos definir la probabilidad condicional de A dado B mediante la férmula
P(AN B)

P(B)

que se puede entender a través de la interpretacion frecuentista de la probabilidad.
Asi, para una variable aleatoria discreta' estamos acostumbrados a expresiones
como P(A|X = j) y a la conotacién que que se les ha dado. Desafortunadamente,
una extensién del concepto de probabilidad condicional a eventos cualquiera no
es tan inmediata’, por lo que primero desarrollaremos algunas propiedades de la
esperanza condicional que nos permitan entender la solucién que se le ha dado
a este problema de extension, definiendo algunos conceptos y verificando algunas
propiedades de las variables aleatorias que nos faciliten el camino.

P(A|B) =

1.1. Preliminares. A lo largo de la seccién, (2, .7, P) designard a un espacio
de probabilidad arbitrario y al las funciones medibles de 2 en R las llamaremos
variables aleatorias reales, aunque generalmente se omitird la palabra reales. Si
X : Q — R es una variable aleatoria en (Q, #,P) se utilizara la notacién

{XeB}=X"B).

También, m,, (m) representard a la medida de Lebesgue sobre los Borelianos de
R™ (R).

NoTA. Si f: R — R es Borel medible, entonces f o X es borel medible, por lo
que estd definida su esperanza cuando la integral de la composicién esté definida.

IEsto es, una funcién X : © — R Borel medible tal que X () sca a lo mas numerable.
2;JQué pasaria en el caso de eventos condicionantes de probabilidad cero?
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1. Recordatorio sobre esperanza condicional 2

DEFINICION. Si X : Q — R es una variable aleatoria, la medida de probabilidad
inducida por X, es la funcién Px : g — [0, 1] dada por:

Py(B) = P(X € B).

NoTA. Si Py es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue
sobre los Borelianos de R, diremos que X es absolutamente continua y en este caso,
por el teorema de Radon-Nikodym existe una densidad gx : R — R tal que

P(X € B) =Px(B) = / gx dm.

TEOREMA 1.1 (Teorema de Cambio de variable). Si X : 2 — R es una variable

aleatoria en (Q,.7,P) y f : R — R es Borel medible tal que la integral de f o X
estd definida, entonces:

E(f o X) :/fdPX.

EJjercicio 1.1. Sea X una variable aleatoria normal centrada de varianza 1.
Utilice el teorema de cambio de variable para calcular

E(X2n)
para toda n € N.

PROPOSICION 1.1. Sea Z : Q — R una variable aleatoria fija en (Q, F,P) y
Y =0(Z). Si X :09— R es¥ medible, entonces existe f : R — R Borel-medible,
tal que X = fo Z.

1.2. Esperanza Condicional. Si Z : 2 — R es una variable aleatoria simple
en (Q,#,P) yY : Q — R es una variable aleatoria, una definicién natural de la
probabilidad condicional P(Y € B|Z) es la siguiente:

P(Y € B|Z)= S B(Y € B|Z =) 17y,
IERz
donde Z; = Z () C R es un conjunto finito. Notemos que en este caso, la
probabilidad condicional es una funcién de la variable aleatoria Z, por lo que
resulta ser o(Z)-medible y que cumple la relacién

]P’(YEB,A):/IP(YGB|Z) dP, Aco(Z),
A

que es equivalente a

/IYGBd]P’:/}P’(YeB\Z) dp,
A A

esto es, obtenemos informacién (la integral sobre un conjunto) de la variable 1y ¢p,
que no es necesariamente o(Z)-medible a través de la variable P(Y € B|Z) que si
lo es, aunque sea para una clase restringida de eventos (0(Z), que resulta ser
una o-algebra). Ademds, en la propiedad anterior de probabilidad condicional,
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la variable aleatoria Z solo juega un papel secundario, y la o-dlgebra o(Z) se
torna imprescindible. Como un comentario adicional, recordemos que dos variables
aleatorias Yy Z son iguales P-p.s. siy solosi [, Y dP = [, Z dP para todo A € .#
(una propiedad parecida a la encontrada en la probabilidad condicional), por lo que
la funcién que a cada elemento A de .# le asigna el nimero [ 4 Y dP (que resulta ser
una medida con signo si la integral de Y estd definida) determina completamente
a la variable aleatoria Y. El comentario anterior puede motivar la definicién de
esperanza condicional, de la cual la probabilidad condicional es un caso particular’,
en la que se condiciona con respecto a una o-algebra:

DEFINICION. Si X es una variable aleatoria en (2,.%,P) , y ¢ C % es una
o-dlgebra, la esperanza condicional de X dado ¢, denotada por E(X |¥4), es
una variable aleatoria ¥-medible que cumple

/AXdIPZ/AE(X\g) dp

PROPOSICION 1.2. Si X : Q — R es una variable aleatoria en (2,.7,P) cuya
integral estd definida y 4 C F es una o-dlgebra, entonces existe una variable
aleatoria Y : @ — R tal que [, XdP = [, Y dP, para A € 4. Ademds, si Z
cumple la misma propiedad, entonces Y = Z casi sequramente respecto a Plg.

para todo A € ¢4.

EJERCICIO 1.2. Si (X,Y) son dos variables aleatorias con densidad conjunta
f (z,y), pruebe que:

JI Xy gy) dy

E(g(Y) | X) =
Jf(X,y) dy
EJERCICIO 1.3. Sean X7, X5, ... vaiids. Sea K una variable aleatoria indepen-
diente de X7, Xo,... y con valores en N. Cacule

E(X;+ -+ Xk | K).
Sugerencia: §Qué pasa cuando K toma sélo un valor?

1.3. Propiedades de la esperanza condicional. Las siguientes son algu-
nas propiedades de la esperanza condicional, en las que consideramos 4 C .% una
o-dlgebra. Si X y Y son variables aleatorias, la ecuacién Y = E(X |¥) significa
que el lado izquierdo de la ecuacién es 4-medible y que [, Y dP = [, X dP para
A € 9. Consideraremos solo variables aleatorias cuya integral esté definida, por lo
que la existencia de la esperanza condicional queda garantizada.

PROPIEDAD 1 (Linealidad de la esperanza condicional). Si X y Y son vari-

ables aleatorias integrables y a,b € R, entonces E(aX + bY |¥) existe y es igual a
aE(X |9) +VE(Y |¥9).

3Se utilizars la relacién P(A) = E(14) para este efecto.
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PROPIEDAD 2 (Monotonia de la esperanza condicional). Si X es no negativa
P-p.s. entonces E(X |¥) existe y es no negativa Plg-p.s..

PROPIEDAD 3. Sila integral de X estd definida entonces |E(X |9)| <E( |X| |¥9).

PROPIEDAD 4. Si X es &-medible, entonces E(X |¥) =X

PROPIEDAD 5. Si X es independiente de & entonces E(X |¥9) = E(X).

PrOPIEDAD 6. E(E(X |¥)) = E(X).

PROPIEDAD 7 (Propiedad de torre). Si 9 C ¥ y Z es o-dlgebra entonces
B(E(X |9) |2) = E(X |2) = E(E(X |2) |9).

PROPIEDAD 8 (Teorema de Convergencia Monétona para la Esperanza Condi-
cional). Si (Xp,)nen son variables aleatorias tal que 0 < X, < X419 y X =
lim X,,, entonces B(X |9) existe y

n—oo

lim E(X, |¥) =E(X |¥).

n—oo

PROPIEDAD 9 (Lema de Fatou para la Esperanza Condicional). Si X,, > 0
para n € N entonces existe

) < liminfE(X, |¥).

n—oo

E ( lim inf X,

n—oo

IE( lim inf X,

n—oo

PROPIEDAD 10 (Teorema de Convergencia Dominada para la Esperanza Condi-
cional). Si

(Xn)nen C Z1(P)

es puntualmente convergente y exziste Y € £ (P) tal que | X,| <Y paran € N,
entonces

existe y es igual a lim E(X,, |¥) (donde la existencia de este dltimo limite solo
n—oo

E( lim X,

n—oo

se asegura Plg-p.s.).

PROPIEDAD 11 (¢-homogeneidad). Si Xy y Xo son variables aleatorias inte-
grables tales que X1Xo es integrable y X1 es 4-medible entonces
E(X1X: |9) = X1E(X2 |9).

(Note que la hipdtesis de integrabilidad del producto quedaria garantizada si X1 y
X pertenecen a Lo (P)).

PROPIEDAD 12. Si f : R x R — R es boreliana, la integml de f(X,Y) existe,
Y L9 yX esG-medible entonces E(f(X,Y) |9) = [ f(X,y)Py(dy).
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ComoY 1 ¢, entonces Y L X ysi f(z,y) = 1a(x)15(y), se puede asegurar
que
E(f(X,Y) [¢) = E(14(X)1p(Y) [¥)
y como la integral de este producto de funciones existe, entonces
E(14(X)15(Y) |9) = 1a(X)E(15(Y) |9).
Dado que 15(Y) L ¢, entonces

E(14(X)1p(Y) |9) =14(X)P(Y € B) = 1A(X)/Rl,3Py(d,)

por lo que el teorema se cumple para las indicadoras de productos de borelianos.
Sea € la clase de subconjuntos borelianos de R? para los cuales

B(10(X,Y) |9) = [ 10(X.t) Py (dy).
Hemos visto que #Br x Br = {AX B: A, B€ $Br} C¥ yademds, si A, Be€y
A C B, entonces
E(1pa(X,Y) |9) =E(15(X,Y) |¥9) - E(14(X,Y) |¥)

:/1B(X,y) Py(dy)—/lA(Ky) Py (dy)

:/1B\AXay]P)Y(dy)a

por lo que B\ A € €. Si (Ap)nen C ¥ es creciente, entonces (1a, )nen €s
una sucesién creciente de funciones no negativas que convergen puntualmente a
1y, A, - Por el teorema de convergencia monétona para la esperanza condicional

neNAn I’

E(10,e04, (X, Y) [¢) = Tim B(14, (X,Y) [9) = lim [ 14, (X,y) By (d,)
n oo R

n—oo

que es igual a

por el teorema de convergencia mondtona usual, de donde U,cnA, € €, por
lo que % es un A-sistema que contiene al 7-sistema %Br X Br y por el Lema de
Clases de Sierpinski, o(%Br x Br) = Brz C €, esto es, el teorema es cierto para
10(X,Y) cuando C € Hge. Al aplicar el procedimiento estdndar y el teorema
de convergencia mondtona para la esperanza condicional , obtenemos el resultado
deseado.

NoOTA. En la demostracién anterior se utilizé la igualdad o(%Bgr X Br) = Bre,
que se puede verificar al utilizar la separabilidad de R? con la topologia producto.

PROPIEDAD 13. Si 5,9 C .F son o-dlgebras y 7 1L 0(¥,0(X)), entonces
E(X |o(s#,9)=E(X |¥9).
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Sean Y =E(X |9),
¢={GNH:GeY Hex} v F={Aco(H,9):E(1,X)=E(14Y)}.
Nuestro objetivo es demostrar que .# = o(5°,%), en donde solo falta mostrar la
contencién o(,%) C #. Notemos lo siguiente:

4 es un M-sistema: Esto sucede ya que si A, B € Yy A C B, entonces

YdIP:/YdIP’—/YdIP’:/XdIP—/XdIP’: X dP.
B\A B A B A B\A

Ademss, si (A;);en C & es creciente, entonces
/ Y dP = lim Y dP = lim X dP = / X dP.
Uien4; 10 J A, o J A, Uien4;

€ es m-sistemay ¢ C .¥: Si AB€ ¥, A=G UH; y B= Gy U Hy,
entonces ANB = (G1NG)U(H1NHy) € €. Ademds, si A= GUH € €,

entonces
/YdIP’:/YlHdIF’:IP’(H)/YdIP’,
A el G

puesto que ¢4 1 7 y Y es ¥-medible. Por otro lado, tenemos que

/X(){IP’:/XchlIP:IP’(H)/Xd]P’7
A G G

puesto que # L o(X) y entonces [, Y dP = [, X dP para A € %.
o(€) =0(9,5): Esto es inmediato pues ¥ U # C € C o(¥,7).
El teorema de Clases de Sierpinski asegura que o(¥, %) C .#, por lo que hemos
demostrado el resultado deseado.

PROPIEDAD 14 (Desigualdad de Jensen para la Esperanza Condicional). Si
¢ R = R es una funcion convexa, la integral de X existe y la integral de p o X
estd definida, entonces

e (E(X |9) <E(poX |¥) Plg—p.s.

Si 1 : R — R es una funcion concava, X es integrable y la integral de v o X estd
definida, entonces

Y(E(X |9)) >E(poX |9)Ply — p.s..

2. Martingalas

Estudiaremos ahora una familia de procesos estocasticos que es importante
dentro de la teoria de la probabilidad, principalmente por sus aplicaciones tedricas,
tanto asi, que su estudio resulta imprescindible para la teoria moderna de la prob-
abilidad. Mediante su uso, verificaremos ciertos teoremas cldsicos para caminatas
aleatorias, como la ley 0 — 1 de Kolmogorov y la ley fuerte de los grandes nimeros.



2. Martingalas 7

En este capitulo solamente consideraremos procesos estocéasticos indicados por un
subconjunto de Z.

Consideremos la siguiente situacién: jugamos una serie de volados, obteniendo
1 si ganamos el n-ésimo y —1 si lo perdemos. El modelo matematico que consid-
eraremos estd conformado por una sucesién de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas (X;);-,, donde X; representa el resultado del i-ésimo
volado. Nuestra fortuna al tiempo n, S, estd dada por

n
=1

para n > 1 y definiremos Sy = 0. Para que el juego resulte justo para las dos
personas que lo juegan, debemos pedir que P(X; =1) = 1/2. Si este es el caso,
podemos preguntarnos por la mejor aproximacion a S, 11 que podemos dar al uti-
lizar la informacién sobre el juego que conocemos hasta el tiempo n. La informacién
al tiempo n la interpretaremos como

yn = O'(Xh...,Xn),
puesto que esta o-dlgebra contiene a todos los conjuntos de la forma
{X1=41,...,. X =in},

y asi, lo que realmente buscamos es la esperanza condicional de S,,;1 dada %,
que es sencilla de calcular, pues

E(STL+1 |§n) = ]E(Sn + Xn+1 |3Zn) =S +E(Xn+1> = Sp.
Como un ejercicio, el lector puede verificar que de hecho,
E(Sntm | Fn) = Sny, VYm >0,

por lo que al conocer la informacion hasta el tiempo n, solamente podemos afirmar
que nos quedaremos con lo que tenemos, y como lo mismo sucede con el jugador
contra el cual competimos, el juego resulta ser justo.

Informalmente, podemos definir una martingala como un proceso estocéstico
(Xn)pen tal que X, representa la ganancia al tiempo n de un jugador involucrado
en un juego justo respecto a cierta informacién. Para precisar esta idea, necesita-
mos un ingrediente extra:

DEFINICION. Sea (£2,.%,P) un espacio de probabilidad y (.%,),,c\ una coleccién
de o-algebras contenidas cada una en .%. Decimos que dicha familia es una fil-
tracién si %, C %,, cuando n < m.

Si (Fn),en €s una filtracién, interpretaremos a %, como la informacién acu-
mulada al tiempo n.

DEFINICION. Sean (§,.#,P) un espacio de probabilidad y (%#,),,cy una fil-
tracién en dicho espacio. Una coleccién de variables aleatorias reales (X,), oy €s
una martingala respecto a la filtracién considerada si
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(1) X, es Z#,-medible.
(2) X, € L.
(3) E(Xnt1 | Fn) = X,, para cualquier n € N.

La primera propiedad nos dice que conocemos la ganancia al tiempo n a partir
de la informacién que se nos proporciona hasta ese instante, generalmente se dice
que la sucesién de variables aleatorias es adaptada a la filtracién. La segunda es
una hipdtesis técnica que nos permite utilizar a la esperanza condicional como un
operador lineal y la tercera nos dice que el juego es justo respecto a la informacién
proporcionada.

DEFINICION. Supongamos ahora que (X5, ), oy satisface (1) y (2), pero en vez
de tener una igualdad en (3), observamos una desigualdad:

E(Xnt1 | Fn) < X

Entonces le llamaremos a la sucesién una supermartingala. (Note que de acuerdo
a nuestra interpretacién de X,, como evolucién de nuestra fortuna, una super-
martingala no tiene nada de super...) Si se da la desigualdad contraria, esto es,

E(Xn+1 ‘yn) Z X’ru

entonces a (X,,) le llamamos submartingala.

neN

Notemos que si (Xy), oy es una martingala, entonces la sucesion (E(X,,)),, oy
es constante. Para una supermartingala o una submartingala, la palabra constante
se debe substituir por decreciente o por creciente. Ademads, podemos inferir una
propiedad mads fuerte a partir de (3), a saber, que

E(Xpim | Fn) = X,

si n,m € N. Esto se sigue de las propiedades de la esperanza condicional, puesto
que

E(Xntmt1 | Fn) = E(E(Xntm+1 | Fnim) | Fn) = E(Xntm | Fn) -

Una afirmacién similar es vélida para supermartingalas o submartingalas al cam-
biar la igualdad por una desigualdad. Para concluir esta seccién, veamos un método
para construir submartingalas a partir de una martingala dada.

TEOREMA 1.2. Si (X,,),cy €8 una martingala respecto a la filtracion (%), oy
y ¢ : R =R es una funcion convera tal que p(X,) € Ly, entonces (p(Xn)), ey €5
una submartingala respecto a la misma filtracion.

DEMOSTRACION. Como cualquier funcién convexa (sobre R) es continua, en-
tonces p(X,,) es F,-medible, que pertenece por hipdtesis a L;. Finalmente, por
la desigualdad de Jensen para la esperanza condicional,

E(@(Xn+1) | Fn) = @(E(Xnt1 | Fn)) = 0(Xn) U
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2.1. Ejemplos. En esta seccién supondremos que (2, .%#,P) es un espacio de
probabilidad en el cual estan definidas variables aleatorias con las caracteristicas
deseadas.

EJEMPLO 1.1. Supongamos que X es una variable aleatoria que pertenece a L
¥ (Fn) ey una filtracién en (©2,.%,P). Entonces la sucesién de variables aleatorias
(Xn)pen en la cual

X, =E(X |#,)
(sin importar la versién de la esperanza condicional) es una martingala respecto a
(jn)nEN'

Para verificar la veracidad de la anterior afirmacién, notemos que por definién
de esperanza condicional, X,, es .#,-medible y que X,, € L;. Finalmente, como
Fn, C Fpi1, entonces

E(Xn+1 |fn) = E(E(X |g¢‘”+1) |§n) = E(X |fn) = Xn.
Esta martingala es un ejemplo bastante general y muy importante. Posteriormente

podremos determinar cuando una martingala es de este tipo. A este proceso se le
conoce como la martingala cerrada.

EJEMPLO 1.2. Sean (&;);-, variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, o = {0,Q} y #, = 0(&1,...,§,) paran > 1. Entonces (%), oy €s
una filtracién.. Si

So =0,

i=1

y & tiene media finita y, entonces (X,), oy es una martingala respecto a (.7,)
donde

neN?

X, =S5, —nu.
Si ademds, o = Var(;) < oo, entonces (Y,),,cy es martingala respecto a la misma
filtracién, donde
Y, = (S, —np)® — no>.
Por otro lado, si
p(0) =E(e’) < o0
para 6 € R, definimos Zy =1y paran > 1:

605"’

()™’

entonces (Z,), cy s una martingala respecto a la misma filtracién.

Como X,,,Y,, v Z, estdan dadas por f(&1,...,&,), para una funcién continua
f:R™ = R (una funcién distinta para cada variable aleatoria) y el vector aleatorio
(&1,...,&,) es medible respecto a %, se sigue que las tres variables consideradas

Zy =
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son .%,-medibles. Para ver que pertenecen a L1, notemos que X, es la diferencia
de dos funciones en L1, por ser este ultimo cerrado bajo la suma. Ademas, si &;
tiene momento de segundo orden finito, entonces a 5, le pasa lo mismo, por lo que
Y, € L,. Para Z,,, el argumento que utilizamos es el de independencia, puesto que
esto implica que
E(exp(6.Sn)) = (#(6))" < oc.
Para verificar la dltima propiedad que define a las martingalas, notemos que
E(Xpt1 = X [ Fn) =E(&ns1 — p | Fn) = E(&n1 — 1) =0,

por lo que (Xp,), oy es efectivamente una martingala. Por otro lado,
E(Yat1 = Yo | ) =E( (Sur1 = (n+ 1) p)° = (S —np)* = 0? ’%)
=E(2(Sn —np) (Enir — ) [ Fn)
+]E( (bnyr — p)* = 0 ’ﬁn>

=2 (Sn = np) E(§n+1 — 1) + E((§ns1 — 1)
=0,

por lo que (Y3,),, oy es una martingala. Finalmente se tiene que

ef€nt1

©(0)

Z E(e%”l)
T ()
:Zna

por lo que (Z,), ¢y €s una martingala.
Mais adelante, utilizaremos estas martingalas para hacer ciertos calculos refer-
entes a caminatas aleatorias.

EJEMPLO 1.3. Sea U una variable aleatoria uniforme en (0,1) y definamos a
X =2"1y<q/om-
Entonces Xg, X1, ... es una martingala respecto de la filtracion que genera.
EJERCICIO 1.4. Probar la afirmacién anterior.

Notemos que en esta martingala, se tiene que X,, — 0 P-p.s., pero que sin
embargo, (X, ),y no converge en L; a 0.

EJEMPLO 1.4. Consideremos el siguiente experimento aleatorio, se tiene una
urna con r bolas rojas y v bolas verdes. Extraemos una bola, la reemplazamos
junto con ¢ bolas del mismo color, revolvemos la urna y volvemos a realizar el
experimento. Sea X la fraccién inicial de bolas rojas en la urna y X, la fraccién
de bolas rojas en la urna una vez realizado el experimento n veces. Entonces
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(Xn)pen €8 una martingala con respecto a la filtracién que genera esta sucesién.
Antes de proceder a verificar la afirmacién anterior, debemos considerar el modelo
matematico preciso del experimento aleatorio en cuestion, para poder calcular las
esperanzas condicionales. Notemos que al momento de la n-ésima extraccion hay

b, =r+v+nc
bolas en la urna. Sean (U;) variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, r,v > 0 y definamos X = r/(r + v) y para n > 0:
r+v+nc c
r+v+m+Dc " r+v+n+1)e
Esta es la descripcién matemaética que utilizaremos del experimento considerado
anteriormente y en él, la variable X,, es funcién de Xg,Us,...,U, paran > 1 (de

hecho es funcién de X,,—1 y Uy,) y por lo tanto, U, 1 es independiente de .%,, la
o-algebra generada por Xy, ..., X,.

Yoni1 =1y, .<x, ¥V Xop1 =

n-

EJERCICIO 1.5. Verificar que la sucesion X es una martingala respecto de
().

EJERcICIO 1.6 (Descomposicién de Doob para submartingalas). Sea X =
(Xn)pen una submartingala. Pruebe que X se puede descomponer de manera
dnica como X = M + A donde M es una martingala y A es un proceso previsible
con Ay = 0. (Decimos que A es previsible si A4,, es %, _1-medible para toda n > 1
y Ag es Fg-medible. Sugerencia: Asuma que ya tiene la descomposicién y calcule
esperanza condicional de X,,; dada X,.

EJERCICIO 1.7. Sean X y Y dos martingalas (respecto de la misma filtracién) y
tales que E(X;),E(Y;) < oo para toda i. Pruebe la siguiente férmula de integracién
por partes:

n
E(X,Yn) — E(XoYo) = Y E((X; — X;_1) (V; — Yi1)).
i=1

2.2. El teorema de muestreo opcional de Doob. Entre las razones por
las cuales las martingalas son importantes, se encuentran los teoremas de conver-
gencia de martingalas, que bajo ciertas condiciones de acotamiento nos permiten
concluir la convergencia casi segura (o de otro tipo) de una martingala. Para
abordar este resultado, es importante extender la igualdad E(X,,) = E(X,) para
abarcar no sélo a tiempos deterministas como n, sino también a ciertos tiempos
aleatorios, concepto que procedemos a discutir. Consideremos (£2,.%,P) un espacio
de probabilidad, (%,),cy una filtracién y (X, ),y una martingala respecto a la
anterior filtracién. Nuestro objetivo es observar a la martingala a un tiempo que
a su vez es una variable aleatoria. Esto se logra como sigue: si T : 2 — N es una
variable aleatoria y definimos a X7 :  — R por medio de

Xr(w) = Xnuw) (W),



2. Martingalas 12

entonces Xp resulta ser una variable aleatoria, puesto que si B € g, entonces
X1 (B) = Upen {w € Q: T(w) = n, X, (w) € B}.

Mediante la anterior variable aleatoria, observamos a la martingala al tiempo
aleatorio T'. En realidad, trabajaremos con una clase mas reducida de tiempos
aleatorios, a saber, los tiempos de paro. Para explicarlos, pensemos que al instante
n debemos decidir si parar a la martingala (definiendo a n como el valor de T') de
acuerdo a la informacién que tenemos disponible (es decir .%,,). Esto motiva la
siguiente

DEFINICION. Sea T : 2 — N U {cco} una variable aleatoria. Decimos que T es
un tiempo de paro respecto a la filtracién (%), oy si
{we:Tw)=n}eF, VnelN

El lector puede verificar que T es un tiempo de paro respecto a la filtracién
(Fn)pen siy solo si {T <n} € Z,.

TEOREMA 1.3. Sea X wuna submartingala. Si T es tiempo de paro respecto a
(Zn)nen ¥ T estd acotado por N entonces

E(Xr) <E(Xy).
Si X es una martingala entonces
E(X1) =E(XnN).

DEMOSTRACION. Por hipétesis, existe un natural N > 0 tal que T' < N. Asf,

N
E(X7) =Y E(Xulir—n)),
n=0

pero como el conjunto {T' = n} pertenece a %,
E(Xnlr=n) < E(E(XN [ F0) Lr=n) = E(Xn1(r=n),

por lo que
N
E(X7) <Y E(Xn1lr—n) = E(Xy).
n=0
Si X es una martingala, la desigualdad que utilizamos es una igualdad. |

El teorema anterior vale para tiempos de paro acotados y posteriormente, al
hacer un andlisis mds a fondo de las martingalas y de los tiempos de paro podremos
extender el teorema anterior a una familia mas amplia de tiempos de paro.

EJERCICIO 1.8. Sea X una supermartingala. Pruebe que si T" es un tiempo de
paro acotado por N entonces

E(X7) > E(XN).
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Curiosamente, la técnica de demostracién anterior no funciona para probar que
si X es una supermartingala y T es un tiempo de paro acotado por N entonces
E(Xo) > E(X7). Utilizaremos una segunda representacién de la variable X1 para
este fin. En efecto, notemos que

N
Xr—Xo=> Lrsn1(Xp—Xn1).

n=1
Puesto que {T' > n —1} € #,_1 y X es supermartingala
IE(]-T>n—1 (Xn - Xn—l)) == ]E(1T>n—l [E(Xn |yn—l) - Xn—lD S 0.

Por lo tanto, vemos que
E(XT1) < E(Xp).

La idea anterior es parte de un resultado mucho maés interesante que permite
obtener nuevas martingalas a partir de otras.

DEFINICION. Sea C' = (Cp,,n > 1) un proceso estocéstico. Decimos que C es
predecible respecto de (%)) si C), es .%,,_1-medible.

Si C' es un proceso predecible y acotado y M es una martingala, formemos al
nuevo proceso C' - M como sigue:

i<n
EJERCICIO 1.9. Mostrar cuidadosamente que C-M es una martingala. Obtenga
un enunciado analogo si M es una submartingala.

EJErcicio 1.10 (Extensiones del teorema de paro opcional). Sea M = (M,,,n € N)
una (super)martingala respecto de una filtracién (%#,,n € N) y sean S'y T tiempos
de paro.

(1) Pruebe que SAT, S+ Ty SV T son tiempos de paro.
(2) Sea

Fr={Aec.F: An{T <n} € #, para toda n}

es una o-algebra, a la que nos referimos como la o-algebra detenida en
7. Comente qué puede fallar si T no es tiempo de paro. Pruebe que T es
Fp-medible.

(3) Pruebe que si T es finito, entonces Mr es Fp-medible.

(4) Pruebe que si S < T < n entonces Fg C Fr. Si ademds T es acotado
entonces Xg, X7 € L1y

E(Mr | Zs) < Mg.
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g

(5) Si X = (X,,n € N) es un proceso estocdstico (%, )-adaptado y tal que
X, € Ly y tal que para cualesquiera tiempos de paro acotados S y T se
tiene que E(Xg) = E(X7) entonces X es una martingala. Sugerencia:
considere tiempos de paro de la forma nls + (n+ 1)14c con A € Z,.

2.3. El teorema de muestreo opcional de Doob y el problema de la
ruina. En esta seccién aplicaremos el teorema de muestreo opcional para tiem-
pos de paro acotados para resolver algunas preguntas concernientes a un problema
clasico dentro de la probabilidad, el problema de la ruina. Utilizaremos las mar-
tingalas del ejemplo (1.2). Supongamos que dos personas, A y B, juegan a los
volados, donde A gana el n-ésimo volado con probabilidad p € (0,1). Si A cuenta
con una fortuna inicial de a pesos, B una de b pesos y apuestan en una serie de
volados, un peso cada volado, hasta que uno de los dos quede sin dinero, ;Cual es
la probabilidad de que A se quede con la fortuna de B? y ;Cudl es la duracién
esperada del juego?

Para responder a dichas preguntas, primero las formularemos en términos de la
caminata aleatoria simple de la siguiente manera: Sean (X;);-, variables aleatorias
independientes que toman el valor 1 con probabilidad p y —1 con probabilidad 1—p.
Asi, X; toma el valor 1 si A le gana un peso a B y el valor —1 si pierde un peso en
el i-ésimo volado. Sean

So=1y S, =X1+4+ -+ X, paran>1.
Asi, a + S, representa a la fortuna de A después de n volados, y por lo tanto, si
T,=inf{n>1:5, =z},

Ale gana su fortuna a B si T, < T_,. Para responder la primera pregunta, debemos
calcular

P(T, <T-,).
La cantidad de volados que juegan hasta que alguien se quede sin dinero es T, AT,
por lo que para responder a la segunda pregunta, debemos calcular
E(Ty ANT—,) .
El anélisis es distinto si se trata de un juego justo (p = 1/2) o no. Haremos el caso
p=1/2y el caso p # 1/2 se dejard indicado como ejercicio.
Necesitamos un resultado preliminar.

PROPOSICION 1.3. Para cualquier a,b >0, P(T, NT_, < 00) = 1.

DEMOSTRACION. Sea K un entero mayor a a+b. Notemos que P(|Sk| > a V b) >
0 y que, como los eventos

|Sk| >aVb,|Sex —Sk| >aVb,...

son independientes y tienen la misma probabilidad, el lema de Borel-Cantelli nos
dice que |Sn K — S(n,l)k| > a Vb para una infinidad de indices n casi seguramente.
Por otra parte, vemos que si }SnK — S(nq)k’ >aVbentonces T, NT, <nK. O
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Caso p = 1/2: Como (S,),,cy es martingala respecto a la filtracién que gen-
era, tiene media cero y T_, AT, A n es un tiempo de paro acotado, se
tiene que

0= E(ST,G/\TE,/\TL) .

Ademas, (ST_a,\Tb/\n) ,>p converge a St_.am, ¥ los elementos de dicha
sucesiéon estan acotados por aVb,. Por el teorema de convergencia acotada,

0=E(Sr_,a1,) = —aP(T-o <Tp) + bP(T}, < T_,),

de donde
a

a+b
Para responder a la segunda pregunta en este caso, notemos que (S,zl — n)

P(T, < T_,) =

neN
es martingala respecto a la filtracién que genera, ya que E(X;) = 0y

Var(X;) = 1. Al utilizar el tiempo de paro acotado T_, A T, A n, vemos
que

E(s%ﬂmm) =E(T_o ATy An).

Como (S% AT A ) es una sticesién acotada por a? V b? y converge a
—a b/\TL
n>1
572“7(1 AT, » Podemos aplicar el teorema de convergencia acotada para con-
cluir que

E(S%ﬁam) = lim E(S%ﬂmm& = lim E(T o ATy An).

n—oo n—oQ
Como (T_4 ATy An),cy es una sucesion creciente de variables aleato-
rias no negativas, que converge a 1, A Ty, el teorema de convergencia
mondtona implica que
E(T_o ATy) = lim E(T o ATy An) = lim IE(S%QATBM) = E(S%ﬁa/\n) .
n—oo

n— oo

Finalmente, al utilizar el valor de P(T, < T_,), vemos que

a
b? =
a+b+ a+b

por lo que la cantidad esperada de volados hasta la ruina de alguno de
los dos jugadores es ab.

E(T_o ATy) = E(S%_am) _ ab,

EJeErcicio 1.11. Suponga que p > 1 — p.

(1) Sea ¢(x) = (p/q)” y pruebe que (¢(S,)), ey s martingala respecto a la
filtracién que genera.

(2) Note que al aplicar el teorema de muestreo opcional de Doob al tiempo
de paro acotado T, AT, A n se obtiene

1 =E(¢(Sr_onmynn)) -
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2.4.

Utilice alguna propiedad de la esperanza para pasar al limite conforme
n — o0 y concluir que

1= E(¢(ST—H,ATb)) = (,25(7(1) ]P(T_a < Tb) + (,b(b) P(Tb < T_a) .

Concluya con el calculo explicito de P(T, < T—,).

Pruebe que (S, —n(2p — 1)), oy s una martingala.

Note que al aplicar muestreo opcional al tiempo de paro T_, ATy A n se
obtiene

E(St_uamoan) = (20 — 1) E(T_q ATy An).

Aplique propiedades de la esperenza al lado derecho y de la probabilidad
al lado derecho que permitan pasar al limite conforme n — oo en la
expresion anterior y obtener:

1

E(T-0 A Th) = 3= TE(S70n1,)

1
- —aP(T_o < Tp) + bP(Ty < T_,
2p_l(a( <T,) +bP(T), <T-,))

y calcule explicitamente E(T_, A T}).

El teorema de convergencia casi segura. Para proceder a estudiar

la convergencia casi segura de las martingalas, necesitamos una caracterizacion de
la convergencia de sucesiones. Para esto, consideremos una sucesion real {z, },~ .
Para verificar si esta sucesién es convergente en R, es necesario y suficiente pro-
bar que liminf, ,. z, = limsup,,_, . =, y que esta cantidad pertenece a R. A
continuacién veremos una manera de concluir que el limite superior y el limite
inferior de la sucesién coinciden: si a < b son dos racionales, veamos cuantas ve-
ces cruzan hacia arriba los puntos xg, z1,... a [a,b], cantidad que denotamos por
Ula,p) (70,1, ...) y cuyo célculo procedemos a explicar: sean

Ay ={keN:z, <a},

minA; si A; #£0

Tl(x()’xl"”):{oo siAd; =10

y de manera recursiva, para j > 1

Agj :{/{iENZng_l < k,zg Zb},
min As;  si Ag; # 0
Tyi(zo.21,...) = j j
2j(w0 e ) {OO Si AQ] = 0
A2j+1 :{keN:TQj Sk‘,xk SCL}

) _ {minA2j+1 si A2j+1 75 @

T2‘+1(.’L'0 T1y..- .
J ’ ’ o si A2j+1 = 0
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A partir de las anteriores cantidades, definimos
Uap) (%o, -+ 2n) =sup{k € N: k> 1, Ay # 0}
=sup{k eN:k>1 Ty < oo},

que es la cantidad de cruces hacia arriba de la sucesién en [a, b] pues si que T, < 00
entonces la sucesién ha cruzado [a, b] hacia arriba de menos k veces, por definicién
de Tgk.

LEMA 1. El lémite inferior de la sucesion (x,),, oy coincide con el limite supe-
rior de la misma si y solo si para cualquier pareja de racionales a < b, la cantidad
Ula,p)(zo,71,...) es finita.

DEMOSTRACION. Si el limite inferior de la sucesién, [, no coincide con el limite
superior de la misma, L, entonces existen dos racionales a < b tales que | < a <
b < L. Por definicién de limite superior, para cada n € N existe m,, € N mayor que
n tal que x,,, > by similarmente, existe m;, € N mayor que n tal que z,,,; < a. De
lo anterior podemos concluir que T}, < oo para cada k € N, puesto que T; < m/,
de lo cual Ty < mq, y si Tor < 00, entonces Toiy1 < m’Tzk Y Tokyo <My, - Asi,
como la sucesién (T}),~, es estrictamente creciente, pues a < b, se sigue que el
conjunto cuyo supremo es Ula,p) (0, 71, . . .) es no acotado y por lo tanto esta tltima
cantidad es igual a oo.

Por otro lado, si Upq ) (z9,1,...) = co para alguna pareja de racionales a < b,
entonces los conjuntos

{neN:z,<a} y {neN:z,>b}

son infinitos, por lo que el limite superior de la sucesién es mayor o igual a b y el
inferior, menor o igual a a, y por lo tanto el limite superior y el inferior difieren. [

TEOREMA 1.4. Sisup,nyE(|X,|) < 0o, entonces (X,), oy converge casi se-
guramente a una variable aleatoria X, que pertenece a L.

DEMOSTRACION. Por el lema anterior, notemos que

{Hmiann = limsuan} = ﬂ {U[a’b](Xo,Xl, L)< oo},

n—oo n—oo a7be@
a<b
por lo que para demostrar la afirmacién del teorema, veremos primero que U, y Les
una variable aleatoria finita casi seguramente. De esto se desprendera que el con-
junto del lado derecho de la anterior igualdad pertenece a .# y tiene probabilidad
1, por lo que el limite superior y el inferior de la martingala coinciden casi segura-
mente y por el lema de Fatou, obtendremos que el valor absoluto del limite inferior
(y por lo tanto el del limite de la sucesién) tiene esperanza finita, las conclusiones
del teorema.

4Para la prueba de este teorema, las cantidades U, ) y Tk las evaluaremos en Xo, X7, ...
sin indicarlo.
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LEMA 2. para cada k € N mayor o igual a 1, Ty es un tiempo de paro respecto

a la filtracion (Fp), cn-

DEMOSTRACION. La prueba se hara por induccién: Para k = 1, la afirmacién
se deduce de la igualdad,
{Th <n} =Uo{X; <a},
vélida para cualquier n € N. Si ¢ < n, el conjunto {X; < a} pertenece a .%#; y por
lo tanto a %, por lo que {T1 < n} pertenece a .%, y por lo tanto T es tiempo de
paro respecto a la filtracién.

Por otro lado, si Ty es tiempo de paro y k = 2] es par (I > 1), entonces para
n>2

{Tiy1 <np = {Tk <n} N {Tky1 <n}

n—1 n
Jj=i+1

Il
s

i
Como Ty41 > 2, entonces Ty es tiempo de paro. Por otro lado, si k =2+ 1 es
tiempo de paro (I > 0), entonces para cada n > 2,

{Tot1 < n} ={Tk <n} N {Ths1 <n}

n—1 n
U [{Te=itn | (X520} € Zn.
i=1 j=i+1
De nueva cuenta T}y > 2, por lo que Tj4; es tiempo de paro. O

En particular, el lema anterior nos permite afirmar que T} es una variable
aleatoria (posiblemente extendida, pues puede tomar el valor co.) Para continuar
con la prueba del teorema, verifiquemos ahora que U, ;) es una variable aleatoria,
lo cual se desprende de manera inmediata del lema anterior pues

Ula) = Y Ly <o0)-
k=1

Ahora veamos que U, ;) finita casi seguramente: para esto, indtroducimos a las
variables aleatorias

[n/2]
U[Z,b] Z L1y <o0)s
k=1
la cantidad de cruces hacia arriba de zg,...,z, en [a,b]. Como (U[Z b]) es
. >1

una sucesion creciente de variables aleatorias no-negativas que converge a Ul p,
entonces se sigue que

(1) E(Vfhs) = E(Uian) -
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Si S, =T, An, entonces S, es un tiempo de paro acotado puesto que
T, <k} sik<n
{Sn < k} = { " } . _ )
Q sik>n
por lo que la esperanza de la variable aleatoria

n
Vi = ZXSZk: L T
k=1
es igual a cero. En la definicién de la variable aleatoria V,,, puede haber muchos
sumandos iguales a cero, puesto que para k > |[n/2], Sor = Sorp—1. Sabemos que
(para cada w € Q) existe k > 1 tal que T, < n < Tgy1. Si k es par, entonces
V> (b—a) U[ZJ)], por lo que en este caso,

(b—a) U[Z’b] -V, <0,
mientras que si k = 2l + 1 es impar, entonces
Vo> (b—a) Ulgp) T Xn — X1y yy 2 (b—a) Ulgp) T Xn —a,
por lo que en este caso
(b—=a)Upy — Vo <a— Xy,
de donde obtenemos una cota para cualquier w € €2
(b—=a)Upy — Vo < (a— X))
Como V,, tiene esperanza 0,
- E(Uy) =E(0 - a) ULy~ Vi) <E((a—X)"),
por lo que
B(Vn) < 5B = X))
Esta es la clasica desigualdad de Doob, que nos permitird terminar con la prueba
del teorema, puesto de acuerdo a (1),

E(Utan) = nILHgO]E(U@,m)

E((a - Xn)+>

< sup
n>10—a

1
< — (supIE(|Xn|) + a|) < 0.
b a \n>1

Asi, la variable Ul, y es finita P-p.s., pues pertenece a L;.

Lo anterior muestra que existe una variable aleatoria X, con valores extendi-
dos (esto es, puede tomar los valores —co e o0). Sin embargo, por el lema de Fatou
y la hipétesis sup,, E(|X,|) < oo, vemos que X, es integrable (y por lo tanto es
finita casi seguramente). |
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Por ejemplo, como la esperanza es constante para una martingala, entonces
una martingala no-negativa satisface las condiciones del teorema anterior. En
los ejemplos que hemos analizado, vemos que la martingala (Z,),y del ejemplo
(1.2) converge casi seguramente, asi como las martingalas de los ejemplos (1.3) y
(1.4). Veamos que la martingala del ejemplo (1.1) también converge P-p.s.: Por la

desigualdad de Jensen para la esperanza condicional,
E(|Xn|) = E(|E(X | F)]) <EE( |X] | #2)) = E(1X]),

de donde
supE(|X,|) <E(]X]) < oo.
neN

Consideremos a la martingala X del ejemplo (1.4) es un caso particular de la
del ejemplo (1.1). En efecto, (X,,) converge casi seguramente (digamos a X,) y
es una sucesién acotada. Por lo tanto, podemos aplicar el teorema de convergencia
acotada para probar que si A € .% entonces

nli_)n;o]E(anA) =E(Xola).
Por otra parte, si A € %, y m < n entonces
E(Xmla)=E(Xn1a)
puesto que X es una martingala. Asi, también vemos que
nl;rrgc E(X,14) =E(X,,14).
Se concluye que para todo A € %,
E(Xmla) =E(Xola)

y que por lo tanto
Xm =E(Xoo | Fm) -

2.5. Procesos de Galton-Watson y un criterio de extinciéon. Consid-
eremos una poblacion en la que los individuos se reproducen independientemente
de los demés y en la que cada uno de ellos tiene k hijos con probabilidad gy,
donde >°.7 k= 1. A la coleccion p = (ug, k > 0) le llamamos distribucién de
progenie. Nos interesard el tamano de las generaciones sucesivas. Para modelar
matemdticamente esta situacién, consideremos a una coleccién (§; ,,) de variables
aleatorias independientes con distribucién u. Sea k € N y construyamos recursiva-
mente a

ZO =k y Z7L+1 - Z giﬂr
1<i<Z,
Nuestra interpretacién es que &; 5, es la cantidad de hijos que tiene el ¢-ésimo indi-
viduo de la generacién n, si es que existe, por lo que Z,, representa el tamano de la
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generacién n. A Z se le conoce como proceso de Galton-Watson de ley de repro-
duccién (o progenie) u. El proceso fue introducido para investigar la propensién a
desaparecer que tenian los apellidos de la aristocracia en la Inglaterra victoriana y
se llegé a la conclusién (erronea como veremos) de que la extincién siempre ocurre.

La extincién se puede traducir como el siguiente evento: E = {3n: Z, = 0}
y ahora calcularemos la probabilidad de extinciéon en términos de la ley de repro-
duccién p. Consideremos primero a la filtracién %, = (&, : ¢ > 1,k < n) para
n>1y % = {Q,0}. Notemos que Z es (%,)-adaptado. Ahora construiremos
una martingala asociado al proceso de Galton-Watson. Para esto, calcularemos
E(Z,+1 | #,) al notar que o(&; n,7 > 1) es independiente de .%,,. Sea m la media
de p, que suponemos finita y positiva. Entonces

E(Zn+1 ‘yn) =E Z]-Zn:k (fl,n++£kn) <grn
E>1

= Z 1z, —kE(&1n+ -+ &k | Fn)

E>1

= Z lzn;kkm

k>1
=mJZ,.

Asi, notamos que (Z,/m™,n > 0) es una (.%#,)-martingala. A partir del teorema de
convergencia casi segura, vemos que dicha martingala converge casi seguramente
a una variable aleatoria M,,. Esto nos quiere decir que sobre M., > 0, Z,, tiene
una velocidad de crecimiento (o decrecimiento si m < 1) exponencial, pues Z,, es
asintético a Woom™. Dividimos a los procesos de Galton-Watson en

Subcriticos: sim < 1
Criticos: sim =1
Supercriticos: sim > 1

TEOREMA 1.5. La probabilidad de extincion de procesos de Galton-Watson es
tgual a 1 si y solo si el proceso es critico o subcritico.

DEMOSTRACION. Basta probar el teorema cuando Z; = 1 puesto que cuando
Zy = k la probabilidad de extincién sera la potencia k de la probabilidad de ex-
tincién cuando Zp = 1. (Informalmente, esto sucede pues las k subpoblaciones que
descienden de cada individuo de la generacién k son independientes.) Supongamos
pues que Zy = 1.

Cuando m < 1, la desigualdad de Markov implica que

P(Z,>0)=P(Z,>1) <E(Z,) =m" —0.
Por lo tanto

P(3n, Z, = 0) = lim P(Z, =0) =lim1 —P(Z, >0) = 1.

n— oo n
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Cuando m = 1, notamos que Z es una martingala no-negativa y con valores
enteros, por lo que casi seguramente es eventualmente constante. Ahora probemos
que si g3 < 1 (o0 en otras palabras, el proceso no es trivial) entonces para toda
k>1

P(Z, = k para todan > N) = 0.
En efecto, notemos primero que dicha hipétesis implica que Var(&;1) > 0 lo cual
implica que Var(§11 + -+ +&1,5) > 0 por lo cual
P&a+-+&r=k) <1

Asi,

P(Zn =k, Znyy1=k,...,ZNsn =k)

=P(Zy =F)PEa+ -+ &k =k)" 2ns 0,
por lo que para toda k > 1:

P(Z, =k paratodan > N)= lim P(Zy =k, Zny1=k,...,ZNsn =k) =0.
n—oo

En este argumento no hemos utilizado que estemos en el caso critico. La conclusién
es que si Z,, converge (incluimos al infinito) entonces lo hace a 0 0 a co. En el caso
critico, como Z,, es martingala no-negativa, converge en N y se concluye que Z,, = 0
para toda n suficientemente grande casi seguramente, por lo que la probabilidad
de extincion es 1.

Finalmente, cuando m > 1, definamos a

fls) = Zuksk.
k

Entonces f(1) = 1, el limite por la izquierda de f en 0, denotado f(0+), es igual
a o,
F&)=> k" >0 y f(s)= k(k=1)s"2u, >0
k>1 k>2

por lo que f es una funcién convexa y creciente en (0,1). Notemos ademds que el
limite por la izquierda de f’ en 1, denotado f’(1—) es entonces igual a m > 1, por
lo que f cruza a la identidad en [0, 1] exactamente en dos puntos: 1y n € [0,1).
Calculemos

E(nZn+1 |g‘n) — leﬂ/:kE(ngl,n‘i’""”gk,n)
k>0

=Y 17, f()"

k>0

= Z 1z, -k

k>0

= 77Z"’ .



2. Martingalas 23

Se concluye que (nf ,n > 0) es una martingala y puesto que es acotada, converge
casi seguramente. Esto implica que Z,,n > 0 converge casi seguramente en N U
{00}, por lo cual o converge a 0 o converge a co. Se sigue que r]Z" — 1Extincidn
casi seguramente y por el teorema de convergencia acotada

P(Extincién) = lim E(nZ") = E(nc") =n. O

n—oo

2.6. Desigualdades maximales de Doob. Ahora veremos un criterio sen-
cillo para verificar que una martingala converge no sélo casi seguramente sino
también en L, para algin p > 1. Para esto, estudiaremos al maximo valor que
toma una martingala. Con una cota adecuada para el maximo, se puede entonces
simplemente aplicar convergencia dominada para verificar la convergencia en Lj,.
Sea M = (M,,,n > 0) una (%, )-submartingala. Definamos a

PROPOSICION 1.4 (Desigualdad maximal de Doob). Para toda A > 0,
(M, > A) SE(M).

La cota obvia, obtenida al aplicar la desigualdad de Markov, es
(M, > A) <E(M, ) ;

el contenido no trivial de la desigualdad maximal de Doob es que de hecho pode-
mos acotar la cola de la distribucién del supremo de la martingala al utilizar la
martingala misma.

DEMOSTRACION. Recordemos que M, es una sub-martingala. Definamos a
A={M; >} v T=min{k=0:M>2}An.
Notemos que
AN{T =k} ={M;" < Xparai <k, M} >\} € .

Por lo tanto

Moan(r=k} < MiFLanir—py-
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Entonces

I
Pj:

AP(A) P(AN{T = k})

=~
Il
<

M=

E(M; Lanir=1y)

S
Il
=

ANgE

E(M:Lr]-Aﬁ{T=k})

A4+1A)
M. O

IA I
Ei & T

A partir de la desigualdad anterior, veremos que las normas p de M oy de M,F
son comparables. Notemos que obviamente

E(M) <E(M,).
El contenido del siguiente resultado es establecer una especie de desigualdad
reciproca.

PROPOSICION 1.5 (Desigualdad L, de Doob). Para cualquier p € (1,00):

ot p
1M [l < HHMin-

DEMOSTRACION. Consideremos una constante K > 0 y escribamos:

E( (M, /\K)p) - /va—lp(M,f > ) dA
0
< /KpAP—Z/M;1M+>AdIF>dA
0 M

M AK
= / M;F / PAP2 A\ dP
0

_ %1 i (97, /\K)p_l dP.

Al utilizar la desigualdad de Holder, utilizando el exponente conjugado ¢ = p/(p—1)
se obtiene:

— P — q
E((My AK)) < Lo lXF ol (30 A K)o
p—
por lo que despejando se obtiene

ot p
1My A Ky < o= 1M

La demostracion termina al tomar el limite conforme K — oo. O
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. oo . . -
Finalmente, podemos obtener un criterio de convergencia en L, para martin
galas.

TEOREMA 1.6. Si M, es una martingala con sup,, E(|M,|?) < oo para alguna
p > 1, X,, converge casi seguramente y en L, a una variable My, y se tiene que

M, =E(Ms | %,) -

DEMOSTRACION. La hipétesis implica que sup,, E(|M,|) < oo, por lo que el
teorema de convergencia casi segura de martingalas nos permite afirmar que M,
converge casi seguramente a M.,. Por otra parte, vemos que

P
E(sup |Mn|p> = lim E(sup |Mn|p) < (p) supE(|M,|?) < oo.
n n—00 m<n p—1 n

Puesto que
P
|Mp — Moo |” < <2SUP Mn|) € Ly,

podemos aplicar el teorema de convergencia dominada para ver que M,, — M, en
L, conforme n — oo.

Finalmente, puesto que M,, converge a M, en L, también converge en L; y
por lo tanto si A € % entonces

lim E(MnlA) = E(MOO]_A) .

n— oo
Por otra parte, si A € %, y m < n entonces
E(Mpy,14) = E(M,14)
puesto que X es una martingala. Asi, también vemos que
lim E(MnlA) = ]E(Mm]_A) .
n—oo
Se concluye que para todo A € %,
E(M,n14) =E(My1a)
y que por lo tanto

M, =E(My | %) . O

Sea Z el proceso de Galton-Watson de ley de reproduccién p que hemos con-
siderado. Supongamos que Zy =1y que m = E(&1,1). Regresemos a la martingala
M, = Z,/m™ y a su linite casi seguro M. Recordemos que el crecimiento de Z,
crece exponencialmente cuando My, > 0. A continuacién se presenta un criterio
sencillo para que My, > 0 con probabilidad positiva. El criterio insuperable en este
sentido es el dado en el teorema de Kesten-Stigum y nos dice que P(My, > 0) > 0
siy sélo si E(&,11ogé1,1) < oo.

PROPOSICION 1.6. Si Var(&,1) € (0,00) entonces P(My > 0) > 0.
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DEMOSTRACION. Sea 02 = Var(&;,1). Comenzamos por encontrar una relacién
de recurrencia para el segundo momento de M,, para lo cual calculamos

E(MZ,1 | Fn) = M2+ 2ME( Moy = My | £2) +E( (Mars = M,)° | 72)

2
= M + W]E< (Zn+1 —mZy,) ‘ ﬂ\n>

= M?+ Zn02.

m2(n+1)
Obtenemos por lo tanto la relacién de recurrencia

0.2

E(M2,,) =E(M?) + —T
Se deduce que si g > 1:
2

supE(MTQL) = 1+Z# < 00
n k

y por el teorema de convergencia en Ly de Doob vemos que
E(MZ2) = lim E(M,) =E(M) =1> 0.
n—oo
Por lo tanto se concluye que P(My, > 0) > 0. O

2.7. La transformada martingalas. Sea M = (M,,) una martingala. Recorde-
mos que nuestra interpretacién es que M, — M,,_1 es la ganancia que obtenemos
de apostar en un juego justo nuestra fortuna al tiempo n — 1. Si ahora decidi-
mos apostar la fraccién C,, de nuestra fortuna, entonces nuestra ganancia serd
Cpn (M, — M,_1). Asi, a las cantidades Cy, C1, ... la podemos pensar como la es-
trategia de apuesta y C),, obviamente dependerd de la informacién que tengamos
al tiempo n — 1, que la habfamos interpretado como %, 1. En otras palabras, se
requiere que C), sea %, _1-medible. Esta condicién define a lo que se conoce como
un proceso predecible. Nuestra ganancia al tiempo n al seguir la estrategia de
apuesta C' = C4, Cs, . .., que denotaremos por (C - M), , estd dada por

n

(C-M)y=0y (C-M),= Cin (M, — My—1) .
m=1
TEOREMA 1.7. Sea M una (sub)martingala y C un proceso predecible y acotado
entonces C - M es una (sub)martingala.

EJERCICIO 1.12. Pruebe el teorema anterior.

El teorema anterior es otra manifestacion del hecho de que no es posible generar
ganancias en un juego justo.

Por ejemplo, consideremos la siguiente estrategia: sean a < b dos reales fijos
y apostaremos ya sea todo lo que tengamos o nada con las siguientes reglas. Nos
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fijamos en M y esperamos hasta que M se encuentre por debajo de a, ahi comen-
zamos a apostar, deteniéndonos cuando M se encuentre por arriba de b. Repetimos
al infinito. Obviamente esta estrategia trata de utilizar a los cruces hacia arriba de
la martingala en el intervalo [a,b] para producir ganancias. La definicién formal
de la estrategia es como sigue:
Ci=1ymy<a v Cn=1c,_,—0lm, 1<a+1c,_1=11Mm, _.<b-

SeaY =C M.

EJERrRcicIO 1.13. Sea U, la cantidad de cruces hacia arriba que hace el proceso
M en el intervalo [a,b] antes de n. Argumente que

Y.>0b—-a)U,+ (M, —a) .
Al tomar esperanzas verifique que se satisface la desigualdad de cruces de Doob

]E((a - Mn)+> .

3. Martingalas e integrabilidad uniforme

E(U,) <

b—a

El objetivo de esta seccién es analizar el concepto de integrabilidad uniforme
de una familia de variables aleatorias integrables. El interés de esta nocion, para
el estudio de las martingalas, es que permite caracterizar a las martingalas que son
de la forma X,, = E(X | %,), y con esto, permite dar una versién muy general del
teorema de paro opcional de Doob.

DEFINICION. Sea {X;},., es una familia de variables aleatorias reales. Deci-
mos que es uniformemente integrable si

lim supE(|X;| 1|x,/>c) = 0.
€T

c—00 t

EJeEMPLO 1.5. La familia que consta de un sélo elemento X € L; es uniforme-
mente integrable. Esto se sigue de aplicar el teorema de convergencia dominada
para concluir que

lim E(|X| 1 x|s.) =0

c— 00
al ser X casi seguramente finita.

EJEMPLO 1.6. Si {X;},c es tal que sup;cp E(|X¢|?) < oo para alguna p > 1
entonces dicha familia es uniformemente integrable. En efecto, basta notar que

PTE(IXe 11x,5¢) < E(1Xe]P).
EJEmpPLO 1.7. Para cada X € L4, a la familia
E={E(X |¥):%9 es subo-algebra de .7} .

Se afirma que E es uniformemente integrable. En efecto, la desigualdad de Jensen
implica que

E(|E(X |9)] g x j9)>c) SEE(IX] [9) 1gx @)>c) = E(X1gx @) >c) -
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Por la desigualdad de Markov, vemos que
1 1
P(E(X |9)] > ¢) < SE(E(X |9)]) < -E(|X]),

por lo cual

lim sup P(|E(X |9)| >¢) =0.

c— 00 GCF
Finalmente, se afirma que para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que si P(F) < 4,
entonces E(|X|1g) < . Esto se prueba a partir de la desigualdad

E(|X| 1g) < cP(E) + E(|X| L xj50) -

Por convergencia dominada, el segundo término del lado derecho tiende a cero
conforme ¢ — oco. Asi, dada € > 0, escogemos ¢ > 0 tal que el segundo sumando
del lado derecho sea menor a £/2. Basta entonces tomar § < /2¢. Esto termina la
prueba de que E es uniformemente integrable, puesto que dada ¢ > 0, escogemos
0 tal que si P(A) < § entonces E(|X|14) < ¢ y finalmente C tal que para toda
¢ > Cy toda ¢ subo-dlgebra de .# tengamos

P(IE(X |9)]| > ¢) < 4.

Entonces
E(|E(X |9)] 15 x |9)>c) <€
para toda ¢ > C.

En vista del ejemplo anterior, si X,, = E(X | %#,) vy (%,,n € N) es una fil-
tracién entonces la martingala (X,,) es uniformemente integrable. Un ejemplo de
una martingala que no es uniformemente integrable es el siguiente: si U es una
variable uniforme en (0,1) y X,, = 2"1y<an, entonces X,, es una martingala re-
specto a la filtracién que genera. Puesto que U > 0 casi seguramente, se sigue que
X, — 0 casi seguramente. Sin embargo, lim._, sup,, E(X,1x, >.) = 1, por lo que
no es uniformemente integrable.

Si {X:},cp es uniformemente integrable, sea ¢ > 0 tal que

SupE(|Xt| ]-Xth) g 1.
teT

Vemos que entonces

supE(|X,]) < ¢ +1 < o0,
teT

por lo que la familia {X;}, ., es acotada en L;.
La importancia de la integrabilidad uniforme es que nos permite relacionar dos
modos de convergencia, la casi segura y la convergencia en Lq:

TEOREMA 1.8. Si {X,}, oy ¥ X son variables aleatorias integrables tales que
X, — X cast sequramente, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) {Xn},en €s uniformemente integrable.
b)) Xel, yX,— X en L.
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Como hemos visto anteriormente, una condicién necesaria y suficiente para que
una sucesién convergente casi seguramente también sea convergente en L es que la
sucesion sea uniformemente integrable, por lo que ahora estudiaremos martingalas
uniformemente integrables para abarcar otro modo de convergencia en el estudio
de las martingalas.

Si (Xn),,cn €8 una martingala uniformemente integrable (respecto a la filtracién
(Zn)nen) entonces el conjunto {E(|X,[) : n € N} es acotado, por lo que se satis-
facen las condiciones del teorema de convergencia de martingalas y por lo tanto
existe una variable aleatoria integrable X a la que la sucesién converge casi se-
guramente conforme n — co. Por ser la martingala uniformemente integrable, la
convergencia también se dd en Ly. Si A es un elemento de %, la tercera condicién
que define a las martingalas nos permite afirmar que

E(X,14) =E(X,,14) Vm >n,
y como
E(Xn1l4) — E(X14)
por la convergencia de (X,), .y a X en Ly, entonces

E(anA) = E(X].A) VA € 97,,

de donde se concluye que X, = E(X |.%#,) (pues X,, es Z,-medible) y por lo
tanto, la martingala original era una martingala cerrada. De hecho:

TEOREMA 1.9. Sea (X,), oy una martingala respecto a la filtracion (Fy),, cy-
Entonces existe una variable aleatoria integrable X tal que X, = E(X | %) si
y solo si {X,, :n € N} es uniformemente integrable. Ademds, si se cumple al-
guna de las condiciones anteriores, (X")neN converge casi seqguramente y en L1 a

E(X | %), donde
Foo = 0<U 9}) .
neN

NoTA. Para una martingala cerrada, (E(X |.%,)),,cy el limite casi seguro no
tiene porque ser igual a X; sin embargo, si .# = %, entonces el limite casi seguro
si es igual a X.

DEMOSTRACION. En el parrafo anterior, hemos visto como para cualquier mar-
tingala uniformemente integrable existe una variable aleatoria integrable X que la
convierte en una martingala cerrada. Asi, s6lo hace falta verificar que una mar-
tingala cerrada es uniformemente integrable. Pero esto es inmediato, pues hemos
verificado que si ¥ es una familia de o-dlgebras en Q) contenidas en %, entonces
la familia de variables aleatorias {E(X |G) : G € £} es uniformemente integarble,
por lo que cualquier martingala cerrada lo es.

Si se satisfacen alguna de las dos condiciones, sea Y el limite casi seguro y en

Ly para la martingala (Y, = E(X | #,)),cn. Como Y, es .#,-medible para cada
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n € N, se sigue que Y también lo es. Ademads, por la convergencia en Ly, se sigue
que para todo A € %,

E(X].A) = E(YnlA) = lim E(Yn+m1A) = E(Y]_A).
m—r o0

Sea
€ ={Ac Fo:E(X14)=E(Y14)}.

Hemos visto que

U #nc?c e

neN
y la anterior unién de o-dlgebras es un algebra. Ademads, € es una clase monétona,
puesto que si (Ay), oy €s una sucesion creciente o decreciente de elementos de &
y A es el limite de la anterior sucesién de conjuntos (igual al limite superior o al
inferior, que coinciden) entonces el teorema de convergencia dominada nos permite
afirmar que

E(X].A) = lim E(XlAn) = lim E(YlAn) = E(Y]_A) s
n— 00 n—oo

por lo que A pertenece a €. Asi, por el lema de clases monétonas, € = F, lo
cual nos dice que
Y =E(X | %) - |

Bajo la hipotesis de integrabilidad uniforme, también podemos dar una primera
extension del teorema (1.3):

TEOREMA 1.10. Si (Xy),cn €s una martingala uniformemente integable re-
specto a la filtracion (Fn),cn y T es un tiempo de paro respecto a la misma fil-
tracidon entonces Xt es una variable aleatoria integrable y E(Xt) = E(X)).

DEMOSTRACION. Puesto que X,, converge conforme n — oo, digamos a X,
podemos definir a X7 atn cuando 7" no sea finito. Para ver que X es integrable,
notemos que para cada A € F,,:

Dado que T es tiempo de paro, el evento {T' = n} pertenece a .%,, por lo que de
acuerdo a la desigualdad anterior

E(1X7]) = E(|Xoo| 17200) + > E(|Xn| Lir—n))
neN

<> E(IX] Lir—n))

neN
=E(|X]) < o0.

Finalmente, sea

Y, = Xoolp—o + Z Xil(r=s),
=0
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por lo que (Y3,), oy converge casi seguramente a Xr. Por la las desigualdades

n
Vol < [Xoo| Ir—oe + > |Xil 1r—i) < |X7| € Ly,
i=0
podemos aplicar el teorema de convergencia dominada para concluir que

E(Y,) — E(X7)

y como

E(Y;) = E(Xoolr—o) + Z E(Xilir—s)
=0

=E(X1r—o) + Y E(X1(7—;)
i=0
=E(X1r<n 6 7=c0)
se concluye, mediante el uso del teorema de convergencia dominada que
E(Y,) — E(X) = E(Xo)

y por lo tanto
E(Xr) = E(Xo). O

La integrabilidad uniforme nos da un criterio importante para ver si podemos
aplicar el teorema de muestreo opcional de Doob. En efecto, si X = (X,,n € N) es
cualquier martingala y T' es un tiempo de paro finito, la integrabilidad uniforme de
la martingala detenida X* = (X,a7,n € N) implica la igualdad E(X7) = E(X)).

4. La ley 0 — 1 de Kolmogorov

En esta seccién veremos una primera aplicacion de los teoremas de convergencia
de martingalas a sucesiones de variables aleatorias independientes. Sea (Q, Z,P)
un espacio de probabilidad en el cual estan definidas una sucesién de variables

aleatorias independientes (X;),cy. Definiremos a

FIn=0(X;:i<n) ya F=0(X;:i€N).

El resultado que probaremos, la ley 0 — 1 de Kolmogorov, nos permite concluir
bajo ciertas hipdtesis, que un elemento de %, tiene probabilidad 0 6 1. Para esto,
sean
Gp=0(X;:i>n) y T=()%.
neN

Recordemos que 7 es una o-algebra, pues es interseccién de o-édlgebras, a la cual
llamaremos la o-algebra cola. Por la hipdtesis acerca de la independencia de las
variables aleatorias se obtiene lo siguiente.
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PROPOSICION 1.7. Las o-dlgebras F, y 9, son independientes. Ademds, la
o-dlgebra T es independiente de F,, para toda n € N.

Finalmente, podemos enunciar y demostrar la Ley 0-1 de Kolmogorov:
TEOREMA 1.11. Si A € 7, entonces P(A) € {0,1}.

DEMOSTRACION. Como A € 7, entonces A es independiente de .%, para
cualquier n € N, de donde

E(14 | %) =P(A) VneN
Por otro lado, sabemos que
E(14 | %) 2 E(14 | %) P—p.s.
y como A € F,, entonces
P(A)=14 P-p.s.,
de donde P(4) € {0,1}. O

Veamos algunos casos particulares del resultado anterior. Si S,, = X7+ -+ X,
y an es una sucesién de reales que tiende a oo entonces limsup,, .. Sn/an ¥
liminf,, o Sp/a, son variables aleatorias 7-medibles. Por lo tanto, son casi segura-
mente constantes. Vemos ademéds que P(limsup,,_, . Sp/an = liminf,_, Sy /a,) €
{0,1}. Esto explica por qué, si las variables X; son ademé&s idénticamente dis-
tribuidas, se observa que la existencia del limite de S,,/n ocurre con probabilidad
cero o uno y por qué, de existir con probabilidad uno, se trata de una variable
aleatoria casi seguramente constante.

5. Martingalas reversas y la ley fuerte de los grandes ntumeros

En esta seccién, exploraremos una situaciéon analoga a la contenida en el teo-
rema de convergencia de martingalas naturales. Lo que se consideré en ese teorema
fué la existencia del limite casi seguro y en L; de la sucesion

(E(X [ F0))

donde (#,,),,cy €s una subsucesién creciente de o-algebras de .#. Si ahora consid-
eramos una coleccién (%), ., creciente, podemos concluir la existencia casi segura
yen Ly de E(X |.%,) conforme n — —oc0? Si ¥, = F#_,, paran € N, por lo que
Y+1 C 9, lo que quisieramos afirmar es la existencia del limite casi seguro y en
L; de E(X |¥,) conforme n — co.

Para indicar la relevancia de tal afirmacién, consideremos una sucesién (X;):-
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media cero,
(Sn)pen la sucesién de sumas parciales asociadas y paran € N, ¢4, = (S, Sny1,.-.)-
Se deja como ejercicio al lector comprobar que

Sn .
E(X; |¥9,)=—, i=1,...,n,n>1
n

neN?
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por lo que
E n n = 1 Pn+1
(Sn [Dn1) n+1S +1
de donde
Sn Sn—i—l
El — |9 = —.
( n "+1> n+1
De aqui se sigue que
Sn

? == E(Xl |gn)

puesto que ¥4,+1 C 9%, por lo cual la pregunta que formulamos anteriormente es
acerca del limite casi seguro y en Ly de S, /n, resultado conocido como la ley fuerte
de los grandes ntimeros.

Utilizaremos a continuacién los resultados ya verificados sobre martingalas para
atacar la pregunta que nos concierne, para lo cual necesitamos precisar cuales son
los procesos con los cuales vamos a trabajar.

DEFINICION. Sea (X,), oy una sucesién de variables aleatorias y (4,),,cy una
sucesién decreciente de o-algebras contenidas en .%. Decimos que (Xp), oy €s una
martingala reversa respecto a (%,),,cy si

(1) X,, € Ly para todan € N,
(2) X,, es %,-medible para todan € Ny
(3) E(Xn |gn+1) = Xn+1-

Notemos que de las propiedades de la esperanza condicional se sigue la igualdad
Xnt2 =E(Xnq1 |Gnt2) = E(E(Xn |Dnt1) [Dnr2) = E(Xy [Dns2),
por lo que de manera inductiva se verifica
X, =E(Xy|%,).

Asi, la pregunta formulada anteriormente es simplemente verificar si una martin-
gala reversa tiene un limite casi seguro y en L.

TEOREMA 1.12. Sea (X,,),, oy una martingala reversa respecto a (9y),,cy- En-
tonces (Xn), ey converge casi sequramente conforme n — 0o a una variable aleato-
ria X que pertenece a L.

NoTA. Nos basaremos en el teorema de convergencia casi segura para martin-
galas. En dicho teorema, se vié que para demostrar la existencia del limite casi
seguro, era suficiente verificar que la cantidad de cruces cruces hacia arriba de
Xo,X1,... en [a,b], denotada por Up, (X0, X1,...), era finita casi seguramente
para cualquier pareja de racionales a,b tal que a < b. En la prueba del teorema,
vimos que la cantidad de cruces hacia arriba de Xg, X1,... en [a,b] as{ como la
cantidad de cruces hacia arriba de Xj,..., X, en [a,b], U[Z,b] (Xo,...,X,) eran
variables aleatorias y se demostré la desigualdad clasica de Doob.
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DEMOSTRACION. Sea m € N, Y, = —X(m_nyvo ¥ #n = Ym—n)vo Para n €
N. Verifiquemos que (Y,),y es una martingala respecto a (J4,), cy: sin € N,
entonces
E( = Xm—n-1 |%—m) sin<m
E(Y, IG) =
(Yuya | ) {E(—Xogn) sin>m
_ —Xp—m sSin<m
N —Xo sin>m
—Y,.
Asi, por la desigualdad clasica de Doob, y al utilizar la igualdad
U[n—b,—a](YO’ ceey Yn) - Uﬁl,b](X07 oo 7X7L)
se tiene que
" 1 1
E(Uy(Kos- 1 Xn) ) < 5= (1b] + E(|Yal) = 7— (bl + E(1Xo]))-

De esta manera, vemos que
1
E(Upa,5(Xo0, X1,...)) < P a (1] +E(|Xol)),
por lo que Ul (X0, X1,...) < oo P-p.s.. Esto nos dice que existe el limite casi
seguro de X,, conforme n — oo y para ver que pertenece a L1, aplicamos el lema
de Fatou:
E(um;n

n—oo

) < liminf E(|X,|) = liminf E(|E( X |%,)]) < liminf E(|Xo|) < oc.
n—oo n—oo n—oo
O

Ahora, veamos que toda martingala reversa es uniformemente integrable, por
lo que la convergencia casi segura nos permitird concluir la convergencia en L.

TEOREMA 1.13. Si (X,),cy €s una martingala reversa respecto a (¥,)
entonces es uniformemente integrable.

neN’

DEMOSTRACION. Como X,, = E( Xy |%,) y hemos visto que
{E(X |¥9):9 € G},

con G una familia de o-dlgebras contenidas en . y X un elemento de L; es
uniformemente integrable, se sigue que {X,}, cy es uniformemente integrable. [

Pasaremos a la identificacién del limite:

TEOREMA 1.14. Sea (X,,), oy una martingala reversa respecto a (4,) En-

tonces
N g,,) :

neN

neN"

1m1Xn=E<XO
n— o0
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DEMOSTRACION. Sea X el limite casi seguro y en L; de (X,,) Como X,,

es ¢¥,-medible para cualquier m > n, se sigue que
X = lim X,4m

m—r o0

neN’

es ¥,-medible para toda n € N, por lo que es medible respecto a la interseccién de
dichas o-dlgebras. Por otro lado, si A € ¥,, para toda n € N, entonces
E(Xnla) =E(Xo1la)
y por la convergencia de X,, a X en L,
E(X14) = nan;O E(X,14) =E(Xola). |

Para finalizar esta seccién, daremos una prueba de la ley fuerte de los grandes
numeros que utiliza las ideas que se han desarrollado.

TEOREMA 1.15. Sea (X;),cy una sucesion de variables aleatorias independi-
entes e idénticamente distribuidas tales que X; € Ly. Si (Sn,)ZO:O denota a la
sucesion de sumas parciales asociada, entonces

lim S =E(X;) P-ps.

n—o0 N

DEMOSTRACION. Sea®,, = o(Sy : k > n)y pu=E(X1), porloque (S,/n— 1),
es una martingala reversa respecto a (%) Esto nos dice que S, /n — p tiene
un limite conforme n — co y como

neN’

1. n . Sn - Sm . Xm+1 + -t Xn
im ——p= lim — — p= lim — i,
n—oco N n— 00 n n—00 n

se sigue que dicho limite es medible respecto a o(Xj : k > m) para toda m € N, de
donde es medible respecto a la o-algebra cola asociada a (X;),.y v por lo tanto es
constante. Para determinar la constante’, recordemos que S, /n también converge
en L, y que una variable aleatoria constante es igual a su esperanza, por lo que

lim Sn—u:]E(lim Sn—u) = lim E(Sn—,u> =E(S; —u) =0,
n—oo N n—oo N n—o00 n
de donde S, /n converge a p. O

6. Urnas de Poélya y el teorema de de Finetti

Comencemos por analizar con mayor profundidad el ejemplo de las urnas de
Pélya. Sean (U;) variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
r,v > 0y definamos X = r/(r 4+ v) y para n > 0:

r+v+nc c v
r+v+m+De " r+v+(n+le "

Yn+1 = 1Un+1§Xn y Xn+1 =

S5Para no utilizar la integrabilidad uniforme en lo que sigue, se puede usar la ley débil de los
grandes nimeros.
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Hemos interpretado a la sucesion (X,,), .y como la fracciénes sucesivas de bolas
rojas en una urna que inicialmente contiene r bolas rojas y v bolas verdes (aunque
con esta construccién podemos considerar a r y a v como reales positivos) y tal
que, en cada unidad de tiempo, se revuelve, se extrae una bola y se regresa con c
bolas del mismo color. Ademads, hemos visto que si .%,, = o(Uy,...,U,), entonces
(X,) es una (%, )-martingala acotada. Esto implica que converge casi seguramente
v en L, a una variable aleatoria X, que se puede interpretar como la proporcién
limite de la urna. Ahora determinaremos la distribucién de X, mediante una
técnica importante que basicamente generaliza nuestra prueba de la ley fuerte de
los grandes ntimeros.

Analicemos ahora a la sucesién (Y;,): la variable Y,, se interpreta como la
indicadora de que en la enésima extraccién so obtuvo una bola roja. Ahora cal-
cularemos la distribucién conjunta de (Y7,...,Y;), para lo cual necesitamos la
notacion del factorial ascendente

a™ =a(a+1)---(a+n-1).
PROPOSICION 1.8. Las variables aleatorias (Y,,) son intercambiables. De hecho,
St i1,...,0n €{0,1} y 8y = i1 + -+ + iy, entonces
(r/0)*" (w/e) "~
(rt0) /o)™

EJERCICIO 1.14. Pruebe la proposicién anterior. Sugerencia, utilice el principio
de induccion.

P(Yi =i1,...,Y, =in) =

Definiremos a S,, = Y; +--- + Y, por lo que
r+v+cS,
r+ v+ nc
y por lo tanto S, /n — X. Mds adelante, justificaremos el hecho de que

]E(Y—] |Sn,Yn+1,Yn+2,...) = E(Yl |Sn,Yn+1,Yn+27...) sil S] é n,

X, =

de lo cual obtendremos
E(Yl | Sn, Yn+1, AN ) = Sn/n

Al tomar el limite conforme n — oo, vemos que

r
—E(Y;) = E(X..).
L~ E(%) = B(X)
Procederemos andlogamente para el célculo de los momentos de Xo,. Sea ¥, la
o-dlgebra generada por las variables f(Y7,...,Y,,), donde f es una funcién (medible

y) simétrica. Sea %, = 0(9,, Yoi1, Yoio,...).

PROPOSICION 1.9. Si 7 es una permutacion de los indices 1 al n entonces

E(f (Y1, Yo) | 960) = B(f (Yay, o Ya,) [ 42)
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La proposiciéon anterior nos permite hacer utilizar la intercambiabilidad para
hacer cdlculos. Por ejemplo, al utilizar f(yi,...,yn) = y1,vemos que E(Y; | 74,) =
Sp/n. Otro ejemplo interesante es

E(Y1Y, | ) = Z YY—( ZY2>—>X2

1<z,j<n
i#]

Por lo tanto, vemos que

E(X%) = E01%) = P04 = 1.9 = 1) = oty = S

El mismo argumento, muestra que
B(r/c+mn,v/c)

B(r/c,v/c) ’
de lo cual se deduce que X, tiene los mismos momentos que una variable B de
pardmetros r/c y v/c. Al ser la variable B acotada, cualquier variable aleatoria
que tenga los mismos momentos tendra dicha distribucién. Se concluye que X
tiene distribucién B de pardmetros r/c y v/c. Sin embargo, también obtenemos

una consecuencia sorprendente: aunque las variables Y7, Y5, ... disten mucho de ser
iid, vemos que si H =), 5, i1,...,0n € {0,1} y s, =11 + - - + i, entonces:

E(XZ) =

n
P(Yy = i1,..., Yy = in | o) = X350 (1 — Xoo)" " H (Y1 =ij |#),
por lo cual la sucesién Y7,Ys, ... es iid, pero condicionalmente a %, (y por lo

tanto, también condicionalmente a X ).
Este es un caso particular del teorema de de Finetti que afirma que toda
sucesion de variables intercambiables es condicionalmente iid.

7. Regularizaciéon de martingalas

Ahora daremos una extension adicional del teorema de convergencia de mar-
tingalas y probaremos el teorema de regularizacién de martingalas. Este ultimo es
atil a la construccién de una gran familia de procesos estocasticos entre los cuales
se encuentran los procesos de Feller y en particular los procesos de Lévy. Nos
centraremos en procesos a tiempo continuo.

DEFINICION. Una filtracién a tiempo continuo es una coleccién (%), de
subo-dlgebras de Z tales que si s < ¢ entonces % < .%#;. Decimos que la filtracién
es continua por la derecha si, al definir

yt—‘—:myuv
u>t
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se tiene que .%; = %, 1. Decimos que la filtracién es completa si %, (y por lo tanto
también cada .Z#; con t > 0) contienen a los conjuntos P nulos de .%,,. Decimos
que la filtracién satisface las hipétesis habituales si es continua por la derecha
y completa.
Una coleccién de variables aleatorias (X;),~, es una martingala respecto de
(ﬁt%zo si
(1) X; es F-medible.
(2) X es integrable.
(3) Sis <tentonces E(X; | %) = X,.
Anélogamente se definen las nociones de supermartingala y submartingala al reem-
plazar la igualdad por < y > respectivamente.
Considere dos colecciones de variables aleatorias (X¢, ¢ > 0) y (Y;,t > 0), dec-
imos que Y es una modificacién de X si P(X; =Y;) =1 para toda t > 0.

El ejemplo clasico de un proceso que es modificaciéon de otro es el siguiente:
sea U una variable aleatoria uniforme en (0,1) y X; = 1y—¢. Si Y; = 0 para toda
t, entonces Y es una modificacién (con trayectorias continuas) de X. La idea es
que una modificacién es casi el mismo proceso estocédstico; nuestro objetivo sera
construir modificaciones con mejores caracteristicas que el proceso original.

Extenderemos ahora la nocién de cantidad de cruces de una funcién f : [0, 00) —
R: recordemos que si F' C [0, 00) es finito, ya tenemos definida la nocién de la canti-
dad de cruces hacia arriba de (f(t)),c en el intervalo [a, b], llamémosle Ur(f, a,b).
Si T C R es arbitrario, podemos definir

UT(faavb) = sSup UF(faavb) .
FCT,F finito
Es claro que si T es numerable y X es un proceso estocdstico entonces Ur (X, a, b)
es una variable aleatoria. Por otra parte, si T = [u,v] N Q, entonces para todo
t € [u,v] existen los limites

= 1'
ft+) o t € [u,v)

flt=)= lim = t€ (u]

siy sélo si Ur(f,a,b) < oo para cualquier pareja de racionales a < b. En este caso,
si f es acotada entonces los limites por la derecha y por la izquierda son finitos.

TEOREMA 1.16 (Desigualdad de cruces de Doob). i (Xt),5q es una (F)-
supermartingala y T C [0,00) es numerable entonces

E(Ur(X)) < flel;’E((a - X)7).
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El teorema anterior se sigue de la desigualdad de cruces de Doob que ya de-
mostramos al tomar supremos. Nuestro objetivo ahora serd demostrar la siguiente
proposicién.

TEOREMA 1.17. Sea (Xy,t > 0) una martingala respecto a una filtracion con-
tinua por la derecha y completa (F,t > 0). Entonces existe una modificacion Y
de X que también es una martingala respecto de (Fi,t > 0) y tal que Y tiene
trayectorias cadlag casi seqguramente.

DEMOSTRACION. Veamos primero que sup;¢[g njng | X¢| < 0o casi seguramente.
En efecto, al pasar al limite (sobre conjuntos finitos que vayan creciendo a [0, n]NQ,
la desigualdad maximal de Doob nos dice que

E(| X,
P sup |Xs|=o00)=1limP| sup |Xs>A]< lim E(1 X)) =0.
te[0,n]NQ A=oo \ te[o,n)NQ A—oc0 A
Para cualquier n € Ny a < b, la desigualdad de cruces de Doob nos dice que
E(Ujo,nina(X; a,b)) < lal +E(|Xa]) < oo,
por lo cual
P(Ujo,njna(X, a,b) < c0) = 1.
Por osubaditividad, vemos que
P(U[Oyn]mQ(X,a,b) <osia,beQ,a<byne N) =1.

En dicho conjunto, que denotaremos por N¢, X admite limites por la izquierda y
por la derecha en ¢ para todo t > 0, mismos que son finitos, y por lo tanto podemos
definir a

~ X (w siw e N¢

Xt(Cd) _ "r( ) . )

0 siwe N

Como Xy es Fy-medible y Fyy = % entonces Xi4 es Z-medible y puesto que
N pertenece a F, y tiene probabilidad cero, entonces N € #; y por lo tanto X;
es F-medible. Ademds, X es continuo por la derecha en N¢ por el argumento
siguiente: si & > 0 entonces existe § > 0 tal que si r € [t,t +0]NQ y w € N°©

entonces ‘X} (w) — Xr(w)’ < g; al tomar limite conforme r — s € [t,¢ + 0], vemos

que ’Xt (w) — X, (w)’ < &. Una argumento anélogo muestra que X admite limites
por la izquierda en N°.
Sit; < tsy s, es una sucesion de racionales que decrecen a t1, sabemos que
E( X, |y5n) =X,
y por el teorema de convergencia de Lévy hacia abajo, vemos que casi seguramente
yen Lj:
Xy = lim X, = lim E(Xy, |.F,) = EB(Xy, | Fi4) = B(Xs, | F,) = Xoo,s

n—00 ) T—00
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por lo que X es una modificacién de X.

Consideremos ahora t; < t2 y s, una sucesion de racionales que decrezcan a ts.
Puesto que X, converge casi seguramente y en L a th como vimos en el parrafo
anterior, el teorema de convergencia dominada para la esperanza condicional nos
dice que

XSl = E(Xsn |981) - ]E(th

ysl) )
por lo que X es una Z-martingala. (]

8. Martingalas y sumas de variables aleatorias independientes

En esta seccién, presentaremos dos aplicaciones del teorema de convergencia
casi segura de martingalas a la convergencia de series aleatorias. Como men-
cionamos anteriormente, las martingalas tienen muchas aplicaciones tedricas y los
siguientes ejemplos presentan una pequena muestra de dicha aseveracion.

TEOREMA 1.18. Sean (&;);2, una sucesidon de variables aleatorias independi-
entes tales que E(&) = 0 y > oo Var(&) < oo. Si X,, = >0, & paran > 1,
entonces (X,,),., converge casi sequramente y en Lo.

arreglar

DEMOSTRACION. Sea %, = o(&1,...,&,). Hemos visto anteriormente que
(X,,);2, es una martingala respecto a (.%,),.,. Por otra parte, el segundo mo-
mento de X,, es su varianza, por lo que

E(X7) =Y Var(§) <) Var(§) < oo,
=1 =1

por lo que el teorema de convergencia de martingalas acotadas en Ly nos permite
concluir. ]

La siguiente aplicacién resulta sorprendente pues nos dice que para sumas
parciales de variables aleatorias independientes, son equivalentes 3 modos de con-
vergencia que usualmente no tienen porque serlo.

TEOREMA 1.19. Sean (&;);=, variables aleatorias independientes y X, = > -, &
para n > 1. Entonces son equivalentes
(1) (X,),2, converge casi seguramente.
(2) (X,),—, converge en probabilidad.
(3) (X,),—, converge en distribucion.

DEMOSTRACION. Sabemos que en general 1 = 2 = 3, por lo que solamente
debemos demostrar que 3 = 1.

Supongamos que (X,,),-; converge en distrbucién. Sea ¢, : R — C la funcién
caracteristica de X,,, dada por

Un(t) = E(e"¥).



8. Martingalas y sumas de variables aleatorias independientes 41

La hipétesis de independencia de las variables implica que
(2) Y41 (t) = P (t) E(e"n 1)

Ademds, la hipétesis sobre la convergencia en distribucién de (Xn)fbo=1 implica que
1, converge puntualmente a una funcién v que es una funcién caracteristica, por lo
que 1 es continua en 0 y como ¥ (0) = 1, entonces para cada § € (0,1) existe o > 0
tal que si [t| < a entonces |¢(t)] > 0. Esto nos dice que para cada t € [—a, q]
existe N(t) € N tal que para toda n > N(t), |[¢n(t)] > 6 > 0. Asi, estamos en
posicién de considerar a las variables

. eitXn
Y = , n>N(t),te|—a,aq,
=T (0.t € [-a,a]
que satisfacen
e’itX" 1
Y = | <~
[¥a] [n(t)] 6
Si definimos %, = o(&1,...,&,), dicha sucesién de variables aleatorias es una

martingala compleja’ respecto a (%), Nty Ya que si n > N(t) entonces al utilizar
(2) y la definicién de Y},

E(YL,, | Z.) =Y E e g
n+1 n n E(eit&nJrl) n

y dado que &, es independiende de .%,,, obtenemos

. o~ . eit&n+1 .

E(Yn-‘rl | J”) = YnE<E(eit£n+1)) = Yn'
Como la sucesion de partes reales y la de partes imaginarias estdn acotadas en valor
absoluto por 1/§, podemos utilizar el teorema de convergencia casi segura para

martingalas y concluir que (Y;!), - Ny converge casi seguramente a una variable

aleatoria Y. Por otra parte, como ,, — 9 puntualmente, se sigue que
(3) X = Vi (1) = Yi(t) P—ps. VEeE|[-a,al

Esto significa que para cada t € [—a,q] existe Oy € .F tal que P(%) = 1y

(expitX, (w)),>, converge para toda w € ;. De hecho, podemos mejorar un poco

la anterior afirmacién: Antes que nada, notemos que sit € R, entonces existe m € N

tal que t/m € [—a, a], por lo que (expiX,(w)t/m),_, converge casi seguramente
. o0 .

y por lo tanto, (expitX,,(w)),_, converge casi seguramente. Por otro lado, sea

A= {(t,w) ERxQ: (e“X”(“’)) no converge} .

6Esto quiere decir una sucesiéon de variables aleatorias con valores en C que satisface las
tres propiedades que definen a las martingalas reales. De manera alternativa, una sucesién de
variables aleatorias complejas para la cual las sucesiénes que constan de las partes reales y la de
las partes imaginarias respectivamente son martingalas.
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Como la asignaciénes
(t,w) = (t, Xp(w)), (s,8) = sty t e

son
(Br @ F, PBr2),(Brz, Br) v (Br, Bc) — medibles

respectivamente, entonces H,, : R x Q — C dada por H,(t,w) = expitX, (w) es
medible como composicién de las anteriores asignaciones. Como A es el conjunto
en el cual la sucesién de funciones medibles (H,, )., es convergente, se sigue que
pertenece a Br ® % . Por lo que demostramos anteriormente, obtenemos

E(14(t,w)) =0 VteR,
por lo cual
/ E(14(t,w)) dA =0,
R

donde A\ es la medida de Lebesgue. Por el teorema de Tonelli,

E(/}RIA(t,w)> —0

W / La(t,w) dA
R

y dado que la asignacién

es no negativa, entonces
/ 1a(t,w)dA=0 P—cs..
R

Esto quiere decir que existe un conjunto Q' € # tal que P(2’) = 1 y para todo
w € ', existe un conjunto S,, € Hr tal que A\(S,) = 0y (expitX,) ., converge
para toda t € R\ S,,.

Estamos ahora en posicién de extraer un limite casi seguro para (X,,),_, me-
diante el uso del siguiente lema:

LEMA 3. Sea (an),cy una sucesion de reales tal que (expita,), y es conver-
gente para toda t € R\ S, donde \(S) = 0. Entonces (an), oy €5 convergente.

DEMOSTRACION. Aunque el anterior resultado se puede probar mediante técnicas
analitcas, a continuacion presentamos una prueba probabilistica; sin embargo, pro-
baremos que si (an, )pey ¥ (@my ) ey SON dos subsucesiones de (a,), oy entonces
limy o0 Gp,, — @m,, = 0. Queda como ejercicio al lector verificar que esto implica la
convergencia de la sucesion (an),,cy-

Sea U una variable aleatoria condistribucién uniforme en (0, 1) definida en un
espacio de probabilidad (€,.7’,P’). Esto quiere decir que

P'(U € A)=XAN(0,1)), VAe %
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donde X es la medida de Lebesgue. Notemos que si w € Q\ U~1(S/t), donde
(expisay,),cy converge para toda s en el complemento de S y A(S) = 0, entonces
(expita,U), .y converge y como

P'(U'(S/t)) = A(S/t) = A(S) /t =0

entonces (expita,U), .y converge casi seguramente para toda ¢ € R. Esto nos dice
que (exp it (an, — am,;,) U)oy converge a 1 casi seguramente por lo que el teorema
de convergencia acotada nos permite concluir que

]E(eit(ank 7amk)U> 1 =E(e),

de donde (an, — am, ) U converge en distribucién a 0 y por lo tanto |a,, — am, | U
también. Sea € > 0, por lo que € es un punto de continuidad de la distribucién de
la variable aleatoria degenerada que toma el valor cero. Como dicha distribucién
le asigna el valor 1 a e > 0 entonces la distribucién de |an, — am,| U valuada en
converge a 1, por lo que podemos afirmar la existencia de K € N tal que para toda
k > K, se tiene que
P(lan, — am,| U <€) >1/2.

Como la distribucién de |an, — am,| U valuada en |an, — am,| /2 es igual a 1/2
cuando |ap, — am,| > 0, se sigue que |an, — am,| /2 < € para k > K, por lo que
|an, — am,| — 0. O

Al utilizar el lema anterior, vemos que para cada w € ', (X, (w)),—; es

convergente y por lo tanto (Xn)ff’:1 converge casi seguramente. (]



CAPITULO 2

Cadenas de Markov

En este capitulo se estudiara una clase de procesos estocasticos a tiempo y espa-
cio discreto conocodos como cadenas de Markov. Se estudiaran aspectos asintéticos
(a tiempos grandes) de estos procesos asi como su liga intima con las relaciones de
recurrencia.

Un procesos estocastico es simplemente una coleccién de variables aleatorias in-
dexadas usualmente por un conjunto ordenado. En nuestro caso, indexaremos a las
variables ya sea con N (o por algtino de sus subconjuntos), que es cuando diremos
que se trata de un proceso a tiempo discreto, o por [0, 00) o alguno de sus subcon-
juntos (y hablaremos entonces de un proceso a tiempo continuo). Conenzaremos
con la construccién bésica de una sucesion de variables aleatorias independientes
para continuar con la construccion de cadenas de Markov y méas generalmente, con
una version a tiempo discreto del teorema de Kolmogorov

1. Una sucesién de variables aleatorias Bernoulli independientes

Primero se ejemplificard la construccion de una sucesion de variables aleatorias
independientes a partir de una sola variable.

Consideremos al espacio de probabilidad (Q, #,P) en el que Q = (0,1], & =
H$0,1] y P es la medida de Lebesgue restringida a 2. Definamos a las variables
aleatorias d, : 2 — R como sigue: a cada w € €2, se le puede asignar su expansion
diadica con colas infinitas:

donde cada d,, es cero o uno. Aunque la expansion diddica todavia no esté bien
definida, puesto que por ejemplo a 1/2 se le podria asociar ya sea (1,0,0,...) o
(0,1,1,...), la expansién diddica con colas infinitas, que es la segunda en nuestro
ejemplo, si lo estd. Mas formalmente, definamos

0 siwe (0,1/2
i (o) = . 0,1/2]
1 siwe(1/2,1]
Notemos que si wp = 2w — di(w), entonces wy € (0, 1]; recursivamente, definimos
dpt1(w) =di(wn) ¥ wpt1 = 2w, — di(wy) € (0,1].

44
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Se prueba entonces por induccién que di(w),...,d,(w) son los Unicos elementos
de {0, 1} tales que

— d;(w) di(w) 1
< il
L SSL et

por lo que

2. dp(w)
4 = )
(4) w=> 5

Ademas, la sucesion (dn(w)),,~; no tiene una cola de ceros. La unicidad es evi-
dente pues los intervalos [> 1, u; /2", 3" u;/2™ +1/2™) son ajenos si los u; son
diferentes. Por otra parte, las cotas para w se siguen de notar que

- diw
wn:2"<w—22(i)>,

n=1

puesto que wy, € (0,1]. La férmula anterior es cierta para n = 1y si es vélida para
n entonces:

Wpt1 = 2wy — dpt1(w)
- di w
= ontl (w — Z 2( )> —dpi1 ()
n+1
di(w)
=" w— .
(5%

Afirmamos que (d,,),,~ son variables aleatorias independientes e idénticamente
con distribucién Bernoulli de pardmetro 1/2. Para verificar esto, notemos que si

UL, .. up € {0,1} y di(w) = ua, ..., dn(w) = u, entonces

"Ly LR =1 "L, 1

v — v,

SRR 3 SRS 3R

i=1 =1 i=n+1 =1
La asercién reciproca es también verdadera por la propiedad caracteristica de
di,...,dy; se tiene entonces la igualdad entre conjuntos

1
{we:di(w) =uq,...,dp(w) Z 2n]

y es claro que el conjunto del lado derecho pertenece a y . Por lo tanto las d;, i > 1
son variables aleatoras y

1
on’

por lo cual son independientes y de distribucién Bernoulli de pardmetro 1/2.

]P)(dl :ul,...,dn:un):
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2. El espacio canénico

Consideraremos ahora otro punto de vista para analizar la construccién de una
sucesion de variables aleatorias independientes con Bernoulli de pardmetro 1/2.
Sea Q0 = {0,1}" y definamos a B; : Q — {0, 1} por medio de
Bi(w)=w; si w=(w;i€eN).
También consideramos a
Fn=0(Bo,...,By),
que consta precisamente de los conjuntos de la forma A x Q donde A c {0,1}"*",
ya
F =o(#/) donde o =|])Zn.
n

Para constuir una sucesién de variables aleatorias Bernoulli independientes, podri-
amos intentar construir una medida de probabilidad P sobre (2, %) tal que para
todo A € {0,1}"*" tengamos que

(5) P(A x Q) = 2|:3r|17

donde |A] denota a la cardinalidad de A.

En efecto, vemos que entonces, para toda n, By, ..., B, son variables indepen-
dientes con distribucién Bernoulli de pardmetro 1/2. Notemos que la ecuacién (5)
nos define a una funcién P que no esta definida en .# sino tan sélo en | J,, #, y que
estd bien definida, pues si a un mismo conjunto lo escribo como A X §2 y como B x )
donde A c {0,1}""" y B c {0,1}""" con n < m entonces B = A x {0,1}" ™ y

Al AT B
om+1 - om+19n—m - 2n+1’

Asi, la construccién de la medida P se reduce a un problema de extensién de una
funcién aditiva definida en el algebra 7 a una funcién o-aditiva definida en toda la
o-&lgebra .. Sabemos que para que la funcién P : & — [0, 1] dada por (5) pueda
extenderse a una medida de probabilidad sobre %, s6lo debemos verificar que P
sea o-aditiva sobre «7. Comentario personal: me parece un camino complicado.

Para construir la medida P también se puede razonar como sigue: consideremos
la funcién de (0,1] en Q que a cada z le asigna su expansién binaria con colas
infinitas, digamos x1,zs,.... Esta funcién es medible pues su composicién con
cada B; resulta en la funcién = — xz; que es medible. Sea P la medida imagen de
la medida de Lebesgue bajo esta asignaciéon. Por lo que ya hemos probado en la
Seccion 1, bajo la medida P, las proyecciones (B;,i € N) son independientes y con
distribucién Bernoulli de pardmetro 1/2.

En general trabajamos sin especificar al espacio de probabilidad. A veces, sin
embargo, resulta conveniente utilizar algin espacio de probabilidad especifico que
tenga un poco més de estructura. Cuando la eleccién es natural (como lo es para
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una sucesién de variables Bernoulli) hablamos del espacio canénico. Un ejemplo
de estructura que tenemos en este espacio canodnico es la posibilidad de operar
con los elementos del espacio de eventos mediante los operadores de traslacion: si
w € ) se escribe como w = (wp, wi, .. .), podemos definir §;(w) como (w;, wiy1,...).
Es facil ver que la medida P es la medida imagen de P bajo 6; para cualquier .
(Por ejemplo, pues ambas medidas coinciden sobre 7.) Esto puede ser el inicio
del estudio de propiedades de ergodicidad de la medida PP, mediante las cuales se
puede obtener una prueba la ley fuerte de los grandes niimeros para estas variables
Bernoulli.

3. Una sucesion de variables aleatorias uniformes independientes

Ahora demostraremos que si (X;);-; son variables aleatorias independientes
con distribucién Bernoulli de pardmetro 1 /2 (definidas en otro espacio de proba-
bilidad) entonces U = Y., X;/2¢ tiene distribucién uniforme. En efecto, puesto
que

P(X; =up,..., Xp=un) =P(dy =uy,...,dp =uy),

vemos que

]P’(ZXZ-/T < x) = P(Zdi/w < :c) .
i=1 i=1
Por otro lado,

U= 1131271:)(1-/22
i=1

y de hecho la sucesién de variables aleatorias es creciente. Por lo tanto U es variable
aleatoria y

n
[ : 1

P(U < ) nlgr{;P(ZX /2" < x) = nll_{r;oIP(;di/Z < x) =P((0,z]) = «.
(La pentltima igualdad se sigue de (4).) Asi, vemos que U es una variable uniforme.

Ahora utilizaremos lo anterior para mostrar que existe un espacio de prob-
abilidad en el que estan definidas una sucesién de variables aleatorias uniformes
independientes. De hecho el espacio de probabilidad que consideraremos es el
mismo (€2,.%,P) que en la Seccién 1. Como Z, y Z2 tienen la misma cardinali-
dad, consideremos una biyeccién de ¢ : Zi — Zy. Definamos dj' = dg, ) y para

cada n € Z4, sea
mn

— i
U, = 5
i>1
Como (d} )l>1 son variables aleatorias independientes de distribucién Bernoulli de
pardmetro 1/2, se sique que U, tiene distribucién uniforme para cada n € N.

Se afirma ahora que las variables (Uy),,>, son independientes. En efecto, esto es
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consecuencia del siguiente lema, un tanto mas general. Notemos que U,, es medible
respecto de la o-algebra generada por (df),-,, a la cual llamaremos .7,

LEMA 4. Sean %, ;,i > 1,n > 1 o-dlgebras independientes y definamos
g\n = U(ﬁn,lvg\n,% .. ) .

Entonces F,,n > 1 son o-dlgebras independientes.

DEMOSTRACION. Debemos mostrar que para todo 4, € Z#1,..., A, € Z,, se
tiene que
(6) P(A;N---NA,) =P(A;)---P(A4,).

Sea

%nz{Alﬂ~-~ﬂAm:mZ1ijEUiZlyn,iparajzl,...,m}.

Puesto que
U Zni c %, c 2,
i>1
vemos que
o(€n) = Fn.
Por otra parte, es facil ver que %,, es un m-sistema.
Consideremos ahora la clase

M ={Aec F, :P(ANB)=P(A)P(B) si B=B1N---NB, con B; € 6}.
Es facil ver que .}, es un A-sistema que contiene, por hipdtesis a ;. Por lo tanto
M = F1.

Ahora consideramos a
My ={A € Fy:P(ANB) =P(A)P(B)
siB=BiNBsN---NB, con By € #,y Bj € €; para j > 3}.

Se prueba entonces que .#5 es un A-sistema que por hipétesis y la igualdad .#; =
1 contiene a €. Al aplicar este razonamiento sucesivamente, obtenemos la igual-
dad (6). O

4. Una sucesién de variables aleatorias independientes con
distribuciones arbitrarias

Ahora utilizaremos la construccién de la sucesién de variables aleatorias uni-
formes independientes para demostrar el siguiente resultado:

TEOREMA 2.1. Sean p,, n > 1 medidas de probabilidad en R. Entonces ex-
iste un espacio de probabilidad (Q0,.%,P) y una sucesion de variables aleatorias
independientes X, : Q@ — R, n > 1 tales que la distribucion de X,, €s .
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La herramienta principal de la construccién sera el siguiente lema: (tomado
de Billingsley p. 190). Recordemos que una funcién F : R — [0, 1] es la funcién
de distribuciéon de una variable aleatoria real si y sélo si es no decreciente, con-
tinua por la derecha (y con limites por la izquierda) tal que lim, ,_ o, F(z) =0y
lim, o F(z) =1.

DEFINICION. La funcién de cuantiles de una funcién de distribucién F' es
la funcién ¢ : (0,1) — R dada por
op(u) =inf{x e R:u < F(z)}.
La funcién de cuantiles satisface la igualdad
d(u) <z e u< F(x)
que se demostrara posteriormente. De esta igualdad se deduce la medibilidad de

o.

PRUEBA DEL TEOREMA 2.1. Sabemos que existe un espacio de probabilidad
(Q,.Z,P) en el que existe una sucesién de variables aleatorias independientes
(Un),,>, uniformes en (0,1). Sea F, la funcién de distribucién asociada a la medida
de probabilidad u,, v ¢, la funcién de cuantiles de .%,,. Como ¢,, es una funcién
medible, X,, = ¢,(U,) es una variable aleatoria. Ademds, como las variables
U,,# 1 son independientes, también lo son las variables X,,,n > 1:

(X1 €A1,..., Xne A} ={Ur,€ 67 (A1),....Un, € 0, (A0)} .

Finalmente:
P(X; ' ((—00,2])) = P(U; (67 (=00, 2)))) = P(U7((0, Fi(x)])) = Fi(x),
por lo que X; tiene distribucién p;. (]

Ahora demostremos las propiedades de la funcién de cuantiles ¢ asociada a la
funcién de distribucién F'. Sea u € (0,1); entonces el conjunto {x € R: u < F(x)}
es no vacifo y como F' es no decreciente, es un intervalo ya sea de la forma [¢(u) , 00)
0 (p(u),0), ya que ¢(u) es el infimo del conjunto considerado. La segunda opcién
se descarta al notar que F' es continua por la derecha. Por lo tanto, u < F(z) siy
so6lo si ¢(u) < z.

5. Cadenas de Markov

Una cadena de Markov es un proceso estocastico de un tipo especial; se encuen-
tra caracterizado por satisfacer la propiedad de Markov. Una manera coloquial de
expresar la propiedad de Markov es que el futuro del proceso es independiente del
pasado cuando se conoce el presente. Esto se puede traducir mateméticamente
mediante el concepto de independencia condicional.
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DEFINICION. Sea (Q,.%,P) un espacio de probabilidad y 74, 7,9 subo-dlgebras
de .%. Decimos que J#4 y % son condicionalmente independientes dada ¢, deno-
tado por J7 L4 5%, si para cualesquiera variables aleatorias acotadas Hy y H> tal
que H; es J%-medible se tiene que

E(H\Hy |9) =E(H, |9)E(H: |¥).

Si X = (X,),cn €8 un proceso estocdstico, (), oy es su filtracién canénica
asociada y
F"=0(Xn, Xnt1y--4)
diremos que X satisface la propiedad de Markov (inhomogénea) si %, y &#™ son
condicionalmente independientes dada X,,. A través de una equivalencia del con-

cepto de independencia condicional, podremos obtener la expresién usual de la
propiedad de Markov.

PROPOSICION 2.1. Las subo-dlgebras 74 y 54 son condicionalmente indepen-
dientes dada 9 si y solo si para cualquier variable aleatoria Hy que sea 51 -medible
y acotada:

E(H: |9, 04) =E(H, |9).
EJeERrciciO 2.1. Probar la proposicién anterior.

Lo curioso de la anterior proposicién es que establece la equivalencia entre una
propiedad a priori asimétrica y la propiedad simétrica de independencia condi-
cional. Vemos por lo tanto que un proceso X satisface la propiedad de Markov si
para cualquier variable .#™ medible y acotada F' se tiene que

E(F | Fn, X,) =E(F | X,).

Supongamos ahora que X, toma valores en un conjunto a lo mas numerable
E. Entonces la propiedad de Markov se puede escribir de una manera distinta.
Notemos que la familia

6 ={{Xo=740,...,Xn =in} :40,...,in € E}
es un 7-sistema que genera a %, mientras que la familia
" ={{Xn=tny--» Xntm =tntmt :m >0y in,...,0ntm € E}
es un 7-sistema que genera a F".

PROPOSICION 2.2. Un proceso estocdstico X = (Xy,), ey con valores en un
conjunto a lo mds numerable E satisface la propiedad de Markov si y solo si cada
vez que P(Xo =ig,..., X, =1iy,) > 0, se tiene que

(7) P(Xpt1 = tnt1 | Xo =0, -, Xpn =in) = P(Xpg1 = tpt1 [ Xn = in) -
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DEMOSTRACION. Recordemos que, puesto que X,, toma valores en el conjunto
a lo mas numerable E entonces

PAIX,) = > P(A|Xy =ip) 1x,—,-
inel

Si X satisface la propiedad de Markov, notamos que al ser 1x ., F-

medible, tenemos que para todo A € 6,
E(an+1:in+11A1Xn:in) - ]P)(Xn+1 - ,L'n,+1 |X'n = ZTL) ]P)(A,Xn = Zn) .

Por lo tanto, obtenemos (7).
Por otra parte, supongamos que X es un proceso estocéstico que satisface (7).
Sea

M ={BeF" P(AN{X, =i} NB) =P(AN{X,, =in}) P(B|X,, =in)
para todo A € 6, }.

=int1

Entonces .#™ es un A-sistema que contiene al m-sistema %", por lo que es igual a
ZF"™. Podemos entonces definir a

My ={A € Fp :P(AN{X,, =i} NB) =P(AN{X, =i, }) P(B|X,, =in)
para todo B € .Z"},

que es un A-sistema que contiene a %,, y que por lo tanto contiene a .%,,. Se deduce
que X satisface la propiedad de Markov. O

Una cadena de Markov (inhomogénea, a tiempo y espacio discreto) es un
proceso estocastico X = (X,,), cy con valores en un conjunto a lo mas numerable F
que satisface la propiedad de Markov. Si P(X,, = i,) > 0 para toda n, escribamos

Pn - ]P)(Xn+1 - ’in+1 |Xn == Zn) .

in,in41

La propiedad de Markov implica, a través de una utilizacién iterada de (7) que

P(Xo =i0,...,Xp =ip) = PP, ---P"!

0,11 in—1,in"

Diremos que la cadena de Markov es homogénea si Pl-lj = P'; para cualquier n;
en este caso escribimos simplemente P; ; y se satisface:

P(Xo = i, ..., Xp =in) = Pij, -+ P

7:nfl 7i'n °

A la coleccién numérica (Pm»)ijE & que usualmente nos imaginamos como una
;

matriz cuyas entradas estan indexadas por F, se le conoce como matriz de tran-

sicién. Esta coleccién satisface:
Pi,jZO Yy E Pi,jzl-
JjEE
Vale la pena preguntarse si dada cualquier coleccién numérica P que satisface lo

anterior, le podemos asignar una cadena de Markov con matriz de transicién P. El
teorema de consistencia de Kolmogorov nos permite responder afirmativamente; sin
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embargo, daremos la idea de la prueba del teorema de consistencia de Kolmogorov
al demostrar directamente la existencia de las cadenas de Markov.

6. Construccion de una cadena de Markov

Aplicaremos ahora la idea detrds de la funcién de cuantiles para dar una con-
struccién de una cadena de Markov asociada a una matriz de transicién dada.

Una cadena de Markov con espacio discreto es un proceso estocastico (Xy,),,cn,
donde X, toma valores en un conjunto E a lo mds numerable (dotado de la
o-dlgebra total); dicha cadena estd especificada por dos pardmetros: la distribucién
inicial y la matriz de transicién. Supondremos que E = {1,...,N} o que £ = N,
para simplificar los argumentos. Sea m una medida de probabilidad en FE, a la
cual llamaremos distribucién inicial, y P = (P; j,4,j € N) una coleccién de reales

no-negativos tal que
Z Pj=1

JEE
A P la imaginamos como conformando una matriz (posiblemente infinita) a la cual
llamamos matriz de transicién.

DEFINICION. Una cadena de Markov con distribucién inicial 7 y matriz de
transicion P es un proceso estocastico (X ),y con valores en N tal que para
i0,...,%, € F se tiene que

P(Xo =i, X1 =i1,..., Xp =1in) = v({io}) Pig,i, -~ P,

In—1,tn"

Para construir a las cadenas de Markov, sea (€,.%#,P) un espacio de prob-
abilidad en el que estan definidas una sucesién de variables aleatorias uniformes
independientes (U,,n € N). Sea ¢, la funcién de cuantiles asociada a la medida de
probabilidad que asigna masa F; ; a cada j € E, ¢ la funcién de cuantiles asociada
a m y consideremos a la sucesién de variables aleatorias (Y;,) donde

Yo=0Uo) v Yat1= oy, (Unt1)-

Por induccién es facil ver que Y;, es medible respecto de %, = o(Uy,...,U,). Se
tiene entonces que

P(Yo = o, ..., Yo = in) = P(¢(Uo) = i0, dio(U1) = i1, - -, bip_, (Un) = in)
— P(6(Up) = io) _]_[IP’(@-_,»_l(Uj) = i)

=v({io}) Pigyiy -+ Pin_y i

Consideremos a la funcién que asigna a w la sucesién (Y, (w),n € N). Dicha
sucesién es medible si en EY utilizamos la o-algebra generada por las proyecciones
X; (que a (ej,j € N) le asocian e;. Denotaremos por P, a la medida imagen bajo
dicha aplicaciéon y notamos que bajo ella, el proceso canénico X es una cadena de
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Markov con distribucién inicial v y matriz de transicién P. Notemos que si §; es
la masa puntual en ¢, entonces podemos escribir

B, = " v({e}) Bs..

ecE

A veces se escribe simplemente P, en vez de Py, .

7. Ejemplos de cadenas de Markov

EJEMPLO 2.1 (Caminatas aleatorias discretas). Sea p una medida de probabil-
idad concentrada en un conjunto a lo mas numerable A de Z". Si P, ; = p(j —1),
la cadena de Markov resultante se conoce como caminata aleatoria de distribucién
de salto p.

El caso particular en el que p estd concentrada en los vecinos de cero dentro de
la reticula Z™ (por ejemplo {—1, 1} en dimensién 1 6 {(1,0), (0,1),(—1,0),(0,—-1)}

en dimensién 2) hablamos de una caminata aleatoria simple. Esta serd simétrica
si a cada vecino se le asigna la misma probabilidad.

EJeEmMPLO 2.2 (La cadena de nacimiento y muerte). Son cadenas de Markov en
N tales que P; ;41 =p; vy Piio1=1—p; (=¢) parai> 1y tal que Ppp =1. La
interpretacion de la cadena es que representa el tamano de una poblacién tal que
si hay ¢ individuos, p; es la probabilidad de que haya un nacimiento antes que una
muerte.

EJEMPLO 2.3 (Procesos de Galton-Watson). Si g es una distribucién en N,
el proceso de Galton-Watson con distribucién de progenie p es una cadena de
Markov con espacio de estados N y probabilidades de transicién P;; = p*(j),
donde p*0 = &g y para i > 1, u*? es la i-ésima convolucién de p consigo misma. En
otras palabras:

prG) = Y )l
lite+li=j
Este proceso puede ser realizado en el espacio canénico como ya hemos hecho o
mediante la construccién usual: si &, ; son variables aleatorias independientes con
distribucién p, y definimos

(8) Zo=1 Y Znt1= Z Eni-
1<i<Z,

El proceso de Galton-Watson de ley de reproduccién p tiene una propiedad
especial que lo caracteriza dentro de la clase de cadenas de Markov: la propiedad
de ramificacién. Esta afirma que la suma de dos procesos de Galton-Watson inde-
pendientes con la misma ley de reproducciéon p es un proceso de Galton-Watson
con ley de reproduccién p. La propiedad de ramificacién puede probarse a partir
de la representacién (8). Sin embargo, nosotros utilizaremos el espacio candénico
para ilustrarlo.
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Sea (IP;),.y cualquier familia markoviana en el espacio canénico NN asociada
a la matriz de transicién P. La medida de probabilidad producto P;; ® P;, estd
definida en (N x N)N; si (X,,) es el proceso candnico en dicho espacio, se puede
escribir como (X X 2) y notemos que las distribuciones finito-dimensionales estén
determinadas por
Pi}, XPig (Xll = Z}aXf = i%a S aXl, = Z}erZL = Z%) = Pz'}),zgpig,if o 'Pibfl,i}lpiiil,iz )

n n

esto significa no sélo que bajo la medida de probabilidad P; 2 las coordenadas

-
0
del proceso canénico X' y X2 son cadenas de Markov independientes, sino que

también X es una cadena de Markov con matriz de transicién dada por
P(i17i2),(j17j2) = Pilvjlpi21j2'

Ahora definamos P;#P; como la imagen de P;®P; bajo X'+ X? = (X}l +X2,ne€ N).
Dedimos que la familia markoviana (P;, ¢ € N) satisface la propiedad de ramifi-
cacién si P; x P; = P, ;.

Veamos ahora que si (P;,i € N) tiene la propiedad de ramificacién entonces
es la familia Markoviana asociada a un proceso de Galton-Watson. En efecto, si
w(j) = Py, la propiedad de ramificacién nos dice inductivamente que P; ; = wi(j).

EJERCICIO 2.2. Pruebe que la familia Markoviana asociada a un proceso de
Galton-Watson tiene la propiedad de ramificacién.

EJEMPLO 2.4 (La cadena de Ehrenfest). Consideremos dos urnas con un total
de n bolas numeradas del 1 al n. En cada instante de tiempo se escoje aleatori-
amente un entero entre 1 y n y se cambia de urna la bola con dicha etiqueta. Si
X, denota la cantidad de bolas en la primera urna al instante n, entonces (X,,) es
una cadena de Markov con espacio de estados E = {0,...,n} tal que

H’H_l:l_ﬁ, Pi,i—lzﬁ Si’LG{l,...,n—l} P(),l:l y an,_l:l.

EJEMPLO 2.5 (El modelo de Wright-Fisher). Es un modelo de herencia genética
dentro de una poblacién de m individuos con un gen con alelos A y a. Si suponemos
que la generacién n + 1 se obtiene de la generacién n haciendo que cada individuo
escoja (aleatoriamente e independientemente de los otros individuos) a sus progen-
itores dentro de la generacién n heredando un alelo de cada uno y nos interesa la
cantidad de alelos a en la poblacién conforme pasa el tiempo (en particular para
saber si ocurre una fijacién...). Formalmente, se trata de una cadena de Markov
con espacio de estados {0, ...,m} y matriz de transicién P dada por

()@ 1)
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8. Analisis basico de cadenas de Markov

Sea P una matriz de transicién sobre E. Puesto que

Pi(Xn =j) = Z Pi(X1=1d1,..., Xpo1 =in-1),
il,...,in—leE

]Pi( Z Pwl" Tn—1,J°

le 37/71.

Por lo tanto, si se introducen a las potencias de la matriz de transicién P",n > 1
(v se define P; = §; ;) vemos que

Pi(X, =j)=P"

43"

vemos que

Sean i y j dos estados de E. Diremos que 7 conduce a j si existe n > 0 tal que
Pp'; > 0. Claramente esto ocurre si y sélo si existen i, ..., i, conig =iy i = j
tales que P;, ,;, > 0. Cuando i conduce a j y j conduce a %, diremos que ¢ y j se
comunican y lo denotaremos mediante i ~ j.

PROPOSICION 2.3. La relacion i ~ j es una relacion de equivalencia en E.

A las clases de equivalencia inducidas por la relacién ~ les llamaremos clases
de comunicacién.

DEMOSTRACION.
Reflexividad: Puesto que Pi(fi =1, vemos que ¢ ~ 1.
Simetria: Por definicién i ~ j si y s6lo si j ~ 1.
Trans1t1v1dad Sit~jyj~k sean mynenN tales que P, > 0y
© > 0. Puesto que

n—+m
P = PP >0

vemos que ¢ conduce a k y un argumento analogo muestra que entonces

i~ k. ]

Se dice que una cadena de Markov es irreducible si tiene una sola clase de
comunicacion.

9. La propiedad de Markov en el espacio canénico

Sea P una matriz de transicién en el conjunto a lo mas numerable E. Sea P;
la medida de probabilidad, en el espacio canénico EV, de una cadena de Markov
con medida de transicion P y distribucién inicial d;. Ahora veremos una forma
distinta de expresar la propiedad de Markov. Sea (X,), oy el proceso canénico,
F,, la filtracién canénica. Definiremos los operadores de traslacién 6,, : EY — EN
dados por:

9 ((em)m€N> (em+”)m€N



9. La propiedad de Markov en el espacio canénico 56

Notemos que 6, tiene el efecto de adelantar el tiempo pues
Xm o gn = An+ms
asi:
0, ({Xm € A}) = {Xntmea}.
Asi, vemos que si F : EN — R es medible, F o #,, también lo es.

PROPOSICION 2.4 (Propiedad de Markov). Si F: EN — R es medible y aco-
tada:
E(Fob,|X,) =Ex, (F).

DEMOSTRACION. Como F es a lo mas numerable

E(F 00 |Xo,....Xm) = > E(Fobn|Xo=1io,. ... Xm =im) Lxy=io... X,u=in-

10yerim EE
Por lo tanto, basta mostrar que

E(Fob,, | Xo=1t0,.- -, Xm =1im) =E;, (F).
Esto se hace mediante el procedimiento estandar, al probarlo primero para fun-

ciones indicadoras de elementos de % = o(X,,n € N). Para esto, primero lo
probamos para elementos del 7-sistema

%:{Q}U{{XO:jo,...,Xn:jn}ZnEN,j(),...,jnGE}.

Sin embargo:

Tm

1X0:j07~"an:jn 00y = {Xn = J0y--- 7Xn+m = Jn}
por lo que:

E( Ix,=jo,..Xn=1jn © O | Xo=10,.--,Xm = im)
= Ljo=i, Pirji - Py i
= 15,=i,Pi, (Xo = jo, X1 = J1, -, X = Jn) -
Por otra parte, la familia

M={A€F  E(1la00,|X,=1)=P;(A)}

es un A-sistema (contenido en #) que por el parrafo anterior contiene a €. Puesto
que 0(%) = 7, se sigue que A = . |

Ahora daremos algunos ejemplos de aplicacion de la propiedad de Markov.

EJEMPLO 2.6 (El problema de la ruina). Consideremos la matriz de transicién
P it1=1—P;_1 =p € (0,1) que da lugar a una caminata aleatoria simple en
Z y a sus familia markoviana P;,7 € Z en el espacio canénico. Sea X el proceso
canénico. Consideremos n > 2 y m € {1,...,n—1}. Definamos al siguiente
tiempo de paro:
T=min{n>0:X, €{0,n}}.
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El objetivo del ejemplo es utilizar la propiedad de Markov, mediante el llamado
analisis del primer paso para calcular la probabilidad siguiente:
(9) Pm (XT = n) .

La interpretacién es la siguiente: un jugador tiene un capital inicial de m pesos
y se enrola en un juego de volados en el que gana un peso con probabilidad p
(v los juegos son independientes). No deja de jugar hasta que pasan dos cosas:
acumula un capital objetivo de n pesos o pierde toda su fortuna. Lo que se quiere
determinar es la probabilidad de que termine de jugar con n pesos.

Antes que nada, probaremos que T' < oo P, casi seguramente. En efecto,
notemos que

P (T <k+n|Z)
=P (T <k|%)+Pn(k<T<k+n|F)
>1p<p + Pk < T, Xpp1 — X =1,.. ., Xppn — Xpgn—1 =1 | F) .
Al utilizar la propiedad de Markov obtenemos
Pro(T < k+n | Fk) 2 1r<k + Lecrp™ 2 p",

por lo cual, por el ejercicio E10.5 del libro de Williams, vemos que 7" es finito P, casi
seguramente. Otra forma mads intuitiva de probar que T' < oo P,,, casi seguramente
es notar que si hay n incrementos de X igual a 1 (lo cual sucede con probabilidad p™,
entonces T' < 00). Sin embargo, como bajo P, los incrementos son independientes
y toman el valor 1 con probabilidad p, esto sucedera casi seguramente (como se ve
por ejemplo al utilizar Borel-Cantelli).
Escribamos
y determinemos ahora el valor de ¢,,. Hay dos casos sencillos:

90=0y g.=1

Por otro lado, observamos que sim € {1,...,n — 1} entonces 1 < Ty Xy = Xpob;
P,, casi seguramente, por lo que

Im = Dgm+1 + (1 — D) @m-1.

Asi, la probabilidad de interés queda determinada por una relaciéon de recurren-
cia con valores de frontera. Afortunadamente, la solucién se conoce. En efecto,
escribamos la relacién de recurrencia en la forma

Pdm + qqm = Pqm+1 + qq@m—1 6 DPGm + qqm = Pdm+1 + 4qm—1
6 inclusive
(@m — gm+1) = (4/P) (Gm—1 — @m) -

Se sigue entonces que
Gm — Gm+1 = —aq1 (¢/p)™
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y por lo tanto
1—-(¢/p)™ ;
_ oGy Sa7P
qm = . .
am sig=p=1/2
Al utilizar la igualdad ¢, = 1 obtenemos finalmente
1- " :
[ ey
m/n sig=p
Cuando p = ¢ = 1/2, podemos adicionalmente calcular v, = E,,(T). En
efecto, por la propiedad de Markov y el hecho de que T' 0 §; = 17> + T, vemos
que
Vo=Un=0 ¥y 205 =24 Uns1+Vm_1-

La ultima ecuacién se puede escribir, definiendo d,,, = v,;, —V;,m—1 como una igualdad

matricial:
d77L+1 _ 11 dm
-2 /7 \0 1 -2)7
dmr\ (1 W\ (d
-2 ) \0 1 -2/

La potencia de la matriz resultante se puede calcular y nos devuelve

por lo que

dm+1 :d1—2m
Puesto que di = v y vg = 0, vemos que
Up=di+-+dpn=v1—v1-2—--—v1—2(m—1)=mv; —m(m—1).
Al utilizar v, = 0, vemos que
vmn=n-—1
y que por lo tanto
Um =m(n—m).

EJEMPLO 2.7 (Probabilidad de superviviencia para procesos de Galton-Wat-
son). Sea p una medida de probabilidad en N y (Pg),ren la familia Markoviana
asociada a un proceso de Galton-Watson de distribucién de progenie v. Sea f la
funcién generadora de u, dada por

f(s) = Z 8" .

Sea
pi = Pi(Th < 00) .
Al utilizar la propiedad de ramificacién, vemos que p; = pi puesto que la suma
de i procesos GW con ley de reporduccién p se anula si y sélo si se anulan todos
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los sumandos. Por otra parte, al utilizar la propiedad de Markov al instante uno,
vemos que

pr1=P1(Ty < 00) = Ex (Ex, (To < ) = E1 (") = f(p1),

donde la tltima igualdad se justifica pues bajo P1, X; tiene distribucién p. Asi, py
es un punto fijo de la funcién generadora f. Dicha funcién es log-convexa, y toma
los valores g en 0y 1 en 1. Por lo tanto, vemos que habra exdctamente un punto
fijo cuando m = f’(1—) < 1, mientras que hay dos puntos fijos si p > 1. Asi, vemos
que cuando m < 1, el proceso de Galton-Watson se extingue casi seguramente.
Por otra parte, cuando m > 1, cabe la pregunta de cuél de los dos puntos fijos
de f es igual a la probabilidad de superviviencia del proceso de Galton-Watson.
Debe ser la minima. En efecto, notemos que si p es punto fijo de f entonces

p=Ei(p*")
y puesto que X,, = 0 si T' < n entonces
p>Ei(p*r1p<n) =Pi(To <n).
Al tomar el limite conforme n — oo obtenemos
p>Pi(Th < 00) = p1.

Por lo tanto, p; es el punto fijo mas pequenio de f y como hemos argumentado, este
pertenece a (0,1) cuando m > 1. Asi, un proceso de Galton-Watson supercritico
sobrevive con probabilidad positiva.

EJEMPLO 2.8 (Cadenas de nacimiento y muerte). Para una sucesién de proba-
bilidades de éxito p; € (0,1) (con ¢; = 1 —p;), sea (P;,i > 0) la familia markoviana
asociada a un proceso de nacimiento y muerte con matriz de transicién deterninada
por P; ;11 = p;. Haremos un andlisis de primer paso para calcular h; = P;(Ty < 00).
Notemos que hg = 1.

De nuevo, la propiedad de Markov nos permite obtener la siguiente relacién de
recurrencia para ¢ > 1:

hi = pihiv1 + qihi_1.
De nueva cuenta, si escribimos d; = h; — h;11, se tiene que

pidi = qidi—1
y sabemos que dy = 1 — h;. Vemos que entonces
d; = vidp donde ~; = bitb
qi- - q1

Asi, podemos escribir
do(l+7+-+7%-1)=do+ - +di-1=1-hy.

Ahora debemos hacer un analisis méas preciso para determinar a la constante fal-
tante dg.
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Si >, = oo, puesto que 1 — h; € [0,1], vemos que dy =1 —hy =0y por lo
tanto h; = 1 para toda i > 1.
Si ), v < oo, definamos

ho=1y hi=1—-a(l+v+- - +v),
por lo que h; € [0,1] y

hi = pihiv1 +qhi—1 sii>1.
Vemos que entonces
h; = E; (ﬁxn)
para toda n > 1. Sin embargo:
Ei(hx, ) = Pi(To < n) + Ei(hx, Lner, ) 2 Pi(To < n).
Como lo anterior es valido para toda n, vemos que
hi < h.
Al minizar sobre a en la definicién de h;, vemos que do = 1/(1 + 3., 7). Por lo
tanto h; < 1 para toda i > 1.

EJEMPLO 2.9 (Caminatas aleatorias y funciones arménicas discretas). El prob-
lema de Dirichlet para la ecuaciéon de Laplace es un problema cldsico importante
dentro de la fisica y la matemadtica. Sea U C R™ un abierto y conexo y dU su
frontera, y sea f : U — R. El problema es encontrar una funcién v : U — R tal
que

Au=0enU y wu=fendU.

Una funcién u que satisface Au = 0 se llama funcién armoénica. De hecho, dichas
funciones satisfacen la propiedad del promedio

ulz) = /8 o 8 07,

donde o, es la distribucién de una variable uniforme sobre dBs(x). Esta propiedad
también admite una forma en términos de volumen en vez de medidas superficiales:

1
u(z) = m /Bs(x) u(y) dy.

Reciprocamente, una funcién es armonica si es localmente integrable y satisface la
propiedad del promedio en su versién de volumen. En base a esta equivalencia, la
solucién al problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace se puede interpretar
de la siguiente manera: si la frontera de la regién U se mantiene a temperatura
constante f(z) en el punto x € 6U, entonces u(zx) representard la temperatura en
el punto = € U una vez que se haya alcanzado el equilibrio térmico.
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Discreticemos ahora el problema para encontrar una solucién por medio de
caminatas aleatorias. Definamos, para § > 0 a la discretizaciéon Us de U mediante
la reticula 6Z™:

Us ={i € Z" NU : los vecinos de i en 0Z" estdn en U}
y a su frontera
0Us = {i € Z™ N U : algtin vecino de i en §Z" no estd en U} .

Nuestra discretizacion del problema de Dirichlet de la ecuacién de Laplace se dis-
cretiza de la siguiente manera: dada una funcién f : 0Us — R, encontrar una
funcién u : Us U 9Us — R tal que

u(z) = — Z u(y) sizelUs y wu(z)=f(x) sizedUs.
y vecino de x
Ahora resolveremos este problema discreto.
Sea (P, x € §Z™) la familia markoviana asociada a una caminata aleatoria que
salta de = a cualquiera de sus vecinos con igual probabilidad. Si X es el proceso
canénico, consideremos al tiempo de paro

T=min{n e N: X,, € 0Us}.

Supondremos ahora que U es acotado, lo cual tiene el efecto de que para cualquier
x € Us, T < oo P,-casi seguramente. En efecto, puesto que Us es acotado, notamos
que existe N € N tal que si la caminata sube N veces entonces sale de Us (nece-
sariamente por OUs) para cualquier punto inicial € Us. Como los incrementos
de la caminata son variables aleatorias independientes bajo P, vemos que esto
sucederd eventualmente. Por otra parte, por definicién 7 podemos entonces definir
a la funcién u : Us U OUs — R por medio de

Notemos que si x € Uy, entonces 7 > 1y X, 060y, = X, P, casi seguramente, por
lo cual la propiedad de Markov nos permite ver que
u(r) = B(f(X) = Bo(u(X0)) = 5= 0 uly).
y vecino de

Ahora veamos que la solucién al problema de Dirichlet para la ecuacién de
Laplace discreta admite una tnica solucién. Esto se basa en el llamado principio
del maximo que nos dice lo siguiente: si una funcién u es armonica discreta y
alcanza su maximo en un elemento x de Us, entonces todos sus vecimos también
deben tomar el valor u(z), pues de otra manera el promedio no puede ser igual
a u(zx). Asi, vemos que de hecho u es constante. Otra forma de interpretar este
argumento es que una funcién arménica (discreta) alcanza su maximo y su minimo
en la frontera QU;s. Por otra parte, si u; y us son armoénicas y tienen los mismos
valores a la frontera entonces u = us — u; es una funcién arménica que toma los
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valores cero en la frontera, por lo que es igual a cero en UsUOUys. Asi, las caminatas
aleatorias nos permiten obtener la tinica funcién armonica con valores a la frontera

dados.

Hay una extensién muy 1til de la propiedad de Markov conocida como la
propiedad de Markov fuerte. Se trata de una extensién a ciertos tiempos aleatorios:
a tiempos de paro. Para esto, sea T : EY — N un tiempo de paro finito. Entonces
podemos adelantarnos al tiempo T mediante el operador de traslacién 7 : EN —
EN dado por:

GT((en)neN) = (eT(ff)+n)neN'
PROPOSICION 2.5 (Propiedad de Markov fuerte). Si F: EN — R es medible y

acotada:
E(FOGT |fT) ZEXT(F) .

DEMOSTRACION. Si A € Zr entonces AN{T =n} € %, por lo que
E(Langr=n}F o 0r) = E(Lanir=n} F 0 0,) = E(Lanir=n)Ex, (F)).
Al sumar sobre n (utilizando el teorema de convergencia acotada) obtenemos
E(1aF 007) = E(14Ex, . (F)). O

Pasaremos ahora a algunas aplicaciones de la propiedad de Markov fuerte.
La primera es muy sencilla y es simplemente una reinterpretacién de la propiedad
de Markov fuerte en el caso de la caminata aleatoria.

COROLARIO 1. Sea (Py,€ Z) la familia markoviana que corresponde a una
caminata aleatoria. Sea T wun tiempo de paro finito Py-casi seqguramente. En-
tonces la distribucion condicional de (X — Xg) o 0r dada Fr esPy. En particular,
(X — Xg) 007 es independiente de Fr.

DEMOSTRACION. Recordemos que P es la distribucién de X + k bajo Py.
Por la propiedad de Markov fuerte, se sigue que la distribucién condicional de
(X — Xg) ofr dada .Fr es Py. En particular, si A € #ry F: ENY — R es medible
y acotada entonces

E(14F(X — Xg) of7) = E(14E((F(X))) =P(A)Eo(F),
lo cual implica la independencia enunciada. O

EJEmMPLO 2.10 (Tiempos de arribo para la caminata aleatoria simple unidi-
mensional). Sea (Py, k € Z) la familia Markoviana asociada a la caminata aleatoria
simple con matriz de transicién P, ;11 =1— P;;_1 =p € (0,1). Sea Tp el primer
arribo a cero dado por

To = min{n: X, =0}.
Nuestro objetivo sera determinar a

p(s) = Eq(s70).
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Comenzando en 2, la caminata aleatoria simple debe pasar por uno para llegar
a cero, y la trayectoria de 2 a 1 tiene la misma distribucién que la de 1 a cero. Por
lo tanto:

o (s™) = ¢(s)”.
Por otra parte, la propiedad de Markov al instante 1 nos dice que
¢(s) = Ei(sT0) = (1 — p)s + psEa(sT0) = (1 — p) s + psg(s)® .
Asi, puesto que ¢(s) € (0,1) para s € (0,1), vemos que

b(s) = 1—\/1—4p(1—p)82.

2ps

Esto tiene varias implicaciones. La primera es que

1—[1—2p| {1 p<1/2

Py (T, = lim E, (s™°) = .
1(To < 00) = lim By (s7°) % p>1/2

q
P
La segunda es el cdlculo, para p < 1/2 de la esperanza de Tj: al derivar la ecuacién
que satisface ¢ vemos que

0=1-(2p—-1)¢'(1-)
La segunda consecuencia es la determinacion explicita de la distribucién de Ty
bajo IP;.

EJERCICIO 2.3. Haga un desarrollo en serie de ¢ para obtener el valor exacto
de Py (Ty = 2n+ 1). Sugerencia: La serie binémica serd de utilidad. Pruebe que

IP)(T =2n+ 1) = P1(52n+1 = —1) .

2n+1

EJEMPLO 2.11 (El minimo de caminatas aleatorias skip-free). Sea Py, k € Z
la familia markoviana asociada a una caminata aleatoria cuyos saltos pertenecen
a {—1,0,1,...}. Dichas caminatas se llaman sin saltos a la izquierda (skip-free
to the left) aunque el punto es que el minimo acumulativo tiene como imagen un
intervalo de enteros. Sea

—I = min X,,.
n>0

Obviamente I = 0 si Po(X; = —1) = 0. Supongamos por lo tanto que este no es el
caso. Veamos que entonces bajo Py, I es una variable aleatoria geométrica (aunque
posiblemente degenerada en infinito). Recordemos que las variables geométricas
estan caracterizadas por la propiedad de pérdida de memoria, por lo que es sufi-
ciente verificar que

Po(I >m+n)=Py(I>m)Py(I >m).
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Sin embargo, notemos primero que si
T_,, =min{n e N: X,, = —m},

entonces {I > m} = {T_,, < co}. Segundo, sobre el conjunto {T_,, < oo} se tiene
que I =ITo0p , . La propiedad de Markov fuerte nos permite afirmar que

Po(I>m+n)=Py(I>m)P_,,(I>n+m).
Finalmente, puesto que Py es la distribuciéon de X + m bajo P_,,, vemos que

P_,,(I>n+m)=PyI>n).

Ahora determinemos el parametro de la distribucién de I, al que denotaremos
por p y escribimos ¢ = 1 —p. Al aplicar la propiedad de Markov al tiempo 1, vemos
que

q=Po(I >1)=Py(Px,(I >1)) =Eg(q"™).

Si ¢ denota a la funcién generadora de la distribucién de salto, vemos que

1=¢(q).

Por la desigualdad de Holder, es facil ver que la funcién gzﬁ(e"\) es log-convexa. Por
lo tanto la ecuacién ¢(s) = 1 sélo se satisface cuando s = 1 si ¢'(1—) = Eo(X;) <0
(lo cual dice que I es casi seguramente infinito) mientras que admite dos soluciones,
digamos ¢ y 1 si Eg(X;) > 0. Ahora veremos que ¢ = g en este tltimo caso. Basta
mostrar que ¢ < ¢. Puesto que

Er(¢¥) = ¢ Eo(q) = ¢"9(q) = ¢",

la propiedad de Markov nos permite probar que

Ex(7%) = ¢".
Por lo tanto, al utilizar la propiedad de Markov
5 1+X - A+ Xnk 1+ X0
qg= Z]Eo 1r ,—+E_1(q )) +Eo(17_ 504 )
=0

PO(T <n)+Eo(1r_,5ng" t¥")

Al tomar el limite conforme n — oo, vemos que § > ¢ y por lo tanto, ¢ es la
solucién minima en [0, 1] a la ecuacién ¢(s) = 1.

EJEMPLO 2.12 (El principio de reflexién). Consideremos la familia markoviana
(Py) ez asociada a la caminata aleatoria simple y sea

T =min{n € N: X, =m}.
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Definamos
X, = Xn S? n < Ty, '
2m — X, sin>T,,

El principio de reflexién, que ahora demostaremos, afirma que la distribucién de
X bajo Py es precisamente Py. En efecto, el principio de reflexién es consecuencia
de la propiedad de Markov fuerte y el hecho de que la distribucién de —X bajo Py
es también Py.

Como una aplicacién, notemos que si k > 0 entonces

Po(Th, <n) =Po(Tr, <n, Xy, > m) +Po(T, <n, X,, <m).
Puesto que {T,, <n} C{X, >m}y

{Tm §n7Xn Sm}: {Xn Zm}a

se deduce que

EjeEMPLO 2.13 (El teorema de Pitman para la caminata aleatoria simple).
Ahora probaremos un resultado interesante de Pitman para la caminata aleato-
ria simple y simétrica. Sea (Py) la familia markoviana asociada a dicho pro-
ceso; por simplicidad, denotaremos por P a Py. Lo que haremos sera intro-
ducir una transformacién no invertible de la caminata aleatoria simple que resulta
ser una cadena de Markov que podemos interpretar como la caminata aleatoria
condicionada a ser no-negativa. Puesto que la caminata aleatoria oscila (esto es
Py (lim sup,, X,, = ooliminf,, X,, = —o0) = 1) vemos que no podemos simplemente
condicionar. Sin embargo, en [KS63] se prueba que para toda k > 0 existe el
limite de

lim Py (X1 =i1,...,Xm = im | Xk > 0 paratoda k € {1,...,n}).

n—oo
A este proceso se le conoce como caminata aleatoria (simple y simétrica) condi-
cionada a ser positiva. Hay otra manera de entender el proceso limite. No es
trivial, pero el limite anterior es igual a

lim Pp(X;1 =1d1,...,X;m =4m | X alcanza K antes que —1).
K—oco
El limite anterior lo podemos calcular explicitamente gracias a la solucién al prob-
lema de la ruina. En efecto, dicho limite no es cero cuando i1, ...,%, > 0 en cuyo
caso:
lim Pp(X; =i1,...,X;m =im | X alcanza K antes que —1)
K—o0
. ) im+1K+1
= lim P(X1=41,...,. Xn =) 00— ——
i P(X = m=im) T E T
i 1

= Pu(Xy =i1,..., X = im) P
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FIGURA 1. Reflexién de una caminata aleatoria (en negro) en su
méximo acumulativo (en rojo)

Hay una manera de interpretar lo anterior en términos de cadenas de Markov. Si
P es la matriz de transicion de la caminata aleatoria simple y simétrica y definimos
h(i) = i asi como a la matriz de transicién P" dada por

h _ p. _h(J)
1,7 h( ) )
i
entonces el calculo anterior nos muestra que la caminata aleatoria condicionada a
ser positiva tendria que ser una cadena de Markov con matriz de transicién P”.
Sea X, = max;,<n X, el proceso del mdximo acumulativo. Definamos a un
nuevo proceso Y por medio de

,J

Y, =2X, — X,.

En la Figura 1 podemos ver el efecto de la transformacién que lleva a X en
Y. El teorema de Pitman, enunciado en [Pit75], afirma que Y es una cadena
de Markov bajo Py con matriz de transicién P". EIl argumento es como sigue:

nos damos de que si i1,...,%, son una trayectoria posible para Y, esto es si i —
ix=1 = *1 e i > 0, entonces hay exactamente ¢,, + 1 trayectorias de X que
hacen que {Y; =41,...,Y, =i,}. En efecto, cada una de dichas trayectorias estd

determinada por el valor de de X, que puede tomar cualquier valor entre 0 e .
Por lo tanto,

. . 1. . ,
P(Y) =i1,..., Y, =i,) = 27(%+1) =PHX) =i1,..., X =ip).
Puesto que las distribuciones de procesos estocésticos estan determinadas en los
cilindros finito-dimensionales, se ha probado el teorema de Pitman.

10. Recurrencia y transitoriedad

Pasaremos ahora al analisis de dos conceptos que permiten hacer una distincién
entre los estados de una cadena de Markov, de acuerdo a si siempre los revisitaré
0 no.
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Sea i € E. Definamos a la cantidad de visitas al estado 7 como la variable

aleatoria
oo
Vi= Z 1x, =
n=0

Esta variable aleatoria podria tomar el valor infinito. Sin embargo, un resultado
curioso es que si toma el valor infinito con probabilidad positiva, entonces toma el
valor infinito con probabilidad 1. En caso de que V; sea infinita con probabilidad
1 bajo IP; hablamos de un estado recurrente y en caso contrario de un estado
transitorio. Analicemos ahora por qué el conjunto {V; = oo} tiene probabilidad
cero o uno. Para esto, definamos a Ty, 77, ... como los instantes sucesivos que X
visita al estado ¢. Bajo la medida P;,

To=0, Ty :mln{n>0Xn:z} y Tn+1 :TloHTn.

Se sigue entonces que (T),,n € N) es una sucesién creciente de tiempos de paro.
Esto se puede probar por induccién. Es claro que 77 es un tiempo de paro y
entonces
k-1
{Tn+1 = k} = U {Tn-‘rl =k T, = l}

=0
k—1

= U T =1, X111, Xpoy # 0, Xy = i} € F.
1=0

Notemos que

0o
‘/z’ = Z 1Tn<<>o-
n=1

Se afirma ahora que bajo IP;, V; es una variable aleatoria geométrica de parametro
P;(T1 < o0). En efecto, por una parte se tiene que

{Vi =z n} ={T\ < oo}
y por otra, la propiedad de Markov fuerte nos permite afirmar que para cada n > 1:
Pi(Thy1 < 00) =Pi(Thy1 < 00, Ty, < 00) = Ei(17, «0oPi(Th < 0)),
por lo cual
P;(T,, < 00) = P;(T1 < 00)™.

El caso en que P;(T7 < 0o) = 1 ocurre si y s6lo si V; es infinita P; casi seguramente.
Si no, V; es geométrica de pardmetro P;(77 < oco) y por lo tanto su esperanza
es finita. Esto nos proporciona una equivalencia, en términos de la matriz de
transicién, para que un estado sea recurrente.

PROPOSICION 2.6. El estado i es recurrente si y sdlo si ), P/’ < oo.
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DEMOSTRACION. La afirmacién se sigue de notar que
)=> Ei(lx,—i) =Y Pl
n n
|

Ahora veremos que la transitoriedad o recurrencia es de hecho una propiedad
de clase.

PROPOSICION 2.7. Sii y j se comunican entre si e i es transitorio entonces j
es transitorio.

DEMOSTRACION. Sean m y n tales que P >0y P}, > 0. Entonces

m+l+n m n
B =z PZJPijpjl

Por lo tanto:
si »_ P < 0o entonces Y Pl < 0.
n

O

La conclusiéon que obtenemos es que en una clase o todos los estados son re-
currentes o todos son transitorios y que por lo tanto podemos hablar de clases
recurrentes y de clases transitorias. Hay una forma facil de saber si una clase
es transitoria.

PROPOSICION 2.8. Sea C C E una clase abierta. Entonces C' es transitoria.

DEMOSTRACION. En efecto puesto que C es una clase abierta, existe i € C,
jeE\NCym>0tal que P /"> > 0 mientras que P}'; = 0 para toda n > 0. Por lo
tanto

Asi, vemos que
P;i(Vi <00) 2 Pi(Vio b, <00, Xy, =j) =P >0
por lo que ¢ es transitorio. (]

Veremos ahora que la conclusiones anteriores nos permiten clasificar a las clases
de cadenas de Markov con espacio de estados finito. En efecto,

PROPOSICION 2.9. Si el espacio de estados es finito, una clase es recurrente si
y solo si es cerrada.

DEMOSTRACION. Sélo hace falta verificar que si C' es cerrada entonces es re-
currente. Puesto que C' es cerrada, vemos que para cualquier i € C,

1 =mi(X, € C para todan > 0).
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Por otra parte, al ser E finito, lo anterior forza a que exista j € C' que se visita
infinitas veces bajo P;:
0< P (‘/J = OO) .
Si T denota a la primera visita a j, vemos que
0< Pi(Tj < OO)IPJ(‘/J = OO)

de acuerdo a la propiedad de Markov fuerte. Por lo tanto, vemos que j es recurrente
y que asi la clase C es recurrente. O

11. Distribuciones invariantes

En esta seccin analizaremos el concepto de distribuciones invariantes que es
fundamental para estudiar cmo se comporta una cadena de Markov en tiempos
grandes.

Sea P una matriz de transicién en el conjunto a lo méds numerable E. Sea
(P2),c su familia Markoviana asociada y recordemos que entonces, si v es una
medida de probabilidad en E (que es determinada por los valores v, que asocia a
los conjuntos {x}), hemos definido

P, = Z v({z}) Py
reE
como la distribucién de una cadena de Markov de matriz de transicion P y dis-
tribucién inicial v.
Recordemos que bajo P, la distribucién de X, es P;'., por lo cual:

P, (X, =1y) = Z v, P2,
zEE
Si nos imaginamos a la distribucién v como un vector renglén, la ecuacién anterior
se puede interpretar como la multiplicacion de matrices v P.
Diremos que una distribucién v sobre E es invariante si

E Ve Pr oy = vy

el

Equivalentemente, v es invariante si P, o X I =y para toda n > 0. Obviamente,
si v es invariante, se tiene que P, (X,, =y) — v, conforme n — oco. Sorprenden-
temente, bajo ciertas condiciones técnicas que garantizan en particular existencia
y unicidad de la distribucién invariante, se tiene que P, (X,, =y) — v, conforme
n — oo. Es decir, la distribucién de la cadena se estabiliza. Este es el contenido
del célebre teorema de Doeblin, que admite una prueba probabilistica basada en
una idea importante y fértil: el acoplamiento.

Esta seccion se divide en dos partes: en la primera se utiliza la propiedad de
Markov fuerte para estudiar la existencia y unicidad de la distribucién estacionaria
y en la segunda se utilizan estos resultados para estudiar el comportamiento limite
de ciertas cadenas de Markov.
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11.1. Existencia y unicidad. Mas generalmente, si v es una medida, no
necesariamente de probabilidad, en F, decimos que v es invariante si

E Ve Pr oy = vy.

el

Examinaremos la existencia de una medida invariante en cada clase de comuni-
cacién de la cadena; esto es suficiente pues si v es cualquier medida invariante
y C es una clase de comunicacién, la medida Vf = v;1l,cc €s una nueva me-
dida invariante concentrada en C' e inversamente, si para cada clase C' tenemos
una medida invariante v concentrada en C' (y la medida cero también estd in-
cluida) entonces v = > v es una medida invariante. Notemos ademds que si v
es una medida invariante y [ > 0 entonces [ también es una medida invariante.
Puesto que ademas la medida cero es invariante, cuando estudiemos existencia
tenemos que enfocarnos en medidas no triviales y cuando estudiemos unicidad,
tendrd que ser salvo multiplos escalares. Por otro lado, si v es una medida invari-
ante y Y, v, < 0o entonces podemos definir una distribucién invariante dada por
v/ Zx V;. Sin embargo, veremos que aunque existan medidas invariantes, no siem-
pre existen distribuciones invariantes, lo cual nos dice que no siempre podremos
encontrar una medida invariante v tal que ) v, < oco.

Consideremos de nuevo a los tiempos de primera visita
T,=min{n e N: X, =y}.

Fijemos a z € FE y definamos

T,
v, =1y vy =E,; Zan,:y para y # x.
i=0

TEOREMA 2.2. Para una cadena irreducible y recurrente, v* es una medida
invariante que satisface vy =1 y 0 < vy < oo.

DEMOSTRACION. Claramente v¥ = 1. Para ver que v es invariante, uti-
lizamos la propiedad de Markov de manera similar al andlisis del primer paso.
Supongamos primero que y # . Entonces, puesto que T}, es finito P, casi segura-
mente

o0
Es Z Ix,=y | = Eo Z 1x,=y | = Z]Ez(an:yITrSn)~
n<Ty n<T, n=1
El sumando n = 1 es facil de calcular puesto que bajo P, T, > 1:

Ex(lezlewﬁl) = Ew(1X1:y> =Py
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Para los sumandos con n > 2, aplicamos la propiedad de Markov al instante n — 1
(haciendo una especie de andlisis de dltimo paso), notando que {T > n} € .%,,_1:

Ex(lxnzlez Sn) = Z Ex (1Xn71=z]-Xn:y1T1§n)
ZH#x

Z ]Ex (]'Xn—lzz]-Tan) Pz,y-
zFT

Asi, vemos que

v =E, ( > 1xn_y> = Pey+ )Y Eo(lx,=ylr,5n) Poy

n<Ty z#x n=1
T,—1
=v Ppy+ E Ew< E 1Xn—y> P,
zF#x n=0
x
= g VP, .

zeE

Ahora veremos que 1 =v¥ =) vy Py .. En efecto, basta descomponer respecto al
valor de Ty, y de X7, _1, recordando que T es finito [P, casi seguramente:

1= iPx(Tx =n)
n=1

=Prat > Y Pu(Te=nXn 1 =1y)

n=2y#x
n=2y#x

= Iz + ZV;PZ;U
yFT

Y

n— 17Xn71 = y) Pw,y

Finalmente, si consideramos m tal que P;", > 0y n tal que P;', > 0 entonces por
una parte

xr __ x m m
v, = ZVsz,y > Pw’y >0
4

y por otra

l=vi=> VP!, >viP},
z
implica que vy < 0. ]

El teorema anterior es la pieza principal en la construccién de medidas invari-
antes. Para esto, es necesario saber cudndo podemos asegurar que Zy vy < 00,
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pues en este caso podemos construir una distribucién invariante al normalizar v*.
Por otra parte, notemos que

Dovi = E| > x| =E.(T0).
Y Y

0<n< Ty

DEFINICION. Un estado x de una cadena de Markov es positivo recurrente
si E,(T;). Denotamos por m, a dicha cantidad, a la que nos referiremos como
tiempo medio de recurrencia de .

Asi, vemos que asociado a un estado positivo recurrente en una cadena de
Markov irreducible podemos definir una distribucién invariante v que satisface
vz = my. De hecho, veremos un reciproco que afirma que si existe una distribucién
invariante en una cadena irreducible entonces todos los estados son positivo recur-
rentes. Antes de eso, notemos que el teorema anterior nos permite la siguiente
conclusén:

COROLARIO 2. En una cadena irreducible con espacio de estados finito, todos
los estados son positivo recurrentes y existe una distribucion estacionaria.

DEMOSTRACION. Sea x cualquier estado de la cadena. Por el teorema anterior
v, < 0o para toda y y como FE es finito, entonces

E.(Te) = Y vi < o0.
yek

Ahora analizaremos la unicidad de las medidas invariantes.

TEOREMA 2.3. Si v es una medida invariante para una matriz de transicion
irreducible P y v, = 1 entonces v > v*. Si ademds P recurrente entonces v = v”.

DEMOSTRACION. Al aplicar la invariancia de v se obtiene

Vy = E Vg Py .y = vaPry + E , Vyo Py o = Poy + E Vy Py, y-
n€EE Az Y1 AT
Al volverla a aplicar se obtiene

vy = Ppy + E : Py, Py, oy + E : Vyo Pys 1 Py y
nF Y1,y2 7T
y al continuar repetidamente, vemos que

vy = Pry+ E : Py Py + -+ E , Py Pypyn 1 Pyyyn Py sy
Y17£T Ylsee s Yn AT

+ § : Vyn+1Pyn+17yn T Pyzyylpyl,z'

Y1, Yn+ 17T
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Si y # x, encontramos la cota
n

y el lado derecho converge conforme n — oo a v/, por lo que

x
VUZI/y.

Por otra parte, si la cadena es recurrente ademés de irreducible entonces v*
es invariante, por lo cual p = v — " es una medida invariante con pu, = 0. Por
irreducibilidad, para toda y € F existe n > 0 tal que P"y,x > 0 y entonces

OZIU’I Z,U/z zLx— P:J’(rrly7

por lo que py = 0. |

Finalmente, damos el resultado fundamental de existencia y unicidad de dis-
tribuciones invariantes.

TEOREMA 2.4. Para una cadena trreducible las siguientes condiciones son
equivalentes.

(1) Todos los estados son positivo recurrentes
(2) Algun estado es positivo recurrente
(3) La cadena admite una distribucion invariante.

En este caso, la distribucion invariante es unica y asigna a x el reciproco de su
tiempo medio de recurrencia.

DEMOSTRACION. Primero probaremos que si la cadena admite una distribucién
invariante v entonces todos los estados son positivo recurrentes. Para esto, note-
mos primero que v, > 0 para toda x € E. En efecto, lo debe ser para alguna z y
al utilizar la irreducibilidad para encontrar n tal que P’ > 0, vemos que

Uy = Z nguz > uxPﬁy >0

zeE

Sixz € E, entonces v/v, es una medida invariante que asigna 1 a x, por lo cual
v/v, > v*®. Puesto que v es una distribucién:

z = Eg( Zl/ <Z ——<oo

Asi, todos los estados son positivo recurrentes. Al ser en particular recurrentes,
hemos visto que v, = v = m, y como v, es una distribuciéon entonces m, < oo.
Esto termina la demostracion de las implicaciones y ademas nos produce la férmula
requerida para la distribucién invariante. O
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11.2. Teorema fundamental de convergencia. En esta subseccién de-
mostraremos un resultado fundamental sobre cadenas de Markov: el teorema de
convergencia a la distribucién estacionaria.

Sea P una matriz de transicién sobre un espacio de estados a lo mas numerable
E. Estudiaremos la convergencia de Py, conforme n — oo y veremos que bajo
ciertas condiciones existe un limite. Para motivar los supuestos que haremos sobre
P, consideremos primero a la matriz

p:((l) (1))

Notemos que Pfﬁ“ =0y que Pfﬁ = 1. Por lo tanto Py no puede converger. El
problema reside en el caracter periddico del estado 1.

DEFINICION. Decimos que x € E es aperiédico si existe N € N tal que P, >0
para todan > N.

Claramente, si x es aperiddico y y ~ x entonces y es aperiédico, puesto que si
P, Pr, >0y N € Nes tal que Piw > 0 para toda [ > N entonces

T,y

prantl > pr PP > 0.

Asi, la aperiodicidad es una propiedad que comparte, o no, cada clase de comuni-

caciéon. Ademads, en este caso, también existe N tal que para toda n > N se tiene
que P, > 0.

TEOREMA 2.5. Si P es irreducible, aperiddica y positivo recurrente y v es su

unica distribucion invariante entonces
. no_
nh_}néo Px,y = Uy.

La prueba que daremos se basa en una idea muy fructifera de W. Doeblin: la
utilizacién del acoplamiento. Primero daremos la idea de la demostracion y luego
verificaremos los detalles. Sean X y Y dos cadenas de Markov independientes con
matriz de transicion P. Supondremos que Xg = x y que Yj tiene distribucién v.
Definamos a

Wn = (X’m)/n) .
Se afirma que W es una cadena de Markov irreducible y positivo recurrente. Para
cualquier y € F fijo definamos al tiempo aleatorio

T=min{neN: X, =y=Y,} =min{neN: W, = (y,y)}.

Puesto que W es irreducible y recurrente, T es finito casi seguramente. Esto nos
permite definir al proceso
X, n<T
e 0

Y, n>T
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Gracias a la propiedad de Markov fuerte, no es descabellado suponer que Z tiene
la misma distribucién que X. Asi, se tendra que

Puesto que T es finito casi seguramente, P(n < T) — 0 conforme n — oo y por lo
tanto P, — vy.

DEMOSTRACION. Finalizaremos la prueba del teorema fundamental de conver-
gencia al verificar los detalles pendientes.

W es una cadena de Markov: Puesto que X y Y son independientes en-
tonces

]P)(WO - (x07y0)a"'aWn = (Xnyyn))
:P(XOZ:EOu-“an :(En)P(Yb :y07~-~7Yn:yn)

= 1pg=2Prgz, - ben,—uﬂﬂn Vyopyo,yl T Pyn—lvyn'
Si definimos a 7(y,v) = Lu=zly y @
P(u,v),(ﬁ,f)) = Pu,ﬂPv,f)

entonces 7 es una distribucién inicial en E'y P es una matriz de transicién
sobre E x E. Ademas

P(WO = (anyO) e W= (Xnayn))

= T(20,90) F(20,90):(21,91) ** Plon—1,9m-1)(@n,yn)>

por lo que W es una cadena de Markov con distribucién inicial 7 y matriz
de transicién P.

W es irreducible: Aqui es donde utilizamos la hipdtesis de aperiodicidad
de P. En efecto, sean w; = (2;,¥;), ¢ = 1,2 elementos de F x E. Sea N
tal que P , >0y P} > 0 para cualquier n > N. Entonces

pN —pN proo.

wi,w2 Z1,T27 Y1,Y2
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W es positivo recurrente: Sea 7/(, ,) = v,v,. Entonces 7 es una medida
de probabilidad y como

Z D($07y0)P(wo7yo),(z1,y1)
(wo,yo)GExE

= E Vl'opwmh E VyoPymyl
) Yo

= Vg Vyy

= V(Ihyl)

se sigue que v es P-invariante. Por lo tanto W es positivo recurrente.

Z tiene la misma distribuciéon que X: Por la propiedad de Markov fuerte,
vemos que (Wr,,n € N) es independiente de W7 y es una cadena de
Markov con matriz de transicién P que comienza en (y,y). Esto implica
que X7,. y Yr,. son independientes entre si y de de X7, Y7 y ademds,
son cadenas de Markov con matriz de transicion P que comienzan en
y. Se sigue entonces que (Xp4.,Yry.) tiene la misma distribucién que
(Yr4., X74.). Vemos asi que W tiene la misma distribucién que el pro-
ceso W definido por

5o [y nsT
" ()/wuxn) nZT

Al comparar la primera coordenada, se deduce que Z tiene la misma
distribucién que X. O

12. Probabilidad condicional regular

Ahora utilizaremos de manera maés elaborada la idea de la funcién de cuantiles
para obtener un teorema general de existencia de procesos estocasticos.

Supongamos que se tiene una variable aleatoria X definida en un espacio de
probabilidad (Q2,.%,P). Sea % una subo-dlgebra de .#. La idea es construir una me-
dida de probabilidad aleatoria p(w, A) que represente a la distribucién condicional
de X dada ¢. Formalmente, quisiéramos que para cualquier funcién f : R — R
medible y acotada, la funcién

w / (@) v(w, dz)

fuera una variable aleatoria y que fuera una versién de E( f(X) |¥). Esto se puede
lograr mas o menos facilmente.

TEOREMA 2.6. Eriste una funcidn v : Q x $Br — [0,1] tal que:

(1) Para toda w € Q, la funcion A — v(Q2, A) es una medida de probabilidad,
(2) para toda A € F, la funcidn w — v(w, A) es una variable aleatoria 4 -
medible y es una version de P(A|9).
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A una funcién como v se le conoce como medida aleatoria en (§2,¥4,P).

DEMOSTRACION. Para cada racional r, sea F'(w,r) una versién de la probabil-
idad condicional P(X < r|¥). Por la monotonia de la esperanza condicional, existe
un conjunto nulo N, gal que si r < s son racionales entonces F'(w,r) < F(w, s) si
w € Ny . Por el teorema de convergencia dominada para la esperanza condicional,
existe un conjunto N, de probabilidad cero tal que si w € NS se satisface

F(r,w) = li_>m F(w,r+1/n).

Finalmente, por el mismo teorema de convergencia dominada, existe un conjunto
C de probabilidad cero tal que en C¢ se tiene

0= lim F(w,r) y lim F(w,r)=1.

r——o00,r€Q r—00,r€Q

Sea N la unién de los eventos N, N, y C sobre los racionales r < s. Entonces
N € # y P(N) = 0. Ahora extendamos la definicién de F(w,t) para todo real ¢ al
definir
Flo.t) = {inf»meQ F(w,r) ?i we N°

F(¢) siwe N
donde F' es una funcién de distribucién arbitraria. Por la eleccién del conjunto
N, vemos que t — F(w,t) es realmente una extensién a todo real de la funcién F
definida sobre los racionales. Ademés es no-decreciente, continua por la derecha,
y tiene limites 0 y 1 en —oo e oo respectivamente. Por lo tanto, para toda w € )
existe una medida u(w, ) sobre los borelianos de R tal que

U(w7 (—OO,t]) = F(w’ t)

para toda t € R. La familia ¢ de los borelianos A tal que (-, A) es una variable
aleatoria es claramente un A-sistema que contiene al w-sistema de los conjuntos
(—o0,t] con t € R, y la o-dlgebra generada por dichos conjuntos es Bg. Asi, vemos
que para todo A € %y, u(-, A) es una variable aleatoria.

Finalmente, por hipétesis vemos que para todo G € 4 y todo t € R

E(v(, (—o0,t]) 1) = E(1x<tlc) -
Por el lema de clases de Dynkin, vemos que
E(v(-,A)) = E(1xeale)
para todo A € Hg. O

EJERCICIO 2.4. Pruebe que para cualquier funciéon medible y acotada f se
tiene que

w /f v(w,dx)
es una versién de E( f(X) |4
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13. El teorema de Kolmogorov para procesos estocasticos a tiempo
discreto

Veamos ahora cémo probar el teorema de Kolmogorov, en el caso de sucesiones
de variables aleatorias reales, al utilizar las ideas anteriores. Especificamente, con-
sideraremos el siguiente resultado:

TEOREMA 2.7 (Caso particular del teorema de Kolmogorov). Sean g, fio, .. .
medidas de probabilidad en RY,R2, ... que satisfacen la condicion de consistencia
siguiente: para todo A € PBrn :

fint1 (A X R) = pin(A) .

existe un espacio de probabilidad (Q,.7,P) y una sucesion de variables aleato-
rias X1, Xo, ... definidas en €l tal que para toda n, la distribucion conjunta de
X1y, Xy €5 .

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.7. Sabemos que existe un espacio de prob-
abilidad y una sucesién de variables aleatorias independientes (U;),; con dis-
tribucién uniforme en (0, 1), definidas en él. Sea Fy la funcién de distribucién
asociada a p1 y ¢ la funcién de cuantiles de Fy. Sea X7 = ¢1(U;), por lo que X3
tiene distribucién pp. Ahora procederemos de manera recursiva: supongamos que
hemos definido a (X7, ..., X,) como funcién de Uy, ..., U, y que la distribucién de
(X1,...,X5) es up. Sea v, una probabilidad condicional regular de p,, 1 dadas las
primeras n coordenadas. Sea ¢, (z1,..., Ty, u) la funcién que para x1, ..., x, fijas,
es igual a la funcién de cuantiles de la medida de probabilidad v, ((z1,...,2,),").
Sea X, 11 = ¢n(X1,..., Xn, Uny1) y veamos que (X1,. .., Xp41) tiene distribucién
Ln- Por definicién de vy,:

P((Xla cee 7Xn) € Aa Xny1 < l')

= ]P)((Xl, . ,Xn) S A7¢(X1, ey X, Un+1) < 1’)
=P((X1,...,Xn) € A, Upy1 <vp(X1,..., X5), (—00,2])
= E(l(Xl,...,Xn)GAVn(XI; s 7Xn7 (—OO, .’IJ]))

= Aun(x17...,xn,(—w,x]) pn(dzy, ..., dx,) = ppy1 (A X (—o0,2]).

Por lo tanto (X1,...,X,4+1) tiene distribucién pu,,. O

14. El teorema de Kolmogorov para procesos estocasticos a tiempo
continuo

En esta seccion, se profundizard en el andlisis de la anterior con el fin de
construir procesos estocasticos cuyo indice recorra un intervalo de tiempo. Un
proceso estocastico a tiempo continuo es una coleccién de variables aleatorias

reales (Y;),c, definidas en un espacio de probabilidad (©2,.%#,P) donde T' C Ry es
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conexo. Los casos que més nos interesardn son T = [0,1] y T = [0,00) y, puesto
que asi lo decidié una moneda que lancé al aire, nos enfocaremos en el primero.

Lo primero que definiremos es el concepto de distribuciéon de un proceso es-
tocastico. Esta distribucién estara definida en el espacio canénico donde esta
definido el proceso, que es R Informalmente, la distribucién de ¥ = (Yi),er, de-
notada py, es la imagen de P bajo la aplicacién w — Y (w) donde Y (w) es la trayec-
toria t — Y;(w) con t € T. La siguiente o-dlgebra se encarga automdaticamente de
todos los detalles de medibilidad que formalizan la definicién de py: definamos las
proyecciones X; : R — R que mandan a z : T — R en x(t) (escribiremos sim-
plemente ;). Las proyecciones generan a la o-dlgebra &% = o(X; :t € T'). Dicha
o-algebra esta generada por el algebra

¢= |J oXnteF).

FCT
F finito

Es fécil ver que todo elemento de € es de la forma {(X;),. € B} donde F C T
es finito y B es un boreliano de RF. Ademds, para ver que Y : Q — R es medible
si y s6lo si X; oY = Y; es medible. Puesto que Y es un proceso estocéstico, Y
es medible. Por otra parte, a las medidas imagen uf de (Y:),cp bajo P, donde
F C T es finito, les llamamos distribuciones finito-dimensionales de Y. Puesto
que % es un algebra que genera a .%, se sigue que cualquier medida en R” est4
determinada por sus valores en %. Dicho de otra manera, la distribucién de un
proceso queda determinada por sus distribuciones finito-dimensionales. El teorema
de Kolmogorov se encarga del problema de, dada una familia de medidas sobre R¥',
con F' C T finito, caracterizar cuando son las distribuciones finito-dimensionales de
un proceso estocéastico indexado por T. Notemos que si F; C F5 son subconjuntos
finitos de T y 7p, r, es la proyeccién de Rz en R, entonces se satisface la

condicién de consistencia

F2 —1 _ F1
By OTp, p = My -

El teorema de Kolmogorov afirma que de hecho la condicién de consistencia es
necesaria y suficiente para que una coleccién de medidas de probabilidad uf :
Prr — [0,1], con F C T finito, sean las distribuciones finito-dimensionales de
un proceso estocastico. Por supuesto, la parte importante de este teorema es la
existencia del proceso estocastico en cuestién. La construccion se hace en el espacio
canénico: sea p: ¢ — [0,1] dada por

p({(X0) e € BY) = n(B).
Note que el hecho de que las medidas { ut } sean consistentes implica que p esté

bien definida.

TEOREMA 2.8 (Teorema fundamental (o de consistencia) de Kolmogorov). La
funcion p se extiende a una medida de probabilidad (también denotada p) en F.
La distribucion de (X;),cp bajo P es precisamente p*.
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DEMOSTRACION. Supongamos primero que S C T es numerable. Por la
primera versién que probamos del teorema de Kolmogorov, sabemos que existe
un espacio de probabilidad y un procesos estocastico Y;,t € S cuyas distribuciones
finito dimensionales son {up : F' C S, F finito}. Si ahora consideramos la funcién
Y® :Q — RT que a w le asigna la funcién ¢ +— Y;(w)1eg, la imagen de P se
convierte en una medida de probabilidad p°.

Notemos que si A € & es de la forma {(X;,t € F) € B} con F C S (dicho de
otra manera A € Zr) entonces p°(A) = pu(A). Asi, si S; C Sy C T son numerables
y A € Fs, entonces %1 (A) = p52(A). Esto implica que si Sy, So son dos conjuntos
numerables y A € ¥g, N g, entonces

W (A) = 55 (4) = i (4).

Asi, podemos definir a ji en UgFs mediante pu(A) = p°(A) si A € Fg. Sin
embargo, notemos que Ug.%g es una o-algebra que contiene a € y estd contenida

en .%, por lo que es de hecho igual a .%. La medida i es la extensién buscada de
uwa .. O



CAPITULO 3

Procesos de renovacion

Consideremos variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
S1,59,... con valores estrictamente postivos. Podemos pensar en que S; es el
tiempo de vida de un componente crucial para el funcionamiento de cierto sistema
y que al fallar se debe reemplazar. Los tiempo de reemplazo seran

T():O, T1:Sl, TQZSl+SQ,....

Por otra parte la cantidad de componentes que han fallado hasta el tiempo ¢ seria

o0
Ny=min{n:T, >t} = Z nlr, <t<T, -
n=0
A este modelo general se le llama modelo de renovaciéon. La sucesion S sera la
sucesién de tiempos de vida, la sucesién T la de tiempos de renovacion y
la sucesién N serd el proceso de contéo asociado.
Hay un par de procesos adicionales que son ttiles e interesantes: el proceso de
tiempo residual (hasta el préximo reemplazo) es

Ry =Tn,41 — 1,

el proceso de edad es
Ay =t —Ty,.

Su suma es el proceso de tiempos totales

Lt == SNt+1.

En la Figura 1 se ilustran las definiciones asociadas a los procesos de renovacion.

Imaginemos ahora que en vez de cambiar al componente crucial en cuanto falla,
se realiza una revisién diaria en la que se ve si se cambia o no. Entonces es més
conveniente medir el tiempo en dias en vez de continuamente. En términos del
modelo, se puede imponer simplemente que el tiempo de vida S; sea una variable
aleatoria con valores en {1,2,...} y las definiciones tienen sentido como las hemos
puesto, salvo que R,,, A, y L,, con n € N, toman valores en N y determinan a
los procesos R, A y L. En este caso hablamos de un proceso de renovacion
aritmético.

81
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FiGuRrA 1. Ilustracién de las definiciones de proceso de renovacion

Ficura 2. Laberinto para un experimento aleatorio

EJEMPLO 3.1. Imaginemos la trayectoria de una rata en el laberinto de la
Figura 2. Para modelar la trayectoria que sigue la rata, supongamos que cuando
se encuentra en un cuarto del laberinto, la rata va a cualquier otro con la misma
probabilidad. Podemos entonces modelar esta situaciéon mediante una cadena de
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Markov: enumeremos los cuartos del laberinto de izquierda a derecha, de abajo
a arriba, por lo que la rata comienza en el cuarto 1 y encuentra la comida en el
cuarto 9. Definamos F; ; como la probabilidad con que la rata pasa del cuarto ¢ al
cuarto j:

0 1/2 0 1/2 0 0 0 0 0
/3 0 1/3 0 1/3 0 0 0 0
0O 1/2 0 0 0 1/2 0 0 0
/3 0 0 0 1/3 0 1/3 0 0
P=|0 1/4 0 1/4 0 1/4 0 1/4 0
o 0 1/3 0 1/3 0 0 0 1/3
O 0 0 1/2 0 0 0 1/2 0
o 0 0 0 1/3 0 1/3 0 1/3

o 0 o0 0 0 1/2 0 1/2 0

Supongamos que inicialmente le damos de comer a la rata en la casilla central
y que, al terminar, la rata se va a dar un paseo aleatorio. Cuando regresa a la
casilla central, encontrard la comida de nuevo dispuesta. En este caso, nuestros
tiempos entre sucesos 5; serdn la cantidad de pasos entre dos comidas de la rata y
nuestros tiempos de reemplazo (o de renovacién) seran los instantes de las visitas
sucesivas de la rata a la casilla central. La variable R,, se puede interpretar como
la cantidad de tiempo que le falta a la rata, después de n pasos, para volver a
comer. La variable A, es la cantidad de tiempo que lleva la rata sin comer al
paso n mientras que L, es la cantidad total de pasos que pasara la rata sin comer
desde la tltima vez que comi6 anterior al paso n, hasta la siguiente vez que lo hara.
No es completamente trivial verificar que la situacién descrita corresponde a un
fenémeno de renovacién, pues no hemos discutido por qué los tiempos entre las
visitas sucesivas de la rata a la casilla central conforman una sucesién de variables
independientes e idénticamente distribuidas. Sin embargo, la propiedad de Markov
fuerte nos permite ver que asi es.

El tipo de preguntas a las que responde la teoria de renovacion en este contexto
son las siguientes: Al instante n: jcudntas veces ha comido la rata? ; Qué pasa
conforme n — 0c0? § Qué pasa en promedio? ; Cudl es la distribucién del tiempo
que le falta para volver a comer (R,,)? j Qué le pasa a esta distribucién conforme
n — 0o? ;Cudl es la probabilidad de que al paso n la rata coma? ;Qué pasa con
dicha probabilidad conforme n — co?

El ejemplo anterior es caso particular de uno mucho mas general: si 0 = Ty <
T, < --- son los instantes sucesivos en que una cadena de Markov recurrente visita
a su estado inicial, que fijamos igual a x, entonces las variables T; — T;_; son
independientes e idénticamente distribuidas por lo que conforman un fenémeno
de renovaciéon. Si Xo = y # z, entonces la distribucién de S; es distinta a la
de S5, S3,..., aunque aun asi son iid. En este caso hablamos de un proceso de
renovacién demorado.
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EJEMPLO 3.2 (El proceso Bernoulli). Se trata de un proceso de renovacién
aritmético en el cual los tiempos entre sucesos tienen distribucion geométrica:

k—1
P(Si =k)=p(1—p)
parak =1,2,.... En este caso particular se pueden calcular las distribuciones de los

procesos asociados al fenémeno de renovaciéon. Ademds, admite una interpretacién
adicional: sean Bi, Bo, ... variables aleatorias Bernoulli de parametro p y sean

To=0 vy Tn+1 :mll’l{l>TnBl :].}
Entonces T es un proceso Bernoulli en el sentido de que la sucesién (Ty,41 — T,)
es iid con distribucién geométrica (concentrada en {1,2,...}) de pardmetro p.
Comencemos con la distribucién de T;,: de acuerdo a nuestra interpretacién,
T, es el tiempo en el que ocurre el enésimo éxito de la sucesion Bernoulli B, por

lo que T, es binomial negativa de pardmetros n y p con valores en {n,n+1,---},
es decir:

BT =) = () -n

Al proceso de contéo asociado también se le puede calcular la distribucién
exacta: notemos que IV, es la cantidad de unos en la sucesiéon By, ..., B,, y como
estas variables toman los valores cero y uno, pues N,, = Z?zl B;. Asi, N,, tiene
distribucién binomial de pardmetros n y p. Esto ademds implica que E(N,,) = p/n
y por lo tanto E(N,/n) — p conforme n — oo, que es un caso particular del
teorema, de renovacién elemental que demostraremos més adelante.

Respecto al proceso de tiempos resiguales, notemos que

{Ry=k}={Bny1=0,...,Buyx1=0,Bpyp =1}
de donde concluimos que
PR, =k)=p(1—p)"' k=1,2....

En otras palabras, R, es geométrica de pardmetro p con valores en {1,2,...}.
Un argumento similar funciona para el proceso de edad pues

{An = k} = {Bn =0,B,-1=0,... 7Bn—k+1 =0,Bn— = 1}

por lo que

P(A, =k)=p(1—p)* k=01,....,n—1.
El caso k = n es diferente pues

{An :n} = {Bn :O,Bn,1 :0,...,31 :O}
por lo que

P(A,=n)=(1-p)".

En otras palabras, A, tiene la misma distribuciéon de S; A n. Cabe destacar que
conforme n — oo, A,, converge en distribucién a una variable geométrica. Ademds,
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las variables A,, y R,, son independientes pues al ser las B; independientes vemos
que
P(A, =j,R, =k)
= P(Bn =0,...,Bn—j-1=0,Bp—j=1,By41=0,...,Buyr-1=0,Bpip = 1)
= IP(Bn = 07 s 7Bn—j—1 = 07 Bn—j = ]-) ]P)(Bn—i-l = 07 s ,Bn—O—k—l = OaBn—Q—k = ]-)
=P(A4, =j)P(R, =k)

Finalmente, podemos ver cudl serd el limite a tiempos grandes del proceso de
tiempos totales. Recordemos que la suma de dos geométricas independientes es

binomial negativa. (S6lo hay que tener cuidado pues este cdlculo asume que ambas

variables geométricas toman valores en el mismo conjunto). El resultado es que
lim P(L, =m) =mp* (1 — p)m_l .

n—oo

m=1,2,...

A continuacion exploraremos otra liga entre cadenas de Markov y procesos de
renovacién.

PROPOSICION 3.1. En procesos de renovacion aritméticos, el proceso de tiem-
pos residuales es una cadena de Markov. Si M es el supremo del soporte de la
distribucion de Sy, la matriz de transicion de R es irreducible en {i e N: i < M}.
R es aperiddica si {n > 1:P(S1 =n) > 0} ¢ hN para toda h > 2.

Un proceso de renovacion aritmético aperiédico es aquel para el cual se satisface
la anterior condicién para que R sea aperiddica.

DEMOSTRACION. Consideremos a la funcién

f(ir):{i—l i>1

r i=1"
Al definir a la sucesién R medante
RO =1 y Rn—i—l - f(R'ru S7L+1> 3

vemos que R es una cadena de Markov con matriz de transicién

1 i >1,5=i—1
RJ:{P(S—‘ Z._ I
1=7) i=1

Sin embargo, puesto que la sucesién S es iid, R y R tienen la mismas distribuciones
finito-dimensionales en el sentido siguiente:

P(Rozig,...,Rn:in):IP’(Ro:io,...,Rn:in).



En efecto, si ig,...,i, € {1,2,...} ey = 1siysdlosil € T C {0,...,n} e
iy =141 — 1sil &Iy digamos que I ={ly,...,l,,} entonces
P(Rozio,...,ﬁn:in) :P(Silk :ilk,k§m>
:P(Sk:ilk,kﬁm)
= P(Ry =g, ..., Rn = in).

Esto prueba que R es una cadena de Markov con matriz de transiciéon P.
Si M es el supremo del soporte de la distribucién de S; y M < oo, entonces
P(S1 =M) > 0y P(S; =n) = 0 para toda n > M. Entonces de 1 se accede a

M, a partir del cuals e accede a M —1,...,1, por lo que {0,..., M} es una clase
de comunicacién, que de hecho es cerrada pues P(S; =n) = 0 para toda n > M.
Esto hace que la cadena en {1,..., M} sea irreducible. Si M = oo, entonces para

toda M existe n > M tal que P(S; = n) > 0, por lo que 0 se comunica con M via
n. Es decir, la cadena es irreducible en {0, 1,...}.

Si{n>1:P(S; =n) >0} ¢ hN para h > 2 entonces existen ny,na, k1 y ka2
naturales tal que n1ky = 1 + noke v tales que P(S7 = ny) ,P(S1 = n2) > 0. Vemos
entonces que es posible ir de cero a cero en nik; = noks 4+ 1 pasos y en noko pasos,
por lo que el periodo de 1 es 1 y por lo tanto la cadena es aperiédica. (|

La respuesta a cuantas veces a comido la rata al paso n se puede interpretar
en términos de N,, en el caso de procesos de renovacién aritméticos o de Ny en el
caso general. Los siguientes dos resultados nos permiten dar una posible respuesta:
para tiempos grandes, la variable N; se puede predecir deterministicamente.

PRroPOSICION 3.2 (Ley fuerte de los grandes nimeros). Si p = E(S;) < oo
entonces Ny /t — 1/u casi sequramente

DEMOSTRACION. Por la ley fuerte de los grandes ntimeros, sabemos que T, /n —
u casi seguramente. Notemos que si t € [T, T,,4+1) entonces

T, n < t <Tn+1n+1.

;n—klfﬁt*n—kl n

Los extremos de la desigualdad convergen al mismo limite, u, conforme n — oo de
manera casi segura. Por lo tanto Ny/t — 1/p. O

Nuestro siguiente resultado involucra a la llamada funcién de renovacién. Es
la funcién m : [0,00) — [0, 00) dada por m(t) = E(N).

PRrROPOSICION 3.3 (Teorema de renovacién elemental). Si p = E(S;) < oo
entonces m(t) /t — 1/p.

La demostraciéon utilizard un resultado sobre camintas aleatorias conocido
como la identidad de Wald y que se prueba como una aplicacién de la teoria de
martingalas. Se trata de una generalizacién de la férmula E(7T,,) = nE(7}) al caso
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en que n ya no es una cantidad fija sino aleatoria. En nuestro contexto, veremos
que
(10) E(Tn,+1) =E(N: + 1) E(Ty) = E(N: + 1) p.
Puesto que

{Nie+1l=n}={Ny=n—-1} ={T,-1 <t <T,},
vemos que N; + 1 es un tiempo de paro respecto de la filtracién candnica asociada
a T y por lo tanto el teorema de muestreo opcional de Doob, si se puede aplicar,
nos da la ecuacién (10). La prueba de su validez es sencilla y por lo tanto se hace
directamente: notamos que {N; + 1 > n} pertenece a la o-dlgebra generada por

S1,...5, v es por lo tanto independiente de S, 1. Al aplicar el teorema de Tonelli
(dos veces):

]E(TNt+1) =E (Z ]-7,'_Nt+1Ti>
=FE Z Z 1i—n,+15;

i j<i

=E Z Z 1i:Nt+ISj

J iz

=E| ) 1n,412;5;
j

= STE(S) PN, + 1> )

=pY PN, +1> )
J
= pE(N; +1).

PRUEBA DEL TEOREMA DE RENOVACION ELEMENTAL. Ocupémonos primero de
obtener una cota inferior. A partir de la identidad de Wald, vemos que
t <E(Tny41) S E(Ne +1) p.

Por lo tanto

Notemos que
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Para obtener una cota superior, definimos a~5'i = 5; Ab. Con la notacién obvia,
notemos que T; < T; y que por lo tanto N; < N;. Ademas,

E(S Ab) BN, +1) =E(Ty, ) <t+b,
por lo que
E(Ny) t+b
< .
t - tE(Sl A\ b)

Al utilizar b = /%, el teorema de convergencia monétona nos dice que
E(Sl A \/%) — W,

por lo que

t+Vt 1

lim ————— .
S (B (S AVE) K
Podemos entonces deducir que

limwzl. O

t—oo L 7

1. La medida de renovacién en el caso aritmético

Continuaremos el estudio de procesos de renovacién al introducir a la medida
de renovacién. En realidad se introducira a partir de la funcién v dada por

Up =PEm, T, =n) =Y P(Tr, =n).

En términos de la rata en el laberinto, u,, es la probabilidad de que la rata coma
al instante n. El comportamiento asintético de wu, se conoce y es el objeto del
teorema de renovacién para procesos de renovacion aritméticos de Erdos, Feller y
Pollard.

TEOREMA 3.1. Para un proceso de renovacion aritmético, aperiodico y con
media finita:

. 1
lim u,, — —.
n—oo l[_,L

DEMOSTRACION. Primero probemos que el proceso de tiempos residuales R
tiene una distribucién invariante. En efecto, sean

Uy :P(Sl ZZ)//.L
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y P la matriz de transiciéon de R. Entonces

(7TP)j = Zﬂ-ipi,j
i

=mj+1Pjp1; +mPr

P(S; >j+1 1 .
:hij)pjﬂd_,_fp(slzj)
1 7
o
_ P(S1 =) _—

1

Al ser la cadena irreducible y aperiédica y con una distribucién invariante, es
positivo recurrente y se puede aplicar el teorema fundamental de convergencia
para concluir que

1
lim P = —.
n—00 ’ 7

Por otra parte, podemos calcular explicitamente P'; pues
Py =P(R, = 1) =P(n =T, para alguna m) = u,,.

Asi, vemos que u, — 1/p conforme n — oc. O

2. La ecuacion de renovacion en el caso aritmético

La ecuacién de renovacion aparece en el cdlculo de algunas cantidades de la
teoria de renovacion. FEn general se trata de un andlisis al primero instante de
renovacién al notar que el proceso 7" dado por 0,75 — Ty,73 — 11, -+ es un pro-
ceso de renovacion idéntico en distribucién a Ty, 11, Ts, - -+ e independiente de T7.
Ejemplos de su utilidad es que nos permite estudiar el comportamiento asintético
de las distribuciones de los procesos de tiempo residual, de edad 6 de tiempos to-
tales. Sin embargo, también se puede entender como una relacién de recurrencia
para cantidades de interés en teoria de renovacién. Nos concentraremos en el caso
aritmético, al ser técnicamente menos complicado, y comenzaremos con algunos
ejemplos. Escribiremos

EJEMPLO 3.3. Sea uy la densidad de renovacién para un proceso de renovacién
aritmético:

ug = P(In >0 tal que T,, = k).

Escribiremos a dicha cantidad como u(k) cuando la tipografia lo requiera.
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Notemos que up = 1, mientras que para k > 1, claramente P(Tp = k) =0y
por lo tanto:

up =P(3In > 1 tal que T, = k)

k
:Z (S1=jIn>0talque T, —j =k —j)

I
Mw I

P(S; =j,3n >0 tal que T, = k — j)

.
Il
-

|
MPT

p;P(3n > 0 tal que T, = k — j)

j=1
k

ZZP‘Uk—j
= E(u(k - 51)),

donde por supuesto se utiliza el hecho que por definicién u; = 0si 7 < 0.
La ecuacion

ug = 6o(k) + E(u(k — S1))
que también se escribe
uy, = 0o (k) + ijuk —j

es la llamada ecuacién de renovacién para la densidad de renovacién.

EJEMPLO 3.4. Sea L,,n > 0 el proceso de tiempos totales de un proceso de
renovacién aritmético. Para r > 0, sea z(n) =P(L,, = r) paran >0y z(n) =0 si
n < 0. Notemos que si n < r entonces

Z(TL) = IP>(Sl = T) = Pr-

Por otra parte, si n > r, nos fijamos en la primera renovacién 77 = Si, que si
L,, = r es necesariamente es més chica que n. Entonces se obtiene:

= SRS = s (1) =) = Yayela—
j<n jsn
La ecuacién de renovacion resultante es
z(n) = lp<rpr + ijz(n —7J).
J
EJEMPLO 3.5. Sea R, el proceso de tiempos residuales de un proceso de ren-
ovacién aritmético. Sea z(n) =P(R, =7)sin >0y z(n) =0 si n < 0. El cdlculo
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de R, se puede dividir en dos casos, dependiendo de si S; < n o no:
2(n) =P(Rp=7) =ppir+ Y _P(S1=1)2(n—7).
j=1

En general, la ecuacién de renovacién es la siguiente: dada una funcién b (tal
que b, = 0 si n < 0) se busca una funcién z tal que z(n) =0sin <0y

2(n) =b(n) + Y prz(n—j).
j<n
La solucién se puede encontrar al iterar la ecuacién de renovacién para escribir:
z(n) =b(n) + E(z(n — S1))
=b(n) + E(b(n — S1)) + E(b(n — S1 — S2))
= b(n) + E(b(n — Sl)) + E(b(n - Sl - S2)) + E(b(n — Sl — SQ - Sg)) =

Puesto que b(n — T),) = 0 si m > n, vemos que
z(n) =Y E(b(n—Tp))

y al sumar sobre los posibles valores de T},, se obtiene

z(n) = ZZb(n —z)P(T, =2) = Zuxbn,x.

Una vez establecida la relacion entre soluciones a la ecuacién de renovaciéon y
la densidad de renovacién, se tienen los elementos clave para probar el siguiente
resultado.

TEOREMA 3.2 (Teorema clave de renovacién en el caso discreto). Siz es solucin
a la ecuacion de renovacion

2(n) = b(n) + > prz(n — ).

j<n

y b es sumable entonces z estda dada por

y su comportamiento asintotico estd caracterizado por
2(n) = > b(x) /p
xr

conforme n — 0o.
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DEMOSTRACION. Sélo hace falta verificar el comportamiento asintético de z.
Sin embargo, si b es sumable, puesto que u,, es una probabilidad, se tiene la cota

Zb(x) u(n —z) < Zb(m) < 00

y por lo tanto el teorema de convergencia dominada y el teorema de renovacién de
Erdgs-Feller-Pollard (EFP) nos dicen que

lim z(n) = nh_)n;oz b(x)u(n —x) = Zb(x) /1. O

n—oo

Veamos ahora algunas aplicaciones del teorema de renovacion clave. En el caso
del tiempo total asintético, vemos que

lim P(R, =r) = Zprﬂc/ﬂ =P(S1 >7) /1,

n—oo

aunque en realidad esto ya lo sabiamos y lo utilizamos en la prueba del teorema
de renovacion de EFP.
Un ejemplo mas interesante es el del tiempo total:
lim P(L, =7r) = pr/,u =rp./ph.

n— oo
z<r

3. La medida de renovacién en el caso no-aritmético

Consideremos un fenémeno de renovaciéon con tiempos interarribo Sy, So, ...
Nos concentraremos en el caso no-aritmético en el que P(S; € hZ) < 1 para toda
h > 0.

EJEMPLO 3.6. Si suponemos que S; admite una densidad entonces claramente
estamos en el caso no aritmético. Otro ejemplo es cuando P(S; < €) para toda
e > 0, en particular si la distribucién de S; es de la forma ), a;0, donde s; >
0, Y a; = 1y b; decrece a cero. Un ejemplo bastante interesante del caso no-
aritmético, que sirve sobre todo para comprender las dificultades en la prueba del
teorema principal de esta seccién, es cuando la distribucién de S; estd concentrada
en dos valores inconmensurables, por ejemplo 1 y v/2.

Hay un proceso adicional de interés: el proceso de renovaciéon demorado.
Imaginemos que no observamos al proceso de renovaciéon desde el instante ini-
cial sino desde el instante ¢ > 0. Entonces la primer renovacién ocurrird en
TN, 41—t unidades de tiempo, mientras que los siguientes tiempos interarribo seran
SN, +2, SN, +3, - ... El siguiente ejercicio motiva entonces la definicién de proceso de
renovacién demorado.
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EJERCICIO 3.1. Pruebe que T, +1—t, SN, +2, SN, +3, - - . son variables aleatorias
independientes y que Sn,+2, SN, +3, - .. tienen la misma distribucién que 5.

Pruebe que si S; tiene distribucién exponencial entonces T, +1 — t también
tiene distribucién exponencial y por lo tanto los procesos N y N dado por N! =
Niys — Ny tienen la misma distribucion.

El proceso de contéo con tiempos entre sucesos exponenciales se conoce como
proceso de Poisson y es un caso particular tan interesante que dedicaremos un
capitulo completo a su estudio.

DEFINICION. Un proceso de renovacién demorado asociado a la sucesién
(S;,i > 1) es aquél cuyos tiempos de renovacién son To=So, T, = So+Tn v So
es independiente de S7, 55, .... Dicho proceso de renovacién tiene demorado tiene
definido a su proceso de contéo N y demads procesos asociados.

Un proceso de renovacién estacionario es un proceso de renovacién de-
morado para el cual TJ\EH —t, §Nt+2, S, 435 - - - son independientes e idénticamente
distribuidas.

En otras palabras, un proceso de renovacion estacionario es aquél proceso de
renovacién demorado tal que el proceso de contéo trasladado Nt tiene la misma
distribucién que N 6 atn aquél que satisface que R; tiene la misma distribucién
que Sy para cualquier ¢ > 0. Notemos ademds que el proceso de renovacion sin
demora asociado a uno demorado se obtiene del proceso demorado al trasladar el
tiempo al primer tiempo de renovacion.

Pasaremos ahora a una construccién general de un proceso de renovacion esta-
cionario asociado a un proceso de renovacién. Esta basado en el analisis que hemos
realizado para el caso aritmético, en el que obtenemos una medida invariante para
el proceso de tiempos residuales. Supongamos que los tiempos entre sucesos del

proceso de renovacién Si,Ss, ... son integrables y sea p su media. Definamos al
proceso de renovacion demorado en el que
~ P(S; > ~ E(S; A
[P’(Soedx>:7( l_x)dx, }P’(Slga:) :7( ! x)
M M

Se afirma que el proceso de renovacion demorado es estacionario. Dividiremos la
verificacién de este hecho en dos partes; primero mostraremos que

VA)=E(> 1rea| =Y PT.cA) y U =0U([0,1)

n=0 n=0

entonces

A U se le conoce como la medida de renovacién del proceso demorado. Mostraremos
que es un multiplo de la medida de Lebesgue por un argumento de renovacion al
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introducir a la medida de renovacion del proceso sin demora

U(A) =V(A) = E(i 1Tn6A> y Ue=U([0,t]) = 1+ E(Ny).
n=0

Sea F' la distribucién de S7 y G la distribucién de Sy dada por

t1—F
Gt:/ LZF(r) g,
0 2

Al condicionar respecto del valor de S; y de Sp, notamos que se satisfacen las
siguientes identidades de convolucién que relaciona a las funciones U, U, F' y G:

U=10ey+U*F y U=UxG.
Si en la segunda igualdad sustituimos la primera se obtiene
U=UxG=(1+4UxF)«xG=G+UxF,

por lo que U satisface la versién continua de la ecuacién de renovaciéon que ya
hemos analizado. Al iterar la ecuacién obtenemos de nuevo

U=Gsx(1+F+F 4. 4 F") 4+ Ux D),

Puesto que F*"(t) — 0 conforme n — oo, se sigue que U x Fx(n+t1) 5 0 y por lo
tanto
U=G=xU.

Si U es otra funcién cad, creciente y nula en cero tal que
U=G+Ux F,

el mismo argumento nos dice que U = U. Finalizaremos la prueba de que U; =t /i
al mostrar que

t —
E;Gt+/ L5 pds) .
K o M

En efecto, por el teorema de Tonelli, vemos que

— t J—
/t ® F(ds) //fders /F dr__3+/ L L N Ve
o 1

Ahora utilizaremos la igualdad U; = t/u para mostrar que 7' es un proceso
de renovacion estacionario al utilizar ecuaciones de renovaciéon. Sea z > 0 fijo y
consideremos a las funciones

Vi=PRe>2) y %=P<Rt>x>.

Al condicionar por el valor de Sy obtenemos

t
—P(So>t+x)+/ Vi s F(ds).
0



3. La medida de renovacién en el caso no-aritmético 95

Si F* estd dada por Ff¥ = F,4; (v andlogamente definimos a F¥) entonces la
identidad anterior se escriben de manera méas compacta al utilizar convoluciénes:

V=F"4+VxF.
Sin embargo, tenemos una representaciéon distinta para V si nos fijamos en el
intervalo [T, Ty+1) que contiene a t:

Vi=P(R,>a) =Y P(T,<tt+a<Tu);
n=0

Al condicionar por el valor de S, 11 se obtiene
[e%s} t t
Vi = Z/ F* P(T, € ds) :/ F®  U(ds),
=070 0
por lo que V = F% x U. Asi, vemos que

V=F"4+V«F=F"4+F«UxF
y puesto que U*ﬁ':ﬁ, entonces:

¢

~ 1

VtZIP’(SoZt—Fx)—i—/ F(t+x—s);ds
0

t+x 1
— P(Sy 2t+a:)+/ F(s) - ds



CAPITULO 4

El proceso de Poisson

Dentro de los procesos de renovacién analizados en el capitulo anterior hay
uno muy destacado: el proceso de Poisson. El objetivo de este capitulo es mostrar
que también se le puede interpretar como una versién a tiempo continuo de una
caminata aleatoria y por lo tanto como un proceso de Makov.

DEFINICION. Un proceso de Poisson de intensidad ) es el proceso de
contéo asociado a un fenémeno de renovacién con tiempos entre sucesos exponen-
ciales del mismo parametro .

La razén por la cual se le llama proceso de Poisson es la siguiente:

PROPOSICION 4.1. Si N es un proceso de Poisson de pardmetro X entonces Ny
tiene distribucion Poisson de pardmetro At.

DEMOSTRACION. Puesto que los tiempos interarribo (S,) son exponenciales
independientes de parametro A, se sigue que su enésima suma parcial T,, = S7 +
-+ + S, tiene distribucién I' de pardmetro de posicién n y de escala A\. Por lo
tanto, la distribucién conjunta de (7T}, S,+1) admite la siguiente densidad:

(At)" " AN
(n—1)!
Su N es el proceso de contéo asociado, vemos que:

P(N; =n) =P(T,, <t < Ty, + Sn11)

t 0o
:/ ST, Spsn (@, 8) ds dx
0

—As

fT’L)S7L+1 (ta S) = 1t>0 1s>0)\€

t—ax
_ / O2)" A
0 (n—1)!
PR (A1) . 0
n!

1. El proceso de Poisson como proceso de Lévy

Recordemos que el proceso de Poisson de intensidad )\ es estacionario en el
siguiente sentido: el proceso Nt dado por N! = Ny s — Ny, s > 0 es también un

96
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proceso de Poisson de intensidad A. Atin maés es cierto: de hecho N es independi-
ente de ﬁtN = o(Ns: s <t). Antes de ver este resultado pasaremos por uno més
sencillo.

DEFINICION. Un proceso estocdstico X = (X, ¢ > 0) tiene incrementos in-
dependientes si cuando 0 =ty <ty < - -+ < 1, se tiene que X3, — X¢,,..., X, —
X, , son variables aleatorias independientes.

Un proceso estocéstico X = (X, t > 0) tiene incrementos estacionarios si
Xits — Xy tiene la misma distribuciéon que Xs.

Un proceso de Lévy es un proceso estocastico X con trayectorias cadlag que
comienza en cero y tiene incrementos independientes y estacionarios.

En otras palabras, un proceso de Lévy es la version a tiempo continuo de una
caminata aleatoria.

EJERrcIcIO 4.1. Pruebe que si X tiene incrementos independientes entonces el
proceso X* dado por X! = X;,, — X; es independiente de .Z#X = (X, : s > 0).

El resultado principal sobre el proceso de Poisson es el siguiente:

TEOREMA 4.1. Un proceso de contéo es un proceso de Poisson si y solo si es
un proceso de Lévy.

Probaremos este teorema en dos partes, pues para la segunda debemos analizar
la propiedad de Markov del proceso de Poisson.

DEMOSTRACION. (El proceso de Poisson es de Lévy) Claramente el proceso
de Poisson comienza en cero y tiene trayectorias cadlag.

Sean S4,S59,... exponenciales independientes de parametro A, T las sumas
parciales asociadas dadas por Top = 0, T, = S11+ -+ S, y N = (N, t >0) el
proceso de contéo asociado dado por

o
Ny = E nlr, <t<t, -
n=0

Consideremos al proceso Nt dado por N! = Ny, — N;. Este proceso es un proceso
de contéo. Sus tiempos entre sucesos son

t
S1=TN,+1 —t,SN,+2, SN, +3, - - - -
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Al descomponer respecto del valor de N; vemos que
P(S} > 51,55 > s9,..., 5L > s,)

= ZIP’(Nt =1, Spi1 —t> 51, 042 > 52, Sntm > Sm)
n

= ZP(Tn <t <Tng1,8n41 —t > 81,Sn42 > 52, .., Sngm > Sm)

n

= Z]P)(Tn <t<T,+ Sn+1, Sn+1 —t> Sl)P(Sn_;,_g > S9,.. -7Sn+m > Sm) .

n

Al condicionar sobre el valor de T;, y utilizando su independencia con S,.1 obten-
€1mos:

P(Tn <t<T,+ Sn+17T7rL + Sn-i-l —-t> 81) = ]E<1Tnit€7)\(t7TM)) e L
Al utilizar s; = 0 vemos que

P(N; = n) = E(lTngte—/\(t—Tm)) ’

por lo cual:
P(S] > 51,55 > s2,..., 55 > sp)
= ZP(Nt =n) e gTASm
n
Se concluye que S%,...,S! son exponenciales independientes de pardmetro \, por

lo que N* es un proceso de Poisson. (Esto es consecuencia de nuestro estudio
de la estacionariedad de procesos de renovacién; se decidié rehacer la prueba en
este capitulo para no depender de argumentos de renovacién). Ademds, podemos
deducir que entonces

P(Ny, =ki,...,Ny, = ky) = ]P’(J\f,f1 = k:l,...,an = kn)

al expresar los eventos anteriores en términos de tiempos entre sucesos. En partic-
ular, vemos que N tiene incrementos estacionarios.

Pasemos a la independencia de los incrementos de N. Para esto, consideremos
al conjunto

A={Ny, =ki,...,Ny, =k}
donde t; < --- <t; <t. Al descomponer sobre el valor de IV, se obtiene:
]P’(A,Sf > 81,5’5 > 82,...757'; > sm)

)
= Z]P)(A,Tn <t< Tn+1,Tn+1 —t> 81) 6_)\52 i ‘6_>\Sm7

n=0
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puesto que el evento A N {N; = n} se puede escribir como la interseccién de un
evento que depende de S, ..., .S, intersectado con N; = n. Al repetir el argumento
anterior (caso A =), vemos que

P(A,N; =n,S5] > s1) =P(A, N, =n) e,

Se concluye entonces que S%, Sk, ..., son independientes de A y que por ende N*
es independiente de A. Por induccién se sigue entonces que N tiene incrementos
independientes. O

Una primera consecuencia sencilla del hecho de que un proceso de Poisson
sea de Lévy es que podemos calcular sus distribuciones finito-dimensionales: si
0=ty <t; <--- <ty definimos ky = 0 entonces

P(N;, = kq,... Ny, = ki)
=P(Ny, — Nyy = k1, Noy — Ny = ko, ..., Ny = Nyyo1 = ki — ki)

: “A(ti—ti 1) ()‘ (ti — ti_l)ki—kiﬂ)
=11 ORI
i=1

2. El proceso de Poisson compuesto

Otra consecuencia de que el proceso de Poisson tenga incrementos indepen-
dientes y estacionarios es que podemos inmediatamente construir otros ejemplos
de procesos de Lévy al hacer que las caminatas aleatorias evolucionen a tiempo
continuo. Sean &71,&s, ... variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, independientes también de un proceso de Poisson N (digamos de inten-
sidad A\). Sea xo =0y xn =& + - -+ xn. Consideremos al proceso estocdstico
X = (X;,t > 0) dado por

Xi = Xn,-

A X se le conoce como proceso de Poisson compuesto; su intensidad es la
misma que la del proceso Poisson y su distribucion de salto es la distribucién de

&1
PROPOSICION 4.2. El proceso de Poisson compuesto es un proceso de Léuvy.

DEMOSTRACION. El proceso X comienza en cero y tiene trayectorias que son
constantes por pedazos, ademds de continuas por la derecha y con limites por la
izquierda.
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Para ver que X tiene incrementos independientes y estacionarios, notemos que
si0=tg<t1 <---<tp,y A € B parai=1,...,n, entonces

P(XtL _Xti,1 S Ai,i = 1,. ..,n)

= Z P(in—in,l EAi;Nti :k’“z:L,n)
O=ko<k1<--<kn

= Z HP(XkZ_Xk171 eAi)P(Ntizki7i:17""n)7

0=ko<k1<:--<k, i=1

puesto que las variables {y; :4=0,1,---} y {IV; : ¢t > 0} son independientes. Si
ko > ki, entonces X, — Xk, tiene la misma distribucién que xg, —x,, entonces

> [P0k = xkis € A) PNy, = kivi=1,....n)
0=ko<ki<--<k,i=1

= Y JIPOtk—rs € A) [N, = N,y = ki — ki)

0=ko<k; <<k i=1 i=1

n
= Z HP(XL' € Ai’Nti_ti—l = ]z)

0<j1,e-,Jn =1
n

:H]P(Xti*ti_l 6 A’L) .
i=1

Si utilizamos el caso n = 2, con A; = R, podemos concluir que Xy, — Xy, v X, ¢,
tienen la misma distribucién, de donde la igualdad
n
P(Xy, — Xy, € Ai=1,...,n) = [[P(Xs,—,_, € 4)
i=1
nos permite concluir la independencia de los incrementos y por lo tanto, que el
proceso Poisson compuesto es un proceso de Lévy. (]

Ahora analizaremos algunas martingalas asociadas a cualquier proceso de Lévy.
De hecho, son simples generalizaciones de las martingalas que hemos estudiado para
caminatas aleatorias y tienen expresiones mas explicitas para procesos de Poisson
y de Poisson compuesto. Sea X un proceso de Lévy arbitrario. Si suponemos
que X; es integrable para alguna ¢ > 0 entonces lo es para toda ¢t > 0 por el
siguiente argumento. Primero notamos que si E(|X;|) < oo entonces E(|X,4|) <
nE(|X|) < co. Segundo, al utilizar la descomposicién X; como suma de n variables
independientes con la misma distribucion que X;,, y al condicionar por n — 1
sumandos, vemos que E(|X;/,|) < oco. Esto nos dice que E(|Xg|) < qE(|X¢|)
para cualquier g racional. Finalmente, por continuidad por la derecha y el lema
de Fatou, vemos que E(|X|) < sE(|X¢|) para cualquier s > 0. Ahora notemos
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que por estacionariedad de los incrementos se sigue que si ¢(s) = E(X;) entonces
o(t+s) = o(t) + ¢(s). Asi, ¢ satisface la llamada ecuacién funcional de Cauchy
(cf. [BGT8T]). Por otra parte, puesto que X tiene trayectorias continuas por la
derecha y Xy = 0, se sigue que

Xi(w) = lim Z Lk /m, (k1) /n) (8) X1y /n (W) -
k=0

Lo anterior muestra que X, considerado como una funcién de (w,t), es medible de
Q2 x[0,00) a R con la o-dlgebra producto .# ® #g. Por el teorema de Fubini-Tonelli
se sigue que t — E(X;) = ¢(t) es medible. Se sabe que cualquier solucién medible
a la ecuacién funcional de Cauchy ¢ satisface ¢(t) = t¢(1) (cf. [BGT87, Teorema
1.1.8, p. 5]). Por lo tanto:

E(X;) =tE(Xy).
Al utilizar que la varianza de una suma de variables aleatorias independiente es la

suma de las varianzas, se verifica con argumentos analogos que si E(th ) < 00 para
alguna t > 0 entonces E(Xf) < oo paratodat>0y

Var(X;) = tVar(X;y) .

Al utilizar logaritmos se puede verificar que si E(ekxf) < oo para alguna A > 0y
para alguna ¢ > 0 entonces E(eAXt) < oo para todat >0y E(e’\Xf) = E(e’\Xl)t.
Sean p = E(X;) y 02 = Var(X;) y consideremos a
My=X,—tpu y Ny=M}—to”

Se afirma que tanto M como N son martingalas respecto de la filtracién canénica
generada por X. En efecto, simplemente utilizamos la independencia entre X;; s —
Xsy ?SX si s <t para obtener:
E(Mt |ﬁs) = ]E(Xt+5 —Xs |95) +X8 —t/l
=E(X¢gs — Xs) + X5 — tu
= M.

El anélisis para N es similar y utiliza la ortogonalidad de los incrementos de la
martingala M. Si a = E(e/\Xl) < 00, podemos considerar a

y notar que es martingala pues:

E(M | F,) = E(M”MXFXS) ‘9) = M*E(eA(Xt_S)) = M.

S at—s
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EJERCICIO 4.2. Calcular la esperanza y varianza del proceso de Poisson y de
Poisson compuesto (en términos de la intensidad y la distribucién de salto). Probar
que si X es

E(ewzt) = ¢ MI=Uu)  donde Y(u) = E(eiufl) .

3. La propiedad de Markov fuerte para procesos de Lévy

Sea X un proceso de Lévy. Como en el caso de caminatas aleatorias, se tiene
la siguiente propiedad de Markov.

PROPOSICION 4.3. Para cualquier t > 0, el proceso X dado por X! = X;, 5 —
X; es independiente de ;X y tiene las mismas distribuciones finito dimensionales
que X.

DEMOSTRACION. En el Ejercicio 4.1 se pide probar que la independencia de
los incrementos de X implican que X* es independiente de .%;X.

Para probar que X! tiene las mismas distribuciones finito dimensionales que
X, notamos que

SAP D A A
= (Xigts — Xt Koty — Xettrs - Xgtn, — Xittn )
L (X, Xiy = Xoyyoo s Xoy — X1, ) -
Al considerar f(z1,...,2,) = (21,21 + x2,...,21 + -+ - + x,), vemos que entonces

(X0, XEyooo o X0 ) = F (X0 XL = XL X - XL )

tn—1

d
= f( X, Xey — Xeyoo o Xty — Xo )
:(th,Xt2,...,th). D

Ahora enunciaremos una extensién mucho maés util: la propiedad de Markov
fuerte. Sea T un tiempo de paro respecto de la filtracién (ﬁtx). Es decir, T es
una variable aleatoria con valores [0, 00] y tal que {T <t} € ZX. Definimos a la

o-algebra detenida en T, denotada %X, como sigue:

T =0(AeF An{T <t} € Z paratodot>0).

(Ya se dej6 al lector como ejercicio comprobar que 755 es una o-algebra en el caso
de tiempo discreto; la prueba es muy similar).

TEOREMA 4.2 (Propiedad de Markov fuerte para procesos de Lévy). Si X es
un proceso de Lévy y T es un tiempo de paro entonces, condicionalmente aT < oo,
el proceso X1 dado por XI' = X7, — X7 es un proceso de Lévy con las mismas

distribuciones finito dimensionales que X e independiente de F3X.
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DEMOSTRACION. Para cada n > 1, definimos T™ igual a (k +1)/2" si T €
[k/2", (k +1)/2™). Formalmente, podemos escribir

" = [2"T] /2"

Entonces T es una sucesién de variables aleatorias que decrecen hacia T. Ademas,
notemos que

mn on mn

E+1 k
—{T< on }\{T<2n}€y(k+1)/2n.

Por el mismo argumento, si A € %1 entonces

AN {Tn = k/?n} € ﬂ(k.}rl)/gn.

Asi, por la propiedad de Markov, vemos que

[ - \
IP’(A,T":—: X" e Ay, xT eAm)

Al sumar sobre k, vemos que

m

IP(A,T<oo,X,§” €Ay, X" eAm) =P(A,T < 00)P(Xy, € A1,...,Xp, € Ap).

Como X es continuo por la derecha y T™ decrece a T', vemos que confome n — oo:
]P’(A,T < oo,X;T1 = kzl,...,X;Tm = km) =P(A,T < c0)P( Xy, = k1,...,Xt,, =km)-

m

Se concluye que X7 es un proceso de contéo y de Lévy con las mismas distribuciones
finito-dimensionales que X. O

Ya armados con la propiedad de Markov fuerte, podemos concluir la de-
mostracién del Teorema 4.1.

CONCLUSION DE LA PRUEBA DEL TEOREMA 4.1. Sea X un proceso de contéo
con incrementos independientes y estacionarios. Sea T, = inf {¢t > 0: X; = n}.
Entonces T;, es un tiempo de paro para X. Puesto que X es un proceso de contéo,
se sigue

P(Ty > t+s) =P(X;1s =0)
== (Xt 0 Xt+5 Xt = 0)
- (Xt ) (Xs = 0)

= P(Tl > t) P(Tl > S) .

Por lo tanto, T} tiene la propiedad de pérdida de memoria y por ende distribucién
exponencial de algin pardmetro A > 0. Si A > 0, se sigue que T} = oo casi
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seguramente, por lo que X; = 0 para toda ¢t > 0 con probabilidad 1. Si A > 0 se
sigue que T7 < oo casi seguramente. Notemos que

Tyt —Tn:inf{tZO:XtT" - 1},
y que
P(Tpiy — Ty > t) = IP’(XtT' = ) ,
por lo que, por induccién al utilizar la propiedad de Markov fuerte, vemos que

Th+1 — T, tiene la misma distribucién que 77 y también es exponencial del mismo
pardmetro A. Se concluye que X es un proceso de Poisson de intensidad A. O

4. Medidas aleatorias de Poisson

Daremos ahora una generalizacion del proceso de Poisson mediante la cual se
pueden construir procesos de Lévy maés generales. Para motivarla, consideremos
un proceso de Poisson N con tiempos de ocurrencia T3 < Tp < ---. Con estos
tiempos de ocurrencia, podemos considerar a la siguiente medida:

e
==Y o
n=1

En otras palabras, para cada boreliano A de [0, c0)
HA) =#{i>1:T, € A}.

Notemos que para cada w € 2 fijo, = es una medida, lo cual nos tienta a decir que
= es una medida aleatoria. Esta terminologia de hecho es utilizada en un contexto
mads especifico en la probabilidad, por lo que daremos la definicion mas adelante.
Observemos que

Ny = Z([0,¢])
y que por lo tanto Z([0, t]) es una variable aleatoria. Este hecho admite la siguiente
generalizacion.

PROPOSICION 4.4. Para cada boreliano A de [0,00), Z(A) es una variable
aleatoria.

DEMOSTRACION. Nos basamos en el lema de Dynkin al considerar al w-sistema
¢ ={[0,t] : t > 0}
y al \-sistema
={A € Bp,) : E(A) es variable aleatoria} .

Puesto que si 0 < a < b entonces

o0

= J0,6—1/n]\ [0,d],

n=1
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se sigue que (a,b) € (%) y por lo tanto %) = €. Por otra parte, hemos
verificado que ¢ C .# y por lo tanto % = Py )- O

DEFINICION. Sea (S,.#) un espacio medible. Una medida aleatoria es una
aplicacién Z : Q x . — [0, 0] tal que
(1) para toda w € Q la aplicacién A — Z(w, A) es una medida en .7 y
(2) para toda A € .7 la aplicacién w — =(w, A) es una variable aleatoria.

Asi, vemos que la medida = construida poniendo una masa puntual en cada
instante de ocurrencia de un proceso de Poisson es en efecto una medida aleatoria.
Para esta medida, el lema de Dynkin implica el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.5. Para todo boreliano A la variable Z(A) tiene distribucion
Poisson de pardmetro ALeb(A). Ademds, si Aq,..., A, son borelianos ajenos por
pares entonces E(A1),...,£(A,) son independientes.

Antes de pasar a la demostracién, veamos la siguiente definicion.

DEFINICION. Sea (5,.%) un espacio medible y v una medida. Una medida
aleatoria = es una medida de Poisson aleatoria de medida de intensidad v si

(1) paratodo A € .# la variable E(A) tiene distribucién Poisson de pardmetro

v(A)y
(2) si Ay,..., A, €. son ajenos por pares entonces Z(A1),...,Z(A,) son
independientes.

En otras palabras, la Proposicién 4.5 nos dice que la medida asociada al proceso
de Poisson de intensidad A es una medida aleatoria de Poisson en [0,00) cuya
intensidad es \ veces la medida de Lebesgue.

PRUEBA DE LA PROPOSICION 4.5. Consideremos a la clase € que consta de
las uniones ajenas de intervalos de la forma (a,b] C [0, 00). Esta clase es un algebra
y como su o-algebra generada contiene a los intervalos abiertos, entonces genera a
Blo,00)- S1 A € €, digamos que

A = LnJ (ai, bz]
i=1

donde a; < b; < a;41 entonces puesto que el proceso de Poisson tiene incrementos

independientes y que la suma de variables Poisson independientes tiene tambén

distribucién Poisson cuyo parametro es la suma de los parametros de los sumandos,
vemos que

n n

=(A) = Z Ny, — N,, ~ Poisson <)\ Z (b; — ai)> = Poisson(ALeb(A)).

i=1 i=

i=1

Por otra parte, sea .#Z la clase mondtona siguiente:
M ={A € B|0,00) : Z(A) tiene distribucién Poisson de pardmetro ALeb(A)}.
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En efecto, si Ay, Ay, ... € A, A; C Aj41 y definimos a A = U; A;, entonces Z(A;) T
E(A) y como una sucesién convergence de enteros es eventualmente constante,
vemos que

P(Z(A) =n) = lim P(E(4;) =n)

i—00
— lim ef)\Leb(Ai)(/\Leb(Ai))n
— o~ ALeb(4) (/\Leb(A))”
n!
por lo que A € .#. Puesto que € C ., se tiene que A4 = B[ oc)-

Para la misma élgebra C consideremos a la clase .#; de eventos A; € S
tales quesi Ay,..., A, € €y A1, Aa, ..., A, son ajenos por pares entonces Z(A;) es
independiente de Z(A3), ..., =(A,). Puesto que la independencia es estable cuando
tomamos limites casi seguros, se sigue que .#; es una clase monétona. Por otra
parte, al utilizar la independencia de los incrementos de N, se sigue que C C .,
lo cual implica que .#1 = %y ). Para proceder, consideramos a la clase .#> de
eventos Az € Hg ) tales que si Ay € Br,, As,..., Ay € C ysi Ay, Az, Ay
son ajenos por pares entonces Z(As) es independiente de Z(A41) ,=(A43) , ..., Z(4y).
por independencia de los incrementos sabemos que si Ay € € entonces E(As) es
independiente de Z(A3),...,Z(A4,). Por otra parte, puesto que .#1 = %r, se
sigue que A; es independiente de Ao, ..., A, y por lo tanto Ay es independiente
de Ay, Az, ..., Ay. Esto prueba que ¢ C .#; y por lo tanto .#5 = %, . El resto
de la demostracion es anédlogo. (]

)

Ahora mostraremos que en general, existen las medidas de Poisson aleatorias.

TEOREMA 4.3. Sea v una medida o-finita en el espacio medible (S,.). En-
tonces existe (un espacio de probabilidad en el que estd definida) la medida de
Poisson aleatoria con medida de intensidad v.

DEMOSTRACION. Se hard en dos partes: la primera cuando v es una medida
finita y la segunda cuando v es infinita.

Supongamos que v es una medida finita. Sea v™"(A4) = v(A) /v(S) y consid-
eremos a una sucesion de variables aleatorias independientes Uy, Us, ... con dis-
tribucién »™ independientes también de una variable aleatoria N con distribucién
Poisson de pardmetro v(S). Definamos a la medida

{Z1§i§N ou; N >0
0

(1]

N=0

Sea A € .. Puesto que Z(A) = m si y sélo si existe k > m tal que N = k y existe
I c{1,...,k} de cardinalidad m tal que si i < k entonces U; € Asiysblosii € I,
vemos que Z(A) es una variable aleatoria; en otras palabras, Z(A) es una variable
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aleatoria gracias a la igualdad de conjuntos

EA)=m}=J{N=n}n |J Uer{lUicAnUics{Ui€A%}.
n>m Ic{1,...,n}
#I=m

Esto muestra que Z es una medida aleatoria. Para ver que es de Poisson considere-
mos una particiéon Ay, ..., A, de S consistente de elementos de . y k1,...,k, > 0;
denotemos por k a ki + - - + k,,. Entonces el evento Z(A;) = kq,...,2(4,) = kn
si y sélo si N = k y existe una particién Iy, ...,I, de {1,...,k} tal que I, tiene
cardinalidad k; y si ¢ < k entonces U; € A; siy sélo si ¢ € I;. Entonces

P(E(Ay) = ki, ..., E(An) = kn)

> PN =n) H P(U, € A;)"
I, In j=1
PR !

Notemos que los sumandos no dependen de la particién y puesto que hay
k!
k! k!

€ 4))

tales particiones obtenemos

P(E(Ay) = ki, ..., E(An) = kn)

_ o H a9 f[ v(4;)]"
Tl ko] il o(S)

j=1

n k
= H e~ A7) V(Ak')j ’
e k;!
lo cual muestra que Z(41),...,Z(A,) son independientes y con distribucién Pois-

son de parametros respectivos v(41),...,v(4,).

Cuando v es una medida infinita, consideremos una particion A;, Ao, ... de S
que consta de elementos de . y tal que v(4;) < co. Sea v;(A4) = v(AN A;). Sean
=1,29,... medidas aleatoris de Poisson independientes de intensidades vy, o, ...,

y definamos a
o0

Claramente = es una medida aleatorla; para ver que es de Poisson, consideremos
a By,...,B, €. ajenos por pares. Puesto que

El(Bz ﬂAl) ,Eg(Bi ﬁAQ),...

[I]
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son independientes y de distribucién Poisson de pardmetros respectivos v(B; N A1),
v(B; N Az), ..., se sigue que su suma es Poisson de parametro v(Bj). Por otra
parte, puesto que =1, =2 son medidas de Poisson aleatorias independientes se sigue
que
{Ei(B1):i>1},...,{Ei(Byp) :i>1}
son colecciones de variables aleatorias independientes. Por lo tanto
E(B1),...,=2(Bn)
son independientes. O

Cabe preguntarse si cualquier medida de Poisson aleatoria = en R cuya in-
tensidad sea A X Leb corresponde a un proceso de Poisson. Esto es, podria ser que
E({z}) = 2 para algin z € R. En efecto, puesto que Leb({z}) = 0 vemos que, para
cada z > 0 fijo, Z({z}) = 0 casi seguramente. Sin embargo, puesto que Z(R) = oo
casi seguramente, eso quiere decir que existe = (aleatorio) tal que Z({z}) > 1. Asi,
no es absolutamente trivial que casi seguramente no exista algin = aleatorio tal
que £({z}) > 2. Atacaremos el problema primero si z € [0,1). Primero, paran > 1
fijo, calculemos la distribucién condicional de

=([0,1/2™), ..., E([(2" = 1)/n,1)) | E(]0,1)) = k.
Sio<k;parai=1,...,2"y > k; =k
P(Z([(: —1)/2",i/2™)) = k; para 1 <i < 2" |E([0,1)) = k)
I e (2 k!
e A (\)F /K

k!
[[i=y kitn®i
Se deduce que la distribucién condicional es multinomial. Otra manera de generar
esta distribucién es tirar k uniformes independientes y ver la cantidad de uniformes
que caen en cada uno de los intervalos [0,1/2™),...,[(2" —1)/2",1); caen dos uni-
formes en el mismo intervalo con probabilidad 1/22". Por lo tanto, la probabilidad
de que caigan 2 de las k uniformes en el mismo intervalo esta acotada superiormente
por k(k —1)/22". Se sigue que
P(Existe 2 € [0,1) tal que Z({z}) > 2)
= lim P(Existe 1 <i < 2" tal que Z([( — 1)/2",i/2™)) > 2)
n—oo
N

Asi, Z es una suma de masas puntuales; digamos que

00
= = E 6Tn’
n=1
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donde T} < Ty < ---. Ahora demostraremos que si Ty = 0 entonces T;, — T, _1,n >
1 son variables independientes y exponenciales de pardametro A. En efecto, si defin-
imos a

T = [nT) /n = min {j > 0: 2([0,j/n)) > i},
notamos que n (T}* — T}*) es una sucesién de geométricas independientes de pardmetro
A/n. En efecto, basta notar que

L=(G-1/m.g/mp=10 2 1
es una sucesiéon de variables independientes de distribucién Bernoulli de parametro

A/n. Por lo tanto, (T; — T;—1,7 > 1) es una sucesién de exponenciales independi-
entes.

EJERCICIO 4.3. Sea N un proceso de Lévy tal que N, tiene distribucién de
parametro At.
(1) Pruebe que casi seguramente las trayectorias de N son no-decrecientes.
(2) Sea = la tinica medida en g, tal que Z([0,t]) = N;. Pruebe que = es
una medida de Poisson aleatoria de intensidad A x Leb.
(3) Concluya que N es un proceso de Poisson de intensidad A.

A continuacién presentaremos una especie de transformada de Laplace de las
medidas aleatorias de Poisson y una forma de calcularla conocida como férmula
exponencial.

PROPOSICION 4.6. Sea v una medida o-finita en (S,.) una medida de Poisson
aleatoria con medida de intensidad v.

(1) (Férmula exponencial) Si f : S — Ry es medible entonces la integral de
f respecto de =, denotada por Zf, es una variable aleatoria y

E(e—Ef) — o S )ar
(2) La variable aleatoria Zf es casi seqguramente finita o casi sequramente

infinita de acuerdo a si la integral [ 1A fdv es finita o no.

DEMOSTRACION. La férmula exponencial se prueba mediante el método estandar
notando que si f = Y. ¢;14, es una funcién simple con los A; ajenos por pares

entonces )
E(e—Ef) _ He—(l—e’%)l/(Ai) — o J(1—emf)dv

)

gracias al calculo explicito de la transformada de Laplace de una variable Poisson.
La finitud de la variable =f se obtiene de notar que por el teorema de conver-
gencia mondtona se sigue que

=f = = 1 —q=f = 1 f<1_€*‘1f) dv
P(Ef = x0) q£%1+E(e ) qlir(&e .

Si [1A fdv < co entonces, podemos utilizar la desigualdad
l—e 7 <1IAqf<IAS
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para ¢ < 1y por el teorema de convergencia dominada concluir que

lim (1 — e*qf) dv = 0.
q—0+

Por otra parte, la integral [ 1 A f dv puede ser infinita por dos razones: si

/f1f>1 dv =

entonces E{f > 1} = oo casi seguramente por lo que Ef = oo casi seguramente.
Si por otra parte | f1;<;dv = co entonces utilizamos la desigualdad

- q
1 af >
(& = 2f

valida sobre f < 1 para ¢ < 1y concluimos que

/(1fe*qf) dv = oo
para cualquier ¢ < 1, por lo cual
P(Zf < 00) = 0. O

5. Construccién de procesos de Lévy mediante medidas de Poisson

La construccién del proceso de Poisson compuesto puede reinterpretarse de
la siguiente manera en términos de medidas aleatorias de Poisson. Consideremos
un parametro de intensidad A > 0 y una distribucién de salto p en R. Sea N
un proceso de Poisson de parametro A > 0 independientemente de la sucesién
iid X3, Xs,... donde X; tiene distribucion pu. Sabemos que el proceso de Poisson
compuesto se construye como

X, = Z X;.

i<N;

Una interpretacién en términos de medidas aleatorias es la siguiente: sean 77 <
Ty < --- los instantes de salto del proceso N y consideremos a la medida

E=D dm.x.):

Puesto que ), d7, es una medida de Poisson aleatoria de intensidad ALeb es facil
ver que Z es una medida de Poisson aleatoria de intensidad ALeb x p. Ademads, si
fi : Ry x R — R estd dada por fi(s,z) = 14<;x entonces

X;=2fs.
Elaboraremos esta idea para construir a una clase importante de procesos de Levy.

DEFINICION. Un subordinador es un proceso de Lévy X tal que casi segu-
ramente las trayectorias ¢t — X; son no-decrecientes.
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EJERCICIO 4.4. Pruebe que un proceso de Lévy X es un subordinador si y
s6lo si la distribucién de X; tiene soporte en [0, 00) para alguna ¢t > 0. Sugerencia:
comience el ejercicio en el caso en que el soporte esté contenido en [0, 00) para toda
t> 0.

Ahora daremos una construccién de un subordinador mediante una medida
aleatoria de Poisson. Sean p una medida en (0, 00) tal que

/ 1Az p(de) < oo.
0

y d > 0. Sea = una medida de Poisson aleatoria en Ry xR con intensidad Leb x .
Para las funciones f; que definimos anteriormente, definamos a

t oo
Xt:dt+Eft:dt+/ / xZ(ds,dx) .
o Jo

PROPOSICION 4.7. El proceso X es un subordinador. Si u es una medida
infinita entonces el conjunto de discontinuidades de X es denso y numerable.
Ademds, las distribuciones unidimensionales de X estdn caracterizadas por

E(e ) = e ¥ donde d(N\) =d +/ (1—e™7) p(dz).
0

DEMOSTRACION. Primero notemos que puesto que s < t implica f; < f;
entonces X tiene trayectorias no-decrecientes. Ademds, nuestra hipdtesis sobre p
implica que X,, < oo para toda n € N casi seguramente y por lo tanto X; < oo
para toda t > 0 casi seguramente. Claramente Xy = 0. Si ¢ | s entonces f; | fs
y por lo tanto X tiene trayectorias continuas por la derecha. Puesto que X es no
decreciente, tiene limites por la izquierda. Si (¢,,x,) es una enumeracién de los
atomos de Z se sigue que X tiene una discontinuidad en ¢, y que Xy, — Xt — = xp.
Si p es una medida infinita entonces Z([0, t] x R;) = oo casi seguramente por lo que
X tiene una cantidad numerable de discontinuidades en cada intervalo compacto.
Esto implica que las discontinuidades de X son densas.

Sean 0=ty <t; < - <tpyA,-..., A, > 0. Al aplicar la formula exponencial
a la funcién

f(s,z) = Z 1, <s<tNiT

se tiene que

y por lo tanto:

E(e_ >, Ai(X,,i—Xtifl)) = e T (ti—ticy) [(1—e=i%) (da)
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Al utilizar A; = 0 si j # % nos damos cuenta de que
E(ef)‘i(xtifxtpl)) = ¢~ (titiz1) J(1=e72i%) pda)
y que por lo tanto los incrementos de X son independientes y estacionarios. Clara-

mente X comienza en cero, por lo que resta probar que X tiene trayectorias
cadlag. O

COROLARIO 3. Se tiene que E(X;) =t [x p(dz). Si dicha cantidad es finita,
Var(Xy) =t [;° 2? p(dz).



CAPITULO 5

Procesos de Markov constantes por pedazos

En este capitulo analizaremos una clase de procesos estocasticos que generaliza
al proceso de Poisson y tiene similitudes con las cadenas de Markov: los procesos
de Markov a tiempo continuo con valores en un conjunto a lo més numerable F.
Comenzaremos con un estudio del proceso de Poisson, al expresar su propiedad
de Markov de forma que se parezca a la de las cadenas de Markov. Luego, se in-
troducira un segundo ejemplo, el de los procesos de nacimiento puro. Finalmente,
comenzaremos el estudio de procesos con trayectorias constantes por pedazos y
daremos una descripcién probabilistica de estos al introducir pardmetros que de-
terminan a un proceso de Markov: la distribucién inicial y la matriz infinitesimal.
Luego, estudiaremos sus probabilidades de transicion mediante unas ecuaciones
diferenciales que satisfacen y que estan ligadas con su matriz infinitesimal: las
ecuaciones backward y forward de Kolmogorov. Finalmente, veremos cémo las
ecuaciones backward nos permiten estudiar a las distribuciones invariantes de los
procesos de Markov a tiempo continuo.

1. El proceso de Poisson como proceso de Markov

El proceso de Poisson toma valores en los naturales. Como lo hemos definido,
siempre comienza en cero, a diferencia de las cadenas de Markov que podemos
comenzar en cualquier parte de su espacio de estados. Recordemos que si NV es un
proceso de Poisson de parametro A, al tener incrementos independientes y esta-
cionarios, podemos escribir, para =tg < t; <ty <--- <t,

]P(Nh = k17 Nt2 = k27 sy Ntn = kn)
== ]P)(Ntl == kl) P(thftg == k2 - kl) . ']P)(Ntn - Ntn—l = kn - knfl) .
Por lo tanto, si definimos

e ()"
n!

Pt(i,j)ZIP’(Nt:j—i):e )
vemos que

P(Ny, = ki, Niy = ko, ..., Ny, = kn) = Py (0, k1) Pry—t, (K1, k2) - Pr, (k-1 kn) -

La expresién anterior ya es muy paralela a la que vemos en cadenas de Markov; la
entrada ¢, j de la matriz (infinita) P; se puede interpretar como la probabilidad de

113
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ir de 7 a j en t unidades de tiempo. Esto ademaés nos dice como podriamos definir
a un proceso estocdastico que fuera como el proceso de Poisson pero que comenzara
en k: simplemente substituimos Py, (0, k1) por Py, (k, k1). Sin embargo, no tenemos
un proceso estocastico que satisfaga lo anterior; demos una construccién de él.

Sea N un proceso de Poisson de pardmetro A. Si ¢ > 0, hemos visto que el
proceso Nt dado por N! = Ny, — N; es un proceso de Poisson independiente de
N;. Por lo tanto:

P(Nits, = k1,..., Nigs, = kn [Ny = k)
P(Nips, = k1, ..oy Nevs, = kny Ny = k)
P(N, = )
P(Ny, = k1 — &y ..., Ny = kn — k) P(N, = k)
P(N, = k)
—P(Ny, +k=kyeor, Ny 4k = k).

Vemos entonces que, la distribucién condicional del proceso de Poisson en tiempos
posteriores a t condicionalmente a N; = k es la misma que la del proceso k + .
Asi, es natural definir al proceso de Poisson que comienza en k como k + N, pues
este proceso tiene trayectorias como las del proceso de Poisson (aumenta de uno
en uno en ciertos tiempos aleatorios) pero comienza en k. Ademds:

P(Nits, = ki,.... Neys, = kn|Ne = k) = Py, (k, k1) Pry—t, (k1, k2) - Pr,, (kn—1, kn)

Recordemos que en el caso de cadenas de Markov, se satisfacen las ecuaciones
de Chapman-Kolmogorov. FEn este contexto, las ecuaciones se pueden expresar
como sigue:

Py (i k) = ZPs(i,j) Py(j,k).

EJercicio 5.1. Al utilizar el teorema del biniomio, pruebe directamente que
la ecuacion anterior se satisface. Dé ademés un argumento probabilistico, basado
en condicionar con lo que sucede al tiempo s, para probar dicha ecuacién.

La diferencia con las cadenas de Markov y el proceso de Poisson es que, al ser el
segundo un proceso de Markov a tiempo continuo, en lugar de tener una sola matriz
cuyas potencias nos permiten describir al proceso, tenemos toda una colecciéon de
matrices (P;,t > 0). Uno de los objetivos de este capitulo es mostrar como, con
una definicién adecuada, podemos generar a todas las matrices (P, ¢ > 0) mediante
una sola matriz, la llamada matriz infinitesimal o matriz de tasas de transicién. La
idea es la siguiente: si x es un nuimero, podemos interpolar a la sucesiéon z",n € N
mediante la funcién exponencial: 2™ = e"1°8*_ El lado derecho ya tiene sentido si
n >0y no sélo si n € R. En cierto sentido, si P, = e!%, podriamos interpretar a Q
como el logaritmo de P;. Para ver cémo podriamos obtener a ), notemos que para
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obtener a log z si conocemos a f(t) = e*1°87 simplemente calculamos logx = f/(0)
y ademds f’(t) = f/(0) f(t). En el caso de nuestra matriz P;, vemos que
d d ()™

ZP(id) = —
att0d) = e (G —i)

1 o B -
T G- [B_M (G =TIV T i = AeT M (A1)

por lo que al evaluar en cero se obtiene:

X\ =i
I O
0 jFELI+1
EJERCICIO 5.2. Sea
-\ =i
Qli,7) =< j=1+1
0 j#4,i+1
Pruebe directamente que
(1) 2 b i,) = QP ) = PiQGLJ)

dt
donde QP; es el producto de las matrices Q y P;.

A las ecuaciones (diferenciales) (11) se les conoce como ecuaciones de Kol-
mogorov. Esbocemos una interpretaciéon y deduccién probabilistica de dichas
ecuaciones. Para calcular Py, (0, 7), podemos descomponer respecto del valor de
Nj, para obtener

Prin(isj) = P(Negn = j) = P(Ny = i) P(Ny = j — i)
Por otra parte, al utilizar explicitamente la distribucién Poisson, vemos que

1—-P(N, = P(N, =1 P(Ny > 2

i L2 ER =0 gy P =Dy B2,
h—0 h h—0 h h—0 h

La interpretacion es que es muy probable que haya cero saltos en un intervalo de

longitud h, hay probabilidad proporcional al tamano del intervalo de que haya un

sélo salto, y muy improbable que haya méas de dos saltos. Se concluye que
8Pt(zvk) lim Ph(ivi) Pt(i,k)*Pt(Lk)

ot h—0 h
4 Jim Py(i,i+ 1) P(i+ 1,k)
h—0 h

A esta ecuacién se le denomina ecuacién hacia atrias de Kolmogorov (también
llamada, ain en espanol, ecuacién backward) y fué obtenida al descomponer a
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Ny4p, respecto del valor de Ny,. Esta implica automéaticamente la ecuacién hacia
adelante de Kolmogorov

0P (i, k
IPULR) _ opi k)

al utilizar la relaciéon Py(i +1,j) = Pi(i,5 — 1).

2. El proceso de nacimiento puro

El proceso de nacimiento puro es una generalizaciéon del proceso de Poisson que
puede presentar un fenémeno interesante: la explosién. Daremos una definicién de
dicho proceso paralela a la del proceso de Poisson.

DEFINICION. Sean ¢, q1,--. € (0,00). Un proceso de nacimiento puro es
el proceso de contéo cuyos tiempos interarribo conforman una sucesién de variables
exponenciales independientes S1, S, ... de pardmetros qq, q1, - . ..

La interpretacién del proceso de nacimiento puro es que A; representa la tasa a
la que un nuevo individuo se agrega a una poblacién cuando esta tiene ¢ elementos.
Asi, el proceso de nacimiento puro se construye al definir a los tiempos de salto

0=Tp Tn=S++5 Te=)»_ 5
n=0

y al proceso de contéo asociado

Ny = E nlr, <t<T, -

neN
Claramente, cuando ¢; = A para toda i el proceso que hemos construido es el
proceso de Poisson. Sin embargo, cuando tenemos ¢; dependientes de ¢ se presenta
un nuevo fenémeno. En efecto, en el caso del proceso de Poisson, sabemos que
T,/n — 1/X =E(S7) > 0 por la ley fuerte de los grandes niimeros y por lo tanto
T, = 00 casi seguramente. Sin embargo, en el caso del proceso de nacimiento puro
puede suceder que Ty, < 00, en cuyo caso:

lim Ny = oo.

t—T oo —

Decimos entonces que ha ocurrido la explosién (en este caso demografica) del pro-
ceso de nacimiento puro y es natural definir

Ny = o0l _<¢ + Z nlr, <t<T s
neN
pues con la definicién anterior el proceso se vuelve cero despues de que la poblacién
haya explotado.
Puesto que el proceso de nacimiento puro admite una construccién sencilla,
se puede dar un criterio explicito para la explosion, el cual ademés prueba que la
explosion se da o con probabilidad cero o con probabilidad uno.
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PROPOSICION 5.1. T, = oo casi sequramente si E(Tw) = >, 1/q; = 0o. Si
> 1/6i < 00 entonces To, < 00 casi sequramente.

DEMOSTRACION. Si >, 1/¢; < oo entonces podemos aplicar el teorema de
convergencia monotona a la sucesién T;, para deducir que

E(T, )—hmE —hmz l/qm—zl/%<007

m<n n

por lo que T, < o0 casi seguramente.
Por otra parte, si ), 1/¢; = oo, entonces podemos aplicar el teorema de con-
vergencia acotada para ver que

n

T\ 1 TN\ 1 qi
E(e ) —hgnE(e ) —115111:1 Ttq

Ahora dividiremos en dos partes nuestro andlisis: si existe u > 0 tal que ¢; < p
para una cantidad infinita de indices 7 entonces

1 n
hmsupH L < lim sup <1+1/u) =0

n—oo n— oo

conforme n — oco. Si por otra parte g; — oo entonces utilizamos el hecho de que
gilog (1+1/¢;) — 1 conforme i — oo y por lo tanto, para alguna constante C' > 1

n

1<qu — o~ Titilog141/4) < (~C Ty 1/ _y )
i=1
Vemos que en cualquier caso
E(e ") =0,
lo cual nos dice que T, = co casi seguramente. O

Para analizar la propiedad de Markov del proceso de nacimiento puro, nece-
sitamos definirlo cuando comienza en i € N. Una definiciéon posible es que se
trata del proceso (Nr,4¢,t > 0). Este proceso va tomando los valores sucesivos
i, 4+ 1,7+ 2,... y los tiempos que permanece en cada uno de los estados son
Siy Si+1, ..., Pues este proceso tiene la misma estructura probabilistica que ¢ mas
un proceso de contéo cuyos tiempos interarribo son exponenciales independientes
de parametros ¢;, ¢;+1,-- ., 0 sea, que una definicién equivalente es que un proceso
de nacimiento puro con parametros qg, q1, . . . que comienza en i €s i mAas un Proceso
de nacimiento puro con parametros ¢;, q;+1,.... Con estos preliminares podemos
enunciar la propiedad de Markov del proceso de nacimiento puro.

PROPOSICION 5.2. Sean N un proceso de nacimiento puro de pardmetros qq,
q1,-..y s> 0. Condicionalmente a Ny = i, el proceso estocdstico (Nypys —i,t > 0)
es un proceso de nacimiento puro de pardmetros q;, g;+1,- .. y es condicionalmente
independiente de Fs = o(Ny : 17 < t).
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En otras palabras, condicionalmente a Ny, = ¢, el proceso Nyis,t > 0 es un
proceso de nacimiento puro que comienza en i.

DEMOSTRACION. El proceso (N¢4s,t > 0) es un proceso de contéo cuyos tiem-
pos interarribo son T, 411 — S, SN, +2, SN.+3, ... Denotémoslos como Sg,S7,....
Debemos ver que condicionalmente a Ny = i, estos tiempos interarribo son expo-
nenciales, independientes y de pardmetros ¢;, ¢;+1, - ... En efecto:

P(Ns =14,55 > s0,- -+ ,S, > sp)
=P(T; <s<T;+Si,80+s<Ti+ 5,81 < Sit1sevy8n < Sign)-
Al condicionar por T;, utilizar la independencia de las variables T; S;, ..., Si4n ¥
el caracter exponencial de .S;
P(T, <s<T;+Si,80+s<T;+S;,81 <Sit1y--38, < Sitn)-
= E(lTiSsef)‘i (s — TZ)) e %51 ... g itnSn
Al utilizar sq,...,s, = 0, vemos que
P(Ns =) = E(1p,<;e ™ (s — T7))

y por lo tanto, al condicional por Ny = ¢, vemos que N® es un proceso de nacimiento
puro que comienza en 4.
Falta demostrar que N*® es condicionalmente independiente de %, dado que

N, =i, esto es, que para todo A € %, se tiene que

P(N;, = ku,. ., NG, =k, AN, = i)

n

=P(N; =ki,...,N; =k [Ny = i) P(A|N, = ).

Por clases mondtonas, basta verificarlo cuando A = {Ng, = j1,...,Ns,, = jm} con

$1 < <8y <ty <-- < jm < 1. Paraesto, seguimos el mismo razonamiento
anterior al notar que

Aﬂ{NS:z}z{le §81<Tj1+1,"' ,ij §s<ij+1}ﬁ{Ti§s<Ti+1}. O

EJERCICIO 5.3. Haga un programa en Octave que simule al proceso de nacimiento
puro que comienza en 1 si g; = i\ para algin A > 0. ;Este proceso explota? Haga
otro programa que simule el caso ¢; = A\i? y diga si ocurre explosién o no.

La propiedad de Markov se puede interpretar de manera similar a la del proceso
de Poisson. Dados los pardmetros q = (qo, ¢1,- . -), sea P;(i,7) la probabilidad de
que un proceso de nacimiento puro de pardmetro q que comienza en i se encuentre
en j al tiempo ¢. Entonces:

]P)(Ns-i-tl =ki,... 7Ns+tn =k, |Ns = k)
= Pt1 (ka kl) Ptz—t1 (kla kQ) e Ptn—tnfl(kn—la kn) .

Aqui es més dificil obtener una expresién explicita para Py(i, j). Esto se puede
lograr cuando por ejemplo \; = i\ para alguna A > 0 (que es el caso del Proceso
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de Yule, bésico en la teoria de procesos de ramificacién a tiempo continuo). Sin
embargo, podemos argumentar por qué son validas las ecuaciones hacia atras de
Kolmogorov: Si h es pequeno y nuestro proceso de nacimiento puro comienza en
i, serd raro que haya mas de dos saltos en un intervalo de tiempo pequeno. Lo que
se afirma es que, exactamente como en el caso de procesos de Poisson,

1 — Py(i,i) Pp(i,i+1) ijz P (i, 5) -

fi, S i S S i SRS

Por lo tanto, las ecuaciones hacia atras de Kolmogorov serian
o, . . ) .
ﬁpt(%]) = NiPi(i+1,7) — NP (i, j) -

Vemos entonces que la matriz infinitesimal o de tasas de transicién estaria dada
por

-\ i=7
QU,j)=qN Jj=i+1
0 en otro caso

y que las ecuaciones hacia atrds se pueden escribir como

SP3) = QPAG )

3. Matrices infinitesimales y construccién de procesos de Markov

Comenzaremos por describir a un tercer ejemplo de proceso de Markov a
tiempo continuo. Este ejemplo se basa en calcular el minimo de variables ex-
ponenciales independientes.

Comenzaremos con el caso en el que el espacio de estados E es finito. Para
cada x,y € E con x # y sea Az, > 0. Sean

{Ei,z,yaiz 1:m,y€E,x7$y}

variables aleatorias exponenciales independientes, tales que F; ; , tiene pardmetro
Azy- A Az y lo interpretaremos como la tasa a la que dejo el estado = para acceder
al estado y y supondremos que para cada x € F existe y € E distinta de z tal que
Az,y > 0. Siz € E, definamos a

Ty =minE; ;4
y#z

En un momento veremos que existe un unico X; € E tal que
Th=FEi4x,-
Recursivamente, definiremos a

Thy1 = yf;gp Ent1.x,,y donde Thiy = E1x, X,
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Definamos finalmente, al proceso a tiempo continuo de interés:

Zt = Xn si te [Tn,Tn+1).

Hay una forma de dar la construccién del proceso sin utilizar tantas variables
exponenciales. Nos basamos en el siguente resultado.

PROPOSICION 5.3. Sean T4, ...,T, variables exponenciales independientes de
pardmetros respectivos Ai, Ag,.... Sea T = inf; T;. Si ) . \; < oo entonces, con
probabilidad 1, existe un unico indice K tal que T = Tk . T y K son independientes,
T tiene distribucion exponencial de pardmetro A =", N; y P(K = k) = A/

DEMOSTRACION. Calculemos:

P(T > t,T; > Ty, para toda j # k) = P(T > t,T; > T}, para toda j # k)

=K 1Tk2t H 6_)\ka

i#k
o0
= / Ape kS H e N5 ds
t i#k
A
= Zhe
A
Al evaluar en t = 0 vemos que
. Ak
P(T; > T}, para toda j # k) = 5%
por lo que al utilizar que los eventos anteriores son ajenos conforme variamos a k
y su unién es la probabilidad de que el infimo de T7,T5, ... se alcance para un sélo

indice, vemos que

A Xy

P(Existe un tnico k € {1,...,n} tal que T =Ty) = SURD
k

Al sumar sobre k, vemos que

P(T >t) = e M,

lo cual implica que T es exponencial de pardmetro A
Puesto que con probabilidad 1 hay un tnico indice (aleatorio) en el que se
alcanza el minimo, digamos K tal que Tx = T, vemos que
Ak —\t

P(K =k T21)= SN =BK =BT 2 1). O
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Continuemos con el anélisis de la cadena general. Notamos que los pardmetros
se pueden reducir a una matriz de transicién P con ceros en la diagonal y un vector
[ de tasas totales de salto. Explicitamente,

— —_ ‘T7y
I(z) = Zy:Aw y Poy= e

>

Ademas, es posible construir nuestra cadena mediante una sucesiéon de variables
exponenciales estdndar independientes £1,&s,... entre si y de una sucesién iid
Uy,Us, ... de variables uniformes. En efecto, podemos definir a

X():CL', T():(E Yy a Tlisligl/l(Xo)

Luego, utilizamos a la variable uniforme U; para escoger a un elemento aleatorio X3
de E tal que P(X; = y) = Px, . Finalmente, continuamos este procedimiento de
manera recursiva: si ya tenemos definidos a Xg,..., X, yaTp,...,T, en términos
de S1,...,S, vy Uy, ..., U, entonces definimos

Snt1 =&n+1/U(Xn), Tht1=Tn+ Sni1
y utilizamos a las variables U,, 1 y X, para construir a X, ;1 de tal manera que
P(Xpt1 =y | X =) = Ppy.
Finalmente, recordemos que
Zy=X, si T, <t<Tpii.

Puesto que el espacio de estados es finito, se sigue que existe € > 0 tal que I(z) > ¢
para toda x € E. Por lo tanto:

£1+-;+§n o

T, >

Asi, en este caso no debemos preocuparnos por el fenémeno de explosion.
Resulta ser que Z es un proceso de Markov a tiempo continuo. Formalmente,

sea P;(x,y) la probabilidad de que Z; = y cuando Zy = x y probemos que

ng(th =1y ath = yn)
= Py, —t,(20,21) Pry—ty (@1, 22) - Pyt (X1, Tp)

donde P, es la medida de probabilidad que rige a Z cuando comienza en x y
0=ty <t < --- < t, Elargumento es parecido a cuando probamos que el
proceso de Poisson (o0 més generalmente el de nacimiento y muerte) es un proceso
de Markov, se basa en notar que el proceso posterior a s, condicionalmente a
Zs = x tiene la misma construccién probabilistica que Z comenzando en x. Esto
es, que sus tiempos y lugares de salto se pueden obtener a partir de una sucesién
de variables uniformes y exponenciales estandar independientes. Lo haremos en la
siguiente seccién sin tener que asumir que el espacio de estados es finito.
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Gracias a la propiedad de Markov concluimos que se satisfacen las ecuaciones
de Chapman-Kolmogorov. En efecto, vemos que

Pt+s(xa Z) = IF)nc(Zt+s = Z)

= ZPQZ(ZS =y, Lirs = Z)
Yy
= Zps(xay) Pt(yvz) .
Y
Ahora utilizaremos que en espacio de estados finito, digamos de cardinalidad
n, la ecuaciones backward

0P (xz,t) P
o QP(z,y)
admiten una solucién en términos de la matriz infinitesimal ) y esto nos permitir
introducir a las ecuaciones forward. Cuando I es finito, debemos resolver el sistema
de ecuaciones

0
ot
Este es un sistema lineal y si @) fuera de tamano 1 x 1, tendria como tnica solucién
a la funcién exponencial. Lo mismo sucede en el caso n x n, si definimos a la matriz

o0
th’I’L
tQ _
€ *Z n!

n=0

b =QF,.

para cualquier ¢ € R.La convergencia de la serie se sigue pues la sucesién
N

thn
Z n!

n=0

es de Cauchy cuando se utiliza la norma
QI = max {[|Qz| : = € R, ||| = 1}.
En efecto, puesto que esta norma es submultiplicativa, se sigue que:

. thk m thk o t k Q k
swp |3 s X %%m_ﬂm 0.
n>m = k! ! !

k=0 k=m+1

Ahora veremos que e!?,t > 0 es la tinica solucién a las ecuaciénes backward y
forward de Kolmogorov:

QtQ_ tQ QtQ_tQ
8756 = Qe y (‘%6 =" Q.

Ademas, satisfacen las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
5T — 3R 1@
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En efecto, Chapman-Kolmogorov se sigue de la definicién de la exponencial
de una matriz. Por otra parte, podemos derivar término a término la serie de
potencias (cuyo radio de convergencia, con la norma matricial, es infinito) para
obtener

| - | tQ ’
ot P k! = k! et“qQ

lo cual muestra que se satisfacen las ecuaciones backward y forward. Ademés e? =
Id. Para la unicidad de la solucion a estas tltimas, supongamos que P;,t > 0 es una
coleccién de matrices en R™ que satisface las ecuaciones backward (el argumento
para las forward es similar) y tal que Py = Id. Notemos que la inversa de e'@ es
e~'?. Entonces

0

ae’tQPt =—Qe %P, + e 'PQP, = —Qe PP, + Qe %P, = 0.

Por lo tanto e *?P, es constante y como la constante es Py = Id, vemos que
Pt = etQ.

© Lk—1k Lk yk+1 tQ
LRI YA Y :{Qe

4. Cadenas de Markov constantes por pedazos

Ahora presentaremos un marco conceptual que incluye al proceso de Poisson,
al proceso de nacimiento puro y a las cadenas construidas mediante tasas de tran-
sicién. El objetivo sera construir procesos de Markov con trayectorias continuas por
la derecha y lo haremos mediante la introduccién de un espacio canénico adecuado.

Sea E un conjunto a lo mas numerable, A ¢ FE algin punto que denominaremos
cementerio y a donde mandaremos las trayectorias de un proceso de Markov
cuando explote, y sea Q" el conjunto de funciones f : [0,00) — E U {A} que
satisfacen:

(1) si f(t) € E entonces existe § > 0 tal que f(s) = f(t) para s € [t,t + J],

(2) si f(t) = A entonces f(s) = A paratoda s >ty

() sity <ta<- -, bty >t<00y f(tnt1) # f(tn) entonces f(t) = A.
Definiremos también a X; : Q@ — E U {A} dado por X;(f) = f(t), a F =
o(Xi:t>0)y a % = o(Xs:5<t). Entonces (2,.#) es el llamado espacio
candénico de trayectorias constantes por pedazos y minimales sobre E
(con cementerio A), X es el proceso canénico y (%, t > 0) es su filtracién
candnica asociada. Podemos ademéas definir a los operadores de translacién
6; : Q — Q mediante la asignacién 6, f(s) = f(s +t).

—

DEFINICION. Una coleccién de matrices (P, t > 0) indexada por E se llama
si:

semigrupo de probabilidades de transicién
PO(xay):lz:y Pt(‘r y) >0
Zpt(xay)gl y 9+t ) Z :Eyptya )
yekE yeE
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A la ultima condicién se le puede escribir con la notacién de producto de matrices
como P, = P;P; y se conoce como ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov.
Sea P = (P, t > 0) un semigrupo de probabilidades de transicién. Una cadena
de Markov con semigrupo P y distribucién inicial v es un proceso estocastico
Z definido en algun espacio de probabilidad (2, #,P), con valores en FE, cuyas

trayectorias pertenecen a Q" y tal que si x1,...,2, € Ey < t; < ... < t,
entonces
P(Zy, =) = Z Vao Pry (20, 21) Pry—ty (21, 22) -+ Prpy—t, o (Tn—1, %) -
zoEFE

Una cadena de Markov Z con distribucién inicial v y semigrupo de transicién
P = (P, t > 0) induce una medida de probabilidad P, en Q". En términos del
proceso canédnico, la medida estd determinada por

]Pz(th =21,...,X, = iEn) = Vzptl(%ifl) Ptg—tl(xlax2) ce Ptn—tn_l(xn—laxn)

n

gracias a:

EJErcIcIO 5.4. Si Py Q son medidas de probabilidad en 2" y coinciden
sobre € = U;>0.%; entonces P = Q en #.

Si v, > 0 para toda x € E entonces podemos definir a las medidas P, en Q"
donde P, es igual a P, condicionada por Xy = 0. Notemos que una consecuencia
de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov es que

]PI/(Xt+S =Yy |ﬁ5) — Pt(Xsay) .

En efecto, el resultado se prueba por clases mondtonas al notar que si A =
{Xs, =21,..., X, =Tm} para s1 < -+ < 5, < s entonces

) Sm.

E, (]'A]'XtJrs:y) = Z E, (lA]‘Xs:xlXHS:y)
T

— ZEu(lA].XS:th(x7y))

=E,(1aF(Xs,y)) -
Para cualquier f : EU {A} — R tal que f(A) = 0, se define a la funcién
P,f: EU{A} — R mediante
Pif(z) = Ex(f(X0)) .

(Si a las funciones sobre EU{A} nulas en A se les interpreta vectores renglén, P; f
corresponde a la multiplicacién de P, con f). Una primera muestra de la utilidad
de la nocién anterior es que nos permite expresar de manera compacta calculos de
esperanza condicional como el siguiente:

E(f(Xt+S) |y5) = Ptf(XS) .

Podemos generalizar lo anterior al utilizar operadores de traslacién.
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PROPOSICION 5.4 (Propiedad de Markov). Si F': Q%" — R es medible, aco-
tada y nula en la funcion idénticamente igual a A entonces

]EI(FOGt |g\t) :]EXt(F)

DEMOSTRACION. Primero se prueba por induccién que el resultado es valido
si

F(f)=g10Xe, - gnoXy,

donde ¢1,...,9, : EU{A} > Rsonnulasen Ay t; <. <tp,.
Luego, se prueba que las funciones anteriores generan a %, lo cual prueba el
resultado deseado. O

DEFINICION. Una familia Markoviana en ) es una coleccién de medidas de
probabilidad (P,,z € E) definidas en (Q,.%) tales que:

(1) Po(Xo=2) =1,
(2) para toda funcién F' : Q — R medible y acotada que sea cero en ¢ — A:

EI(FOQt |yt) :EXt(F)

Asi, a cada semigrupo de probabilidades de transicién es posible asignarle una
familia markoviana. A continuacién, veremos que cada familia Markoviana esté
caracterizada por dos colecciones numeéricas, su distribucién inicial y su matriz
de tasas de transicion. Inversamente, veremos que dado un parametro, podemos
construir a la familia Markoviana asociada. Veamos primero cémo definir este
parametro.

Sea (P, ),cp una familia Markoviana. Consideremos a los tiempos aleatorios

To=0, Tpr=inf{t>T,:X;#Xp,} v (= lim T,
n—oo

con la convencién inf () = oco.
PROPOSICION 5.5. T}, y ¢ son tiempos de paro respecto de la filtracién candnica.

Existen tres categorias para las trayectorias en términos de estos tiempos
aleatorios:

Absorcion: Cuando existe n tal que T;, < oo = T}, 41, en cuyo caso X; =
X7, para toda t > T,

Explosion: cuando ( < oy

Movimiento perpetuo: cuando 7T,, < oo para toda ny ¢ = co.

PROPOSICION 5.6. Bajo Py, Ty es exponencial de pardmetro c(x) € [0,00). Si
c(x) > 0 entonces las variables X1, y T1 son independientes.
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DEMOSTRACION. Al utilizar la propiedad de Markov, vemos que

]P)(T1>t+8) ( >ST100 >t)
Eo(17>sEx, (T1 > 1))
Ey(1r,>sEs(Th > 1))
(T1 > S) (Tl > t)
y por lo tanto, bajo P, T} es exponencial.
Sea ahora F' medible y acotada en el espacio candnico. Entonces
Pw(1T1>tF o HTI)
=P, (17, >¢F 0 07, 0 0;)
=Py (17,5¢) Eo(F o fr,),

por lo que T} es independiente de X o O, . O

A ¢(z) la interpretamos como la tasa a la que dejamos el estado z. Definamos
ahora

_Y c(z) =0 -
Pac,y - {Pa:(XTl = y) C(I) 7& 0 y Oé(x’y) = C(l‘) wa.

A « se le conoce como la matriz de tasas de transicién y la interpretacién de a(z, y)
es la tasa a la que dejamos el estado = para pasar al estado y. La matriz de tasas de
transicion es el pardametro que nos permitird caracterizar a la familia Markoviana.
Para verificar por qué, es necesario extender la propiedad de Markov.

TEOREMA 5.1 (Propiedad de Markov fuerte). Sea T un tiempo de paro finito

Fr={AecF:Fn{T <t} €% para todat > 0}.
Entonces Fr es una o-dlgebra y Xp es Fr-medible. Sea Orf(t) = f(T(f) +1).
Entonces 07 es medible y para toda variable aleatoria F : 0 — R acotada:

Ew(FOQT \fT) :EXT(F)

DEMOSTRACION. Es un buen ejercicio probar que .#71 es una o-algebra. Al
utilizar la constancia por pedazos de X y aproximar a 7" mediante la sucesién de
tiempos de paro T,, = [T2"]/2", es otro buen ejercicio probar que Xt es Fr-
medible. De igual manera, al utilizar el hecho de que

Or = lim Z 17, =k 1) /27Ot 1) /2 s
k

que se sigue de la constancia por pedazos de las trayectorias de X, vemos que 01
es medible. Finalmente, al utilizar la propiedad de Markov al instante (k + 1) /2"



4. Cadenas de Markov constantes por pedazos 127

vemos que si A € Fr

Ea (17, —(k41) /20 LAF 0 01y j2n ) = B (Lgj2n <k (b41) /20 LAF 0 01y j2n )
=E, (176/2"<TS(’€-4-1)/2"lf‘dE:X(Hl)/zn (F)) :
Al sumar sobre k obtenemos
]Ew(].AF o 9Tn) = Eaj(lAEXTn (F)) .

Ahora especialicemos a funciones F' de la forma f1(Xy,) - fm(X¢,, ). Al utilizar
la constancia por pedazos de X y tomar el limite conforme n — oo, vemos que

E.(14F 0 07) = E,(14Ex, (F))

al menos para estas funciones especiales. Sin embargo, el lema de clases de Dynkin
nos permite extender la igualdad anterior primero a indicadoras de elementos de
Z y luego, por aproximacién, a funciones F' que sean .# medibles y acotadas. [

El teorema anterior nos permitird caracterizar a la familia Markoviana en
términos de la matriz de tasas de transicion «, o equivalentemente, de ¢ y P.
Sea Z el proceso estocdstico a tiempo discreto definido por

Zn = X,

si T, < oo. En el caso absorbente, definimos Z,,y,, = Z, para toda m > 1 si
Tn <00 = Tn+1.

TEOREMA 5.2. FEl proceso Z es una cadena de Markov de matriz de transicion
P que comienza en x bajo P,. Si c(x) > 0 para toda x € E, condicionalmente a
Z, las variables Sy, S2,... con S; = T; — T;_1 son independientes y exponenciales
de pardmetros ¢(Zy) ,c(Z1) . . ..

DEMOSTRACION. Al utilizar el lema de clases de Dynkin, vemos que es sufi-
ciente verificar que

(12) HDZ(lexl,...,Zn:.Tn,Sl>t1,...,Sn>tn)

—Ait1 | = Antn

= Pwa"l"l '.'P-'L'nfhlne €

Esto se sigue por induccién al utilizar la propiedad de Markov fuerte. La base
inductiva es la Proposicién 5.6. Por otra parte, si suponemos vélida la ecuacién (12)
vemos que al aplicar la propiedad de Markov fuerte al instante T, y la Proposicién
5.6 se sigue que

Po(Zy =21,y Zny1 = Tng1, 51 > 1, .o, Spy1 > toy)

=P (Z1=21,..., Zn =T, S1 >t1,..., 5 > t,) e T)tni1p

Tn,Tn41

puesto que Z, 11 = Z1 001, y Spy1 =S1007,. O
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Dada una funcién o : E x E — [0,00) tal que c(z) = > a(z,y) < oo,
podemos definir a P, , = a(z,y) /c(r) cuando ¢(x) =0y a P, = d,, cuando
¢(x) = 0 y preguntarnos cudndo existe una cadena de Markov a tiempo continuo
cuya matriz de tasas de transicién sea «. Nos abocaremos ahora a verificar que
se puede construir una familia markoviana cuya matriz de tasas de transicion sea
«. En efecto, sean Sy, Ss, ... variables aleatorias exponenciales de pardmetro 1 y
Z una cadena de Markov con matriz de transicion P que comienza en X. Ahora
definamos

To=0, v Top1="Tn+5,/c(Z,).

Consideremos al proceso X definido mediante

~ Zn site [Ty, Thi1)
X, = ) .
A siT, <t

Las trayectorias del proceso asi construido pertenecen a ) y entonces podemos
definir a P, como la probabilidad imagen de X. Se afirma que (P,,z € E) es una
familia Markoviana cuya matriz de tasas de transicién es a. Por definicién, bajo
la medida de probabilidad P, es valida la ecuacién (12).

TEOREMA 5.3. La coleccion (P;), . es una familia Markoviana con matriz
de tasas de transicion o.

DEMOSTRACION. Puesto que . = o(Z, S), basta mostrar que para toda A €
ytl

Px(A,XtZJC(),ZlOGt =x1,5100;, >t1,..., 2,00, =x,,5, 00, >tn)
:Pm(AvXt :xO)]ng(Zl :1'1;51 >t17~~-,Zn :xn,sn >tn)a

(donde por supuesto tenemos una expresién explicita para el segundo factor del
lado derecho).
Sea Ny la cantidad de saltos que tiene X en [0,t]. Entonces

o
N, = E 17, <t
n=1

lo que implica la igualdad
Sl o 975 = SNH—I - (t - TNt) ,SQ o (9,5 = SNtJ,_Q, “en ,Sn o Ht = SNt—i-n-
Por otra parte, se tiene que

Zl o€t = ZNt-i-la'--aZn 09t = ZNt-i-n-
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Podemos entonces calcular
Po(A, Xy =20, Ny =m,Z100; = 21,5100, >t1,..., 2,00, =x,,5,00, > 1)
= Z]P’I(A,Zm =20, Ny =m

Zm+1 =, Sm,+1 — (t — Tm) > tl, ey Zn+m = Tn, Sn+7n > tn)

Es fécil ver que existe B € 0(S1,...,Sm, Z1,...,Zm) tal que
And{Z, =20, Ny =m} =BN{Zpn =20, Trn <t <Tpm+ Smt1}
Al condicionar por S1,...,S,, y por Zy,...,Z, se obtiene
P.(A, X =29, Ny =m,Z100; =x1,5100; >t1,...,Zp,00; =x,,5,00; >1,)

=B (1B Zm=20,T, <t674x0)(t1*(t*Tm)))

e—dml)tz .. _d$n l)tnpzo’zl e P

Tm—1,Tm "

Del caso particular ¢t; = 0 se obtiene que de hecho

]Px(A,Xt:I(),Nt:m7Z109t:171,51 00 >t1,..., 2,00, =x,,5,00; >tn)
—PE(A,Xt:.To,Nt:m)PmO(Sl >t1,...,Sn >tn,Zl :Zl,...,Zn:.’En).
g

Ahora utilizaremos el teorema anterior para dar una segunda demostracién de
la caracterizacién del proceso Poisson como proceso de Lévy.

TEOREMA 5.4. Si N es un proceso de contéo con incrementos independientes
y estacionarios entonces es un proceso de Poisson.

DEMOSTRACION. Sea (Q,.Z,P) el espacio de probabilidad donde est4 definido
N. Definiremos a P; como la imagen de P bajo la funcién i + N : Q — Q donde
i+ N(w) = (i + N¢(w));>o- Verificaremos que (IP;);en es una familia Markoviana.
Sea o la matriz de tasas de transicién asociada. Puesto que N es un proceso de
contéo, vemos que a(z,y) > 0 si y sblo si y = x + 1. Por otra parte, puesto que
P; es la imagen de Py bajo la aplicacién f +— f + ¢ entonces a(z,xz + 1) = «(0,1),
digamos que ambas cantidades son A. Por lo tanto vemos que los tiempos entre los
saltos de N son exponenciales independientes del mismo parametro \. Asi, N es
un proceso de Poisson de intensidad A.

Para verificar que (P;);cy es una familia markoviana, definamos a f;(z) =
P(N, = z) y api(z,y) = fi(y — ). Puesto que N tiene incrementos independientes
y estacionarios, entonces

Pi(Xe, =1y, Xp,, = in) = Pty (4,91) Deg—t, (11,92) - - - Pty —tr 1 (In—1,%n) -
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Se sigue entonces que si s1 < -+ < s, <t < t7 <, entonces

]P)i(Xsl :ila"'7XSm :imuXt :jaXh :j17-~'7th :]n)
=Pi(Xs, =i, X, =i, Xy = §) Pj( Xy, = g1y, Xoy = Jin) -

Al utilizar el lema de clases de Dynkin se puede probar que si A € %,y B € &
entonces

Pi(A,0; '(B)) = Ei(14Ex,(B)),

de lo cual se sigue que (P;, ¢ € N) es una familia markoviana. ]

Esta prueba se puede abreviar al no utilizar directamente la caracterizacién de
las familias markovianas sino sélo algunas de las ideas de la prueba. Primero se
prueba que si T} es el momento del primer salto de N entonces (Np, 45 — 1,5 > 0)
tiene la misma distribucién que N y es independiente de .Zp N = o(Ty). Luego,
se prueba que 77 es exponencial al satisfacer la propiedad de pérdida de memoria
mediante un argumento que apele a la propiedad de Markov: T} >t + s si y s6lo
si T1 > s y el primer salto del proceso (N,4s,7 > 0) es mayor a ¢. Finalmente, se
utiliza induccién para probar que los tiempos que permanece en cada natural son
exponenciales y que éstos tiempos son independientes.

Tal como la propiedad de Markov y de Markov fuerte nos llevan a relaciones
de recurrencia para probabilidades que deseamos calcular, en tiempo continuo nos
llevan a ecuaciones diferenciales. Una de ellas es la ecuacién backward de Kol-
mogorov. Sea (P,,z € E) una familia markoviana con probabilidades de tran-
sicién P(x,y) = P,(X; =y). Estas probabilidades de transicién satisfacen las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

Pits(T, 2) Zpéa:ypty, z)

puesto que al aplicar la propiedad de Markov
Po(Xeps =2)= Y Po(Xe =y, Xipo=2) = > _ Puf Py(X; = 2).
yeE yeE

Definiremos al semigrupo de transicién asociado (P, t > 0) de la siguiente manera:
para cada funcién f : E — R acotada (que definimos en A como 0), P,f : E — R
serd la funcién dada por

P f(z) = Eu(f(Xy)) .
Vemos que entonces

pe(z,y) = Pily(x).
Asi, las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov y la linealidad de la esperanza impli-
can la propiedad de semigrupo:

Pf(Psf) = Pt+sf~
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TEOREMA 5.5 (Ecuaciones backward de Kolmogorov). Para toda f : E — R
acotada, la funcion t — P, f es derivable y

%Ptf(x) = Z alz, z) [Pef(z) — Pof(2)] .

yeE

Dada la matriz de tasas de transicién, definiremos a la matriz infinitesimal @

mediante:
_Jalzy) z#y
Qz,y — .
—c(z) ==y
Entonces la ecuaciéon backward de Kolmogorov se puede escribir en la forma

0

&Ptf(x) =QPf.

Esto explica la conexién con ecuaciones diferenciales: las probabilidades de tran-
sicion de una familia markoviana satisfacen una ecuacién diferencial. Hemos visto
que en el caso de espacio de estados finito, la teoria clasica de ecuaciones diferen-
ciales lineales nos permite verificar que existe una tnica solucién para la ecuacién
backward de Kolmogorov y por lo tanto nos da una manera de obtener, a ve-
ces explicitamente pero inclusive también numéricamente, a las probabilidades de
transicion de la familia Markoviana.

DEMOSTRACION. Heurfsticamente, la prueba es una aplicacién de la propiedad
de Markov fuerte. Sin embargo, necesitamos una verisén que también depende del
tiempo. Especificamente, notemos que si s <t

Pif(z) = B (f(X1)) = Eo (Bx, (f(Xi—s))) = B (s f(X5)) -

Podemos por lo tanto pensar que por la propiedad de Markov fuerte aplicada al
tiempo de paro o =t AT} se satisface

(13) Ptf(x) = ]EJJ(Pt—U(XU))

parat > 0. Esto es en efecto cierto pero no se ha demostrado y se sigue del hecho de
que, a partir de la representacién de una familia markoviana, podemos aproximar
al tiempo de paro o por ¢” = [62"]/2™ y tomar el limite conforme n — oo para

verificar (13). Antes de esto, veamos cémo se aplica dicha ecuacién. De (13) se
deduce que:

Pof(2) = Eo(Pro (X)) = f(z) e ) 4 / S e a(a,y) P fly) ds.

Al multiplicar por e4*)* de ambos lados se obtiene

ec(x)tptf(x) = f(l’) +/0 e((x)s Za(m,y) PSf(y) ds.
y
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Finalmente, la expresion del lado derecho muestra que el lado izquierdo es derivable
y por la continuidad del integrando vemos que

CPS@) +el@) Puf() = X ale,y) PLS ).

Y

Para concluir la prueba falta justificar la ecuacién (13). Notemos que z —
P, f(x) es continua en t. Esto sucede pues

P.(t = T, para algunan > 1) =0,

puesto que cada T, es (condicionalmente a Zy, Zs,...) una suma de variables ex-
ponenciales. Entonces, vemos que

Pt+1/2"f(x) =E, (f(Xt+1/2"))

=E; Z f(XtJrl/Q") 10":(k+1)/2”
kik/20<t

== ]EI Z 1a-n:(k+1)/2nPt+1/2n,0-nf(Xo-n)
kik/2n<t

=[E,; (Pt+1/2"—a"f(X0"))
—n—soco EZL’(Pthf(XO')) ’

lo que prueba (13) y nos permite concluir. ]

5. Distribuciones invariantes

Ahora pasaremos al estudio de las distribuciones invariantes para familias
markovianas. La liga entre el tiempo continuo y discreto nos lo proporciona el
siguiente resultado que se sigue de las ecuaciones backward de Kolmogorov.

DEFINICION. Decimos que una distribucién v en E (identificada con la coleccién
numérica v, = v({z})) es invariante para una familia Markoviana si

ZVth(xay) = Vy

para toda ¢t > 0.

En otras palabras, la distribucion v es invariante si la distribucién de X; bajo
P, =3, vzP; es igual a la de X.

TEOREMA 5.6. Una medida de probabilidad v tal que ) vyc(xz) < oo es in-
variante para X si y solo si cv = (cyVy,x € E)) es invariante para la cadena
asociada.
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DEMOSTRACION. Por la ecuacién backward de Kolmogorov y el teorema de
Fubini-Tonelli se sigue que
(14)

ZV:,;Pt x,z) ZZ/IPO z,2) / ZZI/I alz,y) [Ps(y, z) — Ps(zx, 2)] ds.

Asi, v es invariante si y sélo si la integral del lado derecho es igual a 0 para cualquier
t. Escribamos a a(x,y) = c¢(z) P(x,y), donde P es la matriz de transicién de la
cadena asociada. Puesto que ) cyv, < ooy t — Pi(x,y) es continua, podemos
aplicar el teorema de convergencia dominada para concluir que el integrando en el
lado derecho de (14) es continuo. Por lo tanto, v es invariante si y sélo si

0= Z Z vea(x,y) [Po(y, 2) — Po(x, 2))
_ZZ Ve P 7/ z _130:Z] :ZC(x) VxP:v,z_Csz

x

En otras palabras, cv es invariante para la cadena asociada. O

Recordemos que en el teorema fundamental de convergencia para cadenas de
Markov (en tiempo discreto) la periodicidad juega un rol importante. Ahora vere-
mos que en tiempo continuo, en cierto sentido el proceso ya es peridédico.

PROPOSICION 5.7. Py(x,y) > 0 para alguna t > 0 si y sélo si Py(x,y) > 0 para
toda t > 0. En particular Py(z,x) > 0 para toda t > 0.

DEMOSTRACION. El caso particular es simple:
P(z,z) >P,(Th >t) > 0.

Por otra parte, si y # = y para la cadena asociada se accede de = a y entonces
existen xg,...,x, € F tales que zyp =z, x,, =y y Tk4+1 # Tk para los cuales

Py Py y>0.

En particular, se tiene que c¢(x;) > 0 para i < n.

Si Sq,..., 5,41 son exponenciales de parametro 1 independientes entonces
Piz,y) 2P| > ——— (m <t< Z P(xo,x1) - Py, _ .4 >0.
k<n VR 1) k<nt1 ©

(Sélo se debe tener cuidado si ¢(y) = 0.)
Finalmente, si de x no se accede a y para la cadena asociada Z entonces

P, (X; # y para toda t > 0) = P,(Z, # y para todan > 0) = 1. O

Una familia markoviana es irreducible si P, (X; = y) > 0 para todat >0y
todas x,y € E.
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PROPOSICION 5.8. Si la cadena asociada a una familia markoviana irreducible
es recurrente entonces no hay explosion.

Lo anterior nos dice que los conjuntos {t >0: X; =y} y {neN:Z, =y} o
son ambos acotados o ambos no acotados para familias markovianas irreducibles.
En el primer caso hablamos de transitoriedad y en el segundo de recurrencia.

DEMOSTRACION. Sélo hay que notar que si P,(Z, = x i.0. ) entonces o Z, se
absorbe en z (que sucede si y sélo si ¢(x) > 0 y no es compatible con la irreducibil-
idad de la cadena) 6 c¢(z) >0y

Zc(?ln) > oo/e(x) = o0

P,-casi seguramente, en cuyo caso, al condicionar con Z, vemos que no hay ex-
plosién. (Recordemos que si 7; son exponenciales independientes de pardmetro \;
entonces Y 7; = 0o casi seguramente si y sélo si Y 1/\; = 00.) O

TEOREMA 5.7. Si (P,) es una familia markoviana irreducible entonces son
equivalentes:

(1) Eziste una dnica distribucidn invariante v para la familia que satisface
vy > 0 para toda x € E y para cualquier distribucion inicial u:

Jim D IX; =)~ ] =0.

(2) Para alguna h > 0, la sucesion de variables aleatorias (Xpn,n € N) es
una cadena de Markov positivo recurrente.

En caso contrario, no eziste ninguna distribucion invariante y P,(X; =y) — 0
conforme t — 0.

DEMOSTRACION. Sélo demostraremos la equivalencia. (La prueba completa
se puede verificar en [Kal02].)

Sea h > 0. Notemos que (X,p,n > 0) es una cadena de Markov con matriz de
transicién Py (x,y),z,y € E. En efecto, vemos que

Po(Xn =x1,...,Xph = Tp) = Pa(z,21) Pp(x1,22) - Pr(@p—1,2p) .

Si para alguna h, dicha cadena de Markov es positivo recurrente, entonces al ser
irreducible y aperiédica, existe una tnica distribucién invariante v". Por otra
parte, la cadena de Markov X,,;/on > 0 debe también ser positivo recurrente pues
su tiempo de primer retorno esta acotado por dos veces el tiempo de primer retorno
de X,p,n > 0, el cual es integrable. Asi, existe una tinica distribucién invariante
para X, 2, digamos V"2 pero como ésta también es invariante para X,;, vemos
que vy = v". Escribamos por lo tanto v = v". Generalizando, vemos que para
cualquier racional no-negativo g, la distribucién de X, bajo P, es v y, al aproximar
a cualquier ¢ > 0 por la derecha por reales de la forma gh, vemos que v es invariante
para la familia markoviana. Para mostrar la convergencia en variacién, notemos
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que, de acuerdo al teorema fundamental de convergencia para cadenas de Markov,
se tiene que

Z|Pnh(x7y)_yy| —0

conforme n — co. Por lo tanto, al escribir a ¢t (de manera tnica) en la forma nh+r
conn € Ny 0 <r < h,las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov y la invariancia
de v nos dicen que

S 1P, y) = vyl <D0 [Panl, 2) — v Pr(z,y) — 0.

Por lo tanto, el teorema de convergencia dominada nos permite afirmar que

lim > [P, (X, =y) — 1| = 0.

t—o00

Por otra parte, si existe una distribucién invariante v para la familia marko-
viana, entonces v es una distribucién invariante para X,,;, lo que implica que esta
es positivo recurrente para cualquier h > 0. O

Finalmente, pasamos a la relacién entre el comportamiento asintético de la
probabilidad de transicién y los tiempos medios de recurrencia. Sea

TY =min{t >T, : X; = y}.
TEOREMA 5.8. Siy no es absorbente entonces
P, (TY < 0)
c(y) By (TY)

DEMOSTRACION. Sélo podremos probarlo en el caso transitorio y positivo re-
currente. En el caso nulo recurrente, tendremos la convergencia en el sentido de
Cesaro.

Primero nos concentraremos en el caso * = y. Si z es transitorio entonces
E,(TY) = 0o y por lo tanto el enunciado es valido. Si por otra parte y es positivo
recurrente y nos concentramos en su clase de comunicacién, esta serd irreducible y
sabemos que P;(z,y) converge a v, donde v es la distribucién invariante dnica (en
la clase de comunicacién de y). Asi, los tiempos medios de ocupacién

1 t
Lt = */ ].XS:y ds
tJo ’

1 t
Bl = [ BaXo=y) ds =,

tll)rglo Pt(fE,y) =

satisfacen:

Por otra parte, si Tr’{ =TY + Tgfl o 07y, la propiedad de Markov fuerte nos

dice que TY es una caminata aleatoria. Como 7Y ofr, se puede acotar en términos
del tiempo de visita a y por la cadena X,; o 01y, que es finito por ser positivo
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recurrente, vemos que E, (Ty) < 00, por lo que podemos aplicar la ley fuerte de

los grandes nimeros y deducir que bajo P, se tiene que Tf{ /n — E, (T,-’{) Por

esto, observamos que

Liy &+ +& | 1

Ty T c(y) Ex(Ty)
donde §; = Tj o 07y son variables exponenciales de pardmetro c(y) (a la cuales
también les aplicamos la ley fuerte de los grandes ndmeros). Finalmente, por

convergencia dominada vemos que

1
c(y) Eo(T)’
lo cual prueba el resultado en este caso (|

]Em(Lt) —



CAPITULO 6

El movimiento browniano

Consideremos una caminata aleatoria simple y simétrica S = (S,,,n € N). El
teorema limite central afirma que S,,/+/n converge débilmente a una variable nor-
mal estandar. Una manera de interpretar al movimiento browniano es como una
extensién multidimensional (inclusive infinito-dimensional o funcional) del teorema
limite central. En efecto, si S se extiende por interpolacion lineal en cada intervalo
[n,n+ 1] y consideramos al proceso estocdstico S™ dado por Sj* = Syt/v/n, vemos
que S}* converge débilmente a una normal de media 0 y varianza t. Por otra parte,
como S tiene incrementos independientes y estacionarios (cuando nos restringimos
a instantes de tiempo naturales) entonces si 0 =ty < t; < --- < t,,, entonces para
n suficientemente grande los incrementos S;° — S' , con 1 <4 < m son indepen-
dientes. Por lo tanto, vemos que dichos incrementos convergen débilmente a un
vector aleatorio con entradas gaussianas independientes de varianzas respectivas
t;i —t;—1 para 1 < ¢ < m. El movimiento browniano es justamente un proceso
estocastico que recoge este comportamiento limite de las caminatas aleatorias.

DEFINICION. Un movimiento browniano en ley es un proceso estocdstico
B = (B, t > 0) tal que:
(1) Bp=0
(2) B tiene incrementos independientes: si 0 = tp < t; < --- < t,,, entonces
By, — B, ,, 1 <4 < m son independientes
(3) B tiene incrementos estacionarios: Biis — By tiene la misma distribucién
que Bsy
(4) la distribucién de By es normal de media 0 y varianza ¢.
Un movimiento browniano es un movimiento browniano en ley que tiene trayec-
torias continuas.

Lo primero que se debe hacer es verificar que existen procesos estocasticos
que son movimientos brownianos o movimientos brownianos en ley. Para esto,
recordaremos algunos aspectos de vectores gaussianos.

1. Vectores gaussianos

A continuacién, trabajaremos con variables aleatorias con valores en R™; a los
elementos de R™ los tomaremos como vectores columna. Siz € R"ei € {1,...,n},

137
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denotaremos por x; a su i-ésima coordenada y si 2’ es el vector transpuesto de z,
. , !
escribiremos ' = (21,...,2,) 6 € = (T1,...,2Zp) .

DEFINICION. Un vector gaussiano es una variable aleatoria X definida en
un espacio de probabilidad (Q,.%#,P) y con valores en R™ y tal que para cualquier
A € R" X- X tiene distribuciéon normal. Asociado a un vector gaussiano estd el
vector de medias = (E(X1),...,E(X,))" y la matriz de varianzas-covarianzas ¥
(de tamaflo n x n) tal que X, ; = 3, ; = Cov(X;, X;).

Primero recordaremos, o mas bien formalizaremos, algunos céalculos para el
caso unidimensional. Sea X una variable aleatoria normal de media p y varianza
o2. Entonces X tiene la misma distribucién que o N + p donde N es una variable
normal estdndar.

(1) Calculemos la funcién generadora de momentos de X en términos de la
de IV:

E(euX) _ E(euo'N+u;L) _ eu,uE(euaN) )

(2) Calculemos ahora la funcién generadora de momentos de N:

> 2 1 RO 2 1 2
E euN :/ UT T /2 dx :/ et /Zef(zfu) /2 dr = et /2.
(=] _ or - o

(3) Concluimos que
E(euX) — pukg—u’o?/2
(4) Probemos la desigualdad
P(N >z) < e /2

siz > 0. Esta desigualdad se sigue del siguiente razonamiento: para
x, A > 0:

MP(E > 1) < E(e’\515>m) < E(e)‘i) = e_>‘2/2,
por lo cual para cualquier A > 0,
P& >z) < e re A2,

Al minimizar el lado derecho de la expresién anterior sobre A > 0 (el
minimo ocurre cuando A = ), se obtiene la desigualdad deseada.

(5) Calculemos ahora los momentos de N; como su distribucién es simétrica,
los momentos de orden impar son cero. De hecho, la simetria implica
que E(e“‘m) < oo para toda u € R. Por el teorema de convergencia
mondétona

> u"E(|N]*") % :E(e"lNl) < o0
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por lo cual todos los momentos de orden par son finitos y ademads, por
convergencia dominada vemos que

STwE(N) o = E(eY)

(Otra forma de verlo es puesto que e~/ = a:"e‘m2/4e_r2/4, y T
z"e=%"/4 es acotada Vv T— e~ /4 es integrable, se sigue que todos los
momentos son finitos). Esto implica que la funcién generadora de momen-
tos es infinitamente diferenciable y que su enésima derivada en cero es el
momento de orden n de N. Sea ¢ la generadora de momentos de la gaus-
siana. Hemos visto que & (u) = e“*/2 por lo que ¢(2")( 0) = 2n!/nl2™.
Ast:

2n/!

nl2n’

E(N?") =

Ahora, como la serie de momentos de N es absolutamente convergence,
el teorema de convergencia dominada nos permite afirmar que

’I’L

1uN ZE Nn 7' ) _€7u2/2.

(6) Un caso particular muy til es que E(N*) = 3.
(7) Ahora calculemos los momentos de |N|, ya tenemos a los momentos de
orden par; los de orden impar se calculan de manera distinta:

2
0 oz /2

0 v 2T
e Y/2
= y"dy
/0 V2T

2n+1
V2T
= 2"+1/2n!/ﬁ.

Ahora veremos que la distribucién de un vector gaussiano estd determinada
por puy A, tal como la distribucién gaussiana estd determinada por la media y la
varianza. Para esto, sea A € R” y calculemos la media y la varianza de A - X: la
media es

E(|N| 2"+ = 2" 2z dx

n!

X) = Z;ME(XI») = Z;m =Ap
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y la varianza es

Var(\ - X) = Var <Z /\iXi>
1=1

Z E(Ai (Xi — wi) Aj (X5 — py))

ij=1

D AN A

ij=1

= NAN.

Recordemos que las variables aleatorias en R™ estan determinadas por su funcién
caracteristica. Como X - X es una variable aleatoria gaussiana, se sigue que

E(eiA‘X) _ ei)vue—)\/A)\/Q'

Se sigue por lo tanto que X tiene una distribucién normal multivariada con media
1y matriz de varianzas-covarianzas A. Se deduce el siguiente corolario importante.

COROLARIO 4. Las entradas de un vector gaussiano son independientes si y
solo si son no-correlacionadas.

La prueba se basa en notar que si las entradas de un vector gaussiano son
no-correlacionadas entonces la matriz de varianzas-covarianzas es diagonal lo cual
implica que la funcién caracteristica se factoriza y que por lo tanto las entradas
son independientes.

Necesitaremos ver que la convergencia débil de variables aleatorias gaussianas
implica la convergencia de momentos.

PROPOSICION 6.1. Si X,, es una sucesién de variables gaussianas que con-
verge débilmente a una variable aleatoria X entonces X es gaussiana, |X,|P es
uniformemente integrable para toda p > 0 y E(XP) — E(XP).

DEMOSTRACION. Sean y,, = E(X,,) y 02 = Var(X,,). Por hipétesis
pithn—onu?/2 _ E(ei“X”) N E(eiuX)
para toda u € R. Vemos entonces que

e—aim/z _ ’E(eian)| N |]E(ei“X)

)

2 . .2
por lo que e~ es convergente, digamos a o2. Esto nos muestra que /i, es también

una sucesiéon acotada. En efecto, si por ejemplo pu,, — oo entonces

0.2

B(X < 2) = B(Xo — pin < &= ) SB((Xn = p)” < (2= n)”) < 7205 0,
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por lo que X, no puede converger en distribucién y contradice la hipétesis. Por
medio de subsucesiones y de considerar a —X,, podemos reducirnos a este caso y
concluir que p, es una sucesion acotada.

Como e*#n es convergente para cualquier u € R, esto no muestra que cua-
lesquiera dos limites subsucesionales u' y p? de p, satisfacen p' — p? = 2k7/u
para todo u € R donde k € Z, lo cual forza la igualdad £ = 0 y por lo tanto
w' = 2. Esto implica que u,, converge, digamos a u, y por lo tanto

E(eiuX> — eiu/i—02u2/2

por lo cual X es normal de media u y varianza 2. Vemos que ademds,
E(e“X") — E(e“X) < 00,

por lo que para toda p > 1 se tiene que sup, E(|X,|?) < oo y por lo tanto
(|X7| P) es uniformemente integrable para toda p > 1, lo cual a su vez implica que
E(|X,|?) — E(|X|?) para todo p > 1. O

Ahora haremos algunos célculos con la distribucién gaussiana. Primero, cal-
culemos la distribucién de N2:

P(N? <z) =2P(0 < N < Vz),

por lo que
e~®/? 1
C Var Ve
Se concluye que N? tiene distribucién I' de pardmetros (1/2,1/2), donde el primer

pardmetro es el de posicién y el segundo el de escala. (Si 7, tiene distribucién T
de pardmetros (a,b) entonces

fnz(z)

1 —1
P €dr) = — (bx)* " be b dx,
(e € d) = g5 (o)

por lo que ¢yap ~ I'(a,b/c) y esto ultimo explica el nombre de pardmetro de
escala.) Ahora calcularemos la distribucién de No/Nj, donde Ny y No son gaus-
sianas independientes: primero calculamos la densidad de (N7, No/Nyp) al utilizar
la transformacién (z, z) — (x, zx), cuyo jacobiano es x, vemos que
a:2(1+z2)/2£

o’
Al integrar z en la expresién anterior, utilizando el cambio de variable y = x2/2,
obtenemos:

_ 2 (1+22) /2 L g :2/ fy(1+z2)id _ 1
Frami (2) /e o ¢ or Y (14 22)°

fN17N2/N1 ((E,Z) = le,NQ ({L‘7ZCL')£L‘ =e

Se sigue que Ny/N; tiene ley Cauchy; la distribucién asociada se puede explicitar
en términos de la funcién arcoseno. Sea C una variable aleatoria Cauchy; ahora
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caracterizaremos a la distribuciéon de A = 1/(1 + C?). Como

P(A>a) =P(1/e>1+C%) =P(1/z—12C%) =2(0<C < V1jz—1),

entonces

Iata) = =240 (VI=02) g = s

Por lo tanto, A tiene distribucién Beta de pardmetros 1/2,1/2, que es la llamada
distribucién arcoseno. Asi, vemos también que N7/ (N? + N3) tiene distribucién
arcoseno.

Cuando X1, ..., X son independientes y normales estandar, se puede calcular
la distribucién de X;/||X|| mediante el siguiente razonamiento: como para z > 0

2P(0 < X1/|IX|| <z) =P(X] < (X3 +---X3) 2®/(1 — 2%)),

-1 1

entonces

2fx, /1% ()

_9 /OO dy ! y T 2emv/2 /yzz/(lmZ) dz - 2 H/2e1/22
oz J, 2v+1/2T (v + 1/2) 0 V2T(1/2)

V—1/2e—y/2

/‘”d 1 % 1 ( 22 )‘1/26_y (
o Yorer 1 1/2)Y Ya—a22aray2) \V1-22
|

_ o -3/2 [T I Yoy

= 2 T 1/ T()2) (1-4%) /0 &gty e
I(v+1) (1-

T(v+1/2)T(1/2)

Notemos X1 /[|X]|| y ||X|| son independientes pues la distribucién de X es invariante
ante transformaciones ortogonales. La interpretacién ahora es clara: como X7 tiene
distribucién T' de pardmetros 1/2 y 1/2 se sigue que ||X|| tiene distribucién I" de
pardmetros §/2 y 1/2, es independiente de X1 /||X|| cuya distribucién es la de Ss,
por lo que se ha verificado la factorizacion de la distribucién normal cuando § es
un entero positivo. La interpretacién de la ley arcoseno es ahora clara: se trata de
la distribucién de |X;]| /|| X]|| cuando § = 2.

Una muestra de la utilidad de la definiciéon de vector gaussiano es la siguiente
caracterizacién del movimiento browniano en ley.

2)1/—1/2 ]

DEFINICION. Un proceso estocdstico X = (Xy,¢ > 0) es un proceso gaus-
siano si para cualesquiera ti,...,t, > 0 el vector aleatorio (X, ,..., X, ) es un
vector gaussiano.

EJERCICIO 6.1. Un proceso estocdstico B = (B, t > 0) es un movimiento
browniano en ley si y s6lo si es un proceso gaussiano centrado y E(BsB;) = s A t.

22

2 1;x2)
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FiGurA 1. Aproximaciones al movimiento browniano

2. Existencia del movimiento browniano

2.1. El método de Lévy. Sea (Q,.%,P) un espacio de probabilidad en el que
estan definidas una coleccién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas

(Si’n)0§i§2",n7§0

de distribucién N(0, 1).

Definamos X,(0) = 0, Xo(1) = &,0 y extendamos linealmente la definicién de
Xy al intervalo [0, 1]. Definiremos una sucesién de procesos continuos con trayec-
torias continuas (X,),~, postulando que X,, sea lineal sobre los intervalos de la

forma [k/2", (k4 1) /2"] y que

2j 2j 2j+1 2j+1 §2j41,n
A (2) A (2) oA (2 — (T ) e
Se pueden apreciar los 9 primeros pasos de la aproximacién en la Figure 1.
Notemos que para toda n > 0, Yy, = (X, (k/2"))g<p<on €s un vector aleatorio
gaussiano, por lo que el proceso X,, es un proceso gaussiano ya que X, (t) es una

combinacién lineal de las entradas de Y". Para determinar a dicho proceso es sufi-
ciente explicitar su funcién de covarianza, que a su vez se obtiene por interpolacién
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lineal en cada intervalo [j/2", (j 4+ 1) /2"] a partir de las cantidades:

(n(£)5(2)

notemos que la funcién de media es cero.

LEMA 5. Se tiene la igualdad

(0 (zr) %)) = 5

DEMOSTRACION. La prueba se hard por induccién sobre n, siendo la base
inductiva (n = 0) inmediata. Si el lema es cierto para n — 1y k y [ son pares,
entonces también es vélido para n. Por otra parte, si k = 2541 y [ es par entonces,
al utilizar la independencia entre {2;11,, ¥ Xn—1, se obtiene

2j+1\ 1 J 1 Jj+1 §2j+1,n
Xn( on > - 2X"1<2n—1) + 2Xn1(2n_1) + 2(n+1)/2’

por lo que

b () () e () (22)
T2 2n 1T ol

Al analizar los distintos casos que pueden darse, nos damos cuenta de que

e (50) % () = S5

por otra parte, si tanto [ como k son impares pero distintos, el andlisis es andlogo.
Finalmente, si k =1 = 2541, al escribir a X,,(k/2™) en términos de X,,_; y utilizar
la hipétesis de induccién y la independencia entre &, y X,,—1, se observa que

E\ 1 1j+1 L Een \’

4411 241
T 9n+l on+1 ~—  9n
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Verifiquemos ahora que la sucesiéon de procesos (Xp), oy converge uniforme-
mente. Para ésto, consideremos el evento

A, = { sup | Xn(t) — Xp—1(t)] > 2_”/4}

teo,1]
27 +1 27 +1
= max X )+ - X1 2+ > 9~ n/4
0<j<2n—1-1 2n AL

:{ max [£2;4+1.n >2(n+2)/4}'

0<j<an—1-1

Entonces, por la subaditividad de P, el hecho de que las variables §; ; tengan
ditribucién N(0,1) y la cota para la cola de la distribucién normal estandar:

on—l_q
PA) < Y P(leaal > 20204)
j=0

<ol w9 x e 22

De la cota anterior, se conluye la convergencia de la serie ), IP(4;), por lo cual, el
lema de Borel-Cantelli nos permite afirmar que existe E € # tal que P(E) =1 tal
que si w € F, existe ng = np(w) tal que para n > ng se tiene que

X (1) = Xnoa (1) <2774,

de lo cual se deduce la convergencia uniforme de la sucesién (X,,), .y hacia un
limite X = (X¢),¢[0,1] que es entonces continuo. La prueba estard (basicamente)
terminada cuando verifiquemos que X es un movimiento browniano en [0, 1]; sin
embargo, ésto se sigue del hecho de que una sucesion de variables aleatorias gaus-
sianas que converge en probabilidad (lo cual estd implicado por la convergencia
casi segura) también converge en LP para toda p > 1, se puede tomar el limite
cuando n — oo con k = [2"s] /2" y I = |2"t|/2™ en el lema anterior para concluir
que la funcién de media de X es cero y que

E(X:Xs) =tAs.
Si 51 < s9 <t; < tg, al igualdad anterior implica que
E((XSQ - XSl) (th - th)) =83—51— 82+ =0,

por lo que X tiene incrementos independientes (recordemos que se trata de un
proceso gaussiano) y como tiene trayectorias continuas, empieza en cero y X; tiene
distribucién N(0,1), se sigue que X es un movimiento browniano.

Para concluir, falta construir un movimiento browniano en [0, 00) en vez de en
[0, 1], pero ésto se puede lograr considerando una sucesién de movimientos brown-
ianos independientes en [0, 1] y concatenando sus trayectorias.
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EJERrcIcIO 6.2. El objetivo de este ejercicio es construir, a partir de movimien-
tos brownianos en [0, 1], al movimiento browniano en [0, c0).

(1) Pruebe que existe un espacio de probabilidad (2,.%#,P) en el que existe
una sucesién B!, B% ... de movimientos brownianos en [0, 1] independi-
entes. (Sugerencia: utilice la construccién del movimiento browniano de
Lévy para que la solucién sea corta.)

(2) Defina a B, = B} +--- + Blw + Btrﬂm para t > 0. Pruebe que B es un
movimiento browniano.

2.2. El método de Kolmogorov. Puesto que hemos probado el teorema de
consistencia de Kolmogorov en tiempo continuo, esbozaremos uno de los métodos
mas generales para construir procesos con trayectorias continuas, basados en el

criterio de continuidad de Kolmogorov. Si 0 < t; < -+ < t,, definamos pis, . ¢,
como la distribucion normal multivariada de media cero y matriz de varianza-
covarianza ¥ dada por X;; = t; At;. Al quitar la coordenada ¢ a un vector

aleatorio con distribucién p, .. ., obtenemos un vector aleatorio cuya distribucién
€S [ty .. ti 1,tir1,..tn> POT lo cual se puede aplicar el teorema de consistencia de
Kolmogorov para concluir que existe un espacio de probabilidad en el que estan
definido un proceso estocdstico (B, t > 0) tal que la distribucién de (B, , ..., Bt,)
es [l ... t,- s claro que entonces B es un movimiento browniano en ley.

TEOREMA 6.1 (Criterio de continuidad de Kolmogorov). Sea X un proceso
estocdstico real tal que existen constantes o, B, K > 0 tales que

E(| X, — X,|*) < K (t—s)"".

Entonces existe un proceso estocdstico X tal que X es modificacion de X, es decir

que P(Xt = Xt) =1 para toda t > 0, y cuyas trayectorias son continuas.

Puesto que
E(|B; — Bi|*) = 3(t — s)°

si 0 < s < ¢, vemos que el criterio de Kolmogorov aplica para construir una
modificacién de B con trayectorias continuas.

EJERCICIO 6.3. Pruebe que si X es una modificacién de X entonces ambos
procesos tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales. Concluya que si B
es un movimiento browniano en ley y B es una modificacién de B con trayectorias
continuas entonces B es un movimiento browniano.

DEMOSTRACION. De nuevo razonamos en [0,1]. Sea D,, el conjunto de los
racionales diddicos de orden n, es decir

Dn:{;0§k§2n}.
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Definamos a

Xk _kal

max ‘
0<k<2n—11| 27 2m

aa]

n

Al utilizar nuestra hipétesis, vemos que

E(Z (277,06")04) < Z 2cna2nK27n(1+ﬁ) _ KZ 2n(ca7ﬁ).

n

Por lo tanto, si ¢ < /8 entonces la esperanza del lado izquierdo es finita y por lo
tanto casi seguramente existe una variable aleatoria K5 tal que

& < K927 "¢ para toda n > 1.

Veamos que entonces X tiene trayectorias c-Holder, al menos en el conjunto
D= U D,.
n

En efecto, si 6 > 0, consideremos m tal que § € [2=™~1,27m]. Sis,t € Dy
|t — s| < 0 entonces existe n > m tal que t,s € D, por lo cual

_ _ o _ K
X, - X <, < ) & <Ky Y 27 < K2 < STt
n’'>m n’'>m
Al ser X c-Holder continua sobre D y ser D denso, existe una tunica extensién
c-Hélder X de X sobre D a [0, 1] que satisface

X, = lim inf Xpons1/9n casi seguramente.
n—oo

Veamos que X es una modificacién de X. Esto se sigue pues si t € [0,1] y
t, = [2™t]/2™ entonces

E(‘Xt—Xt

@) < liminf B(|X,, — X, ) <limsup K (t, — )7 =0. D

n—o0

3. La propiedad de Markov

La propiedad de homogeneidad temporal del movimiento browniano (que también
comparte con el proceso de Poisson y otros procesos de Lévy) se puede interpre-
tar también como una propiedad de Markov. Sean bZ%g el conjunto de funciones
medibles de R en R que son medibles y acotadas y Cy el subconjunto de b%Bg
que consta de funciones continuas que se anulan al infinito, es decir, tales que
lim, 1o f(z) =0.

Definiremos P; : b%r — b%Pr dado por
e—(y—z)?/2t

Pf(z) = E(f(B, + 1)) = / ) e o

Nuestra primera versién de la propiedad de Markov es entonces
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PROPOSICION 6.2. Para toda f € b%Br
E(f(Bt) |ys) = Ptfsf(Bs) .
Ademds P.(Cp) C Cy y P tiene la propiedad de Feller:

lim  sup [|Pf - f]| =0,
t=0 feco,llflI<1

donde || - || denota la norma uniforme.

Por supuesto, la propiedad de Markov es mucho més 1til cuando la expresamos
en el espacio candnico.

Sea () el espacio de funciones continuas de [0,00) en R y definamos X; :  — R
mediante X;(f) = f(t), as{ como la o-dlgebra # = o(X;:t>0). Si B es un
movimiento browniano definido en cualquier espacio de probabilidad, podemos in-
terpretarlo como una variable aleatoria con valores en €2 (que serd medible respecto
de la o-dlgebra .% que hemos escogido) y denotamos por Wy a su ley. A Wy se
le conoce como medida de Wiener. De la misma manera definimos a W, como la
distribucién de B + .

Sea 6, : Q@ — Q donde 0,f(s) = f(t+s). Ahora daremos la versién de la
propiedad de Markov fuerte del movimiento browniano en el espacio candnico.

PROPOSICION 6.3. Para toda F € b7, la funcion x — W, (F) pertenece a bBr

WuL(FOHt |yt) :Wxt(F)

De igual manera, la homogeneidad se puede extender a tiempos de paro e
interpretar como una propiedad de Markov fuerte

PROPOSICION 6.4 (Propiedad de Markov fuerte para el movimiento brown-
iano). Sea B un movimiento browniano y F,t > 0 su filtracidn candnica. Si
T es un tiempo de paro finito, el proceso BT dado por B = Bpy, — Br es un
movimiento browniano independiente de Fr. En el espacio candnico, se tiene que
para toda F € b.F y todo tiempo de paro T

Wz(F o 0T ‘ ﬁT) = WXT(F) .
Hemos probado més generalmente la propiedad de Markov fuerte para procesos
de Lévy. La version en el espacio candnico admite una verificacién similar.

Como una aplicacién a la propiedad de Markov fuerte, daremos el principio de
invarianza de Donsker, primero en su version para la caminata aleatoria simple.

4. Martingalas y procesos asociados

Continuaremos con algunos procesos asociados al Browniano que resultan ser
utiles para su andlisis. Comenzaremos con algunas martingalas.

PROPOSICION 6.5. Sea B un movimiento browniano. Entonces los siguientes
procesos son martingalas.
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(1) B, t >0,
(2) B? —t,t >0,
2
(3) eABtf)\ t/2 y ]
(4) cosh(ABy) e Mt/2,

DEMOSTRACION. Se tiene que B; — By es independiente de .%, para s < t; se
deduce lo anterior pues por una parte B; — By es independiente de (Bsi - Bs, )?:0
para cualquier n > 0 y cualquier coleccion de reales

0=s0<s51 <+ <5, < s

y por otra, dichas variables aleatorias generan .%.

(1) Vemos que
OZE(Bt—BS |§S):E(Bt ‘ys)_B&

pues B; es .#; medible. Se conlcuye que B es una (), ,-martingala.
(2) Al ser B una martingala y B; — B, independiente de %y, se tiene que

t—s=E(B, — By)
:IE( (B — B,)> ‘f/})
=E(B} | %) — 2E(B,B, | #;) + B?
=B -E(B} | 7.).

de acuerdo a las propiedades de la esperanza condicional.

(3) Basta recordar que el cdlculo de la transformada de Laplace de una vari-
able normal estandar y utilizar el que B; — By es independiente de %
para s < t y se distribuye N(0,¢ — s,) pues entonces:

A2(t=5)/2 _ E(e/\(B,,—BS)> _ E<6A(Bt—BS) ‘ft) —E(P | #) e B O

EJERCICIO 6.4. Sea
2
MtA = B At/2

(1) Explique y pruebe formalmente por qué, para toda n > 1, 9" M} /OA™ es
una martingala.

(2) Sea H,(z) = (-1)" 6“2/2%6_’”2/2. A H, se le conoce como enésimo
polinomio de Hermite. Calcilelo para n < 5. Pruebe que H, es un
polinomio para toda n € Ny que 8" M} JOX" = t"/?H,, (Bi/Vt) M.

(3) Pruebe que t"/2H,, (Bt/\/f) es una martingala para toda n y calcilela
para n < 5.

(4) Aplique muestreo opcional a las martingalas anteriores al tiempo aleatorio
Top = min{t > 0: B, € {—a,b}} (para a,b > 0) con n = 1,2 para cal-
cular P(Br, , =b) y E(T,;), Qué concluye cuando n = 3,47 ; Cree que
T, tenga momentos finitos de cualquier orden? Justifique su respuesta.
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(5) Aplique el teorema de muestreo opcional a la martingala M* al tiempo
aleatorio T, = inf {t > 0: B; > a} si A > 0. Diga por qué es necesaria la
ultima hipdtesis y calcule la transformada de Laplace de T,.

(6) Opcional (para subir calificacién en esta u otra tarea):

(a) Modifique el ejercicio para que aplique al proceso Poisson.
(b) Resuélva el ejercicio modificado.

Contruyamos ahora una martingala a dos parametros con el movimiento brow-
niano: consideremos

Mt,s = Bt - Bs

para0 < s <ty Fs4 = 0(B, — Bs : u € [s,t]). Entonces, como %, ; es independi-
ente de .Z; (por la propiedad de incrementos independientes de B) y estd contenida
en Fy, 810 <u<s<t<w, se tiene que

E(Mu,v |§S,t) :]E(Bv — By |ﬁs,t)
=E(B, — By | Fst) + E(Bs — By | #st) + By — Bs
:Bt—Bs :Mt,s'

Ahora analizaremos cuatro procesos importantes que ilustran propiedades de in-
variancia de la distribuciéon del movimiento browniano.

PROPOSICION 6.6. El movimiento browniano B tiene las siguientes propiedades
de invariancia.

Simetria: —B es un movimiento browniano

Homogeneidad temporal: Para toda t > 0 el proceso Bt dado por Bt =
Biys — B; es un movimiento browniano independiente de o(Bs : s < t).

Autosimilitud: Para toda ¢ > 0 el proceso Bet/+\/c,t > 0 es un movimiento
browniano.

Inversion temporal: El proceso

X, = 0 t:07
tBl/t t>0

para t > 0, es un movimiento browniano.

DEMOSTRACION.

(1) Los incrementos de —B son iguales a menos los incrementos de B. Por lo
tanto, los primeros seran independientes y estacionarios. Las trayectorias
de —B son continuas y comienzan en cero. Finalmente, puesto que la
distribucién normal centrada es invariante ante la transformacion x +—
—x, vemos que —B; y B; tienen la misma distribucién y por lo tanto —B
es un movimiento browniano.



4. Martingalas y procesos asociados 151

(2) Notemos que las trayectorias de BY son continuas y comienzan en cero.
Si0=sy <81 <---< 8, entonces

t t

(B, - B

LI R

.,Btn —Bt ) = (Bt+sl _Bt7'~';Bt+sn _Bt+sn_1);

s Sn—1

puesto que los incrementos de B son independientes y estacionarios, ve-
mos que los de B también lo son. Ademds, ya que BY = By s — By,
vemos B! tiene distribucién normal (0, s). Finalmente, para verificar que
B! es independiente de .%;, notemos que por la propiedad de incremen-
tos independientes de B, B}, ..., B; es independiente de (B;,,..., Bs,)
si $1,...,8, < t. Por clases mondtonas, se verifica entonces que B! es
independiente de .%;.

(3) Se omite. Buen ejercicio

(4) Puesto el proceso de interés es gaussiano, se verifica mediante un célculo
de varianzas-covarianzas, que (X¢,,..., Xt )y (Btyy.. ., By, ) sit1, ..., tn >
0. Por lo tanto, X es un movimiento browniano en ley. Sin embargo, no
es nada trivial es que el proceso de interés tiene trayectorias continuas,
en particular en cero. Ofrecemos dos pruebas: la primera es notar que B
satisface la ley fuerte de los grandes nimeros: B;/t — 0 conforme ¢t — oo
casi seguramente.

EJERCICIO 6.5.

(a) Al aplicar la desigualdad maximal de Doob sobre los racionales de or-
den n y pasar al limite conforme n — oo, pruebe que sup,. |B; — B |
es cuadrado integrable. a

(b) Pruebe que la sucesién de variables aleatorias

< sup |Bn4t — Byl ,n € N)

t€(0,1]

son independientes, idénticamente distribuidas y de media finita.
(Utilice la propiedad de Markov.)

(c) Al utilizar Borel-Cantelli, pruebe que, para cualquier C' > 0 fija,
lim sup,, o SUPte(o,1) [ Bntt — Bul /n < C casi seguramente.

(d) Pruebe que (B, /n,n > 1) converge casi seguramente a 0 y deduzca
que limy_,o B/t = 0.

La segunda prueba comienza con notar que B y X tienen las mis-
mas distribuciones finito-dimensionales y trayectorias continuas en (0, 00).
Luego, si s¥,s5,... es una enumeracién de los racionales en [0, 1/k] para
k > 1,se escribe

(im0} = N UN{

n>1k>1 i

< l/n},
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y se tiene una expresién similar para {lim;_,o Xy = 0}. Por continuidad
de P, se sigue entonces que

1

]P’(lim B; = 0)
t—0

— lim lim lim P(‘Bsk <1/n,...,|B. <1/n)
n—00 k—o00 i—00 1 i

— lim lim lim P(’ng <1/n,...,|Xu <1/n)
n—00 k—00 41— 00 “1 Zi

)

(Esta prueba es mucho més general si se expresa en el espacio canénico.)
|

Finalmente, estudiaremos algunos otros procesos importantes que se definen a
partir del movimiento browniano.

Proceso de calor: Es el proceso estocdstico (t, B;),t > 0.

Movimiento browniano multidimensional: Si d > 1, sean B',..., B¢
d movimientos brownianos independientes. Entonces B = (Bl7 ey Bd)
es el llamado movimiento browniano en dimensién d.

Procesos de Bessel de dimension entera: Si B es un movimiento brow-
niano d dimensional, el proceso R dado por R; = ||B:|| es el llamado
proceso de Bessel d-dimensional.

Maximo acumulativo: Si B es un movimiento browniano unidimensional,
su mdximo acumulativo es el proceso B dado por By = maxs<; Bs. Es un
proceso adaptado respecto a la filtracién candnica de B y tiene trayecto-
rias continuas.

Proceso de tiempos de arribo: Se trata del inverso generalizado del maximo
acumulativo; formalmente se trata del proceso T' dado por

T,=inf{t>0:B; > a}

para a > 0. Es un proceso con trayectorias no decrecientes y continuas por
la derecha. De hecho, veremos que es un subordinador estable. Al utilizar
la martingala exponencial del movimiento browniano es facil calcular su
transformada de Laplace. (Tarea.)

Proceso de tiempo de positividad: Sea A; = fot 1p,>0ds. Entonces A;
es una variable aleatoria, lo cual se prueba al notar que la funcién (¢, w) —
B;(w) es medible en el espacio producto, lo que es consecuencia de que
las trayectorias de B sean continuas. Entonces se puede aplicar Tonelli
para concluir que A; es variable aleatoria. Con esto, se deduce que A es
un proceso con trayectorias continuas. Podrémos calcular explicitamente
la distribucién de A;.
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Proceso de edad de las excursiones: Sea
gt =sup{s <t:Bs=0}.

Puesto que para cada t > 0, By # 0 casi seguramente, entonces casi
seguramente g; < t.

5. Principio de invariancia de Donsker

El espacio canénico de funciones continuas de [0,1] en R, denotado C' =
C([0,1]) se puede dotar de la métrica d inducida por la norma uniforme. Por
ejemplo, si X es el proceso candnico entonces X; es continua en C. Esta métrica
nos ayuda a definir funciones continuas en C'y probar resultados de convergencia
débil para variables aleatorias con valores en C.

Sea (S,) una caminata aleatoria centrada y con varianza finita y positiva, que
supondremos, sin pérdida de generalidad, igual a 1. Sea

1
vn

TEOREMA 6.2 (Principio de invariancia de Donsker). Para toda F : C — R
continua y acotada, E(F(X™)) — E(F(B)).

X[ = [S(nt) ([nt] = nt) + Sppe (nt — [nt])] .

Asi por ejemplo, al considerar F(f) = sup,., f(s) Az vemos que la distribucién
de maxy<n Sk/v/n converge débilmente a la distribucién de max,ejo,1) Bs. Pero
también, con X; A x, vemos que S, /+/n converge débilmente a By que tiene dis-
tribucién normal [0,1]. En este sentido, el teorema anterior es una extensién fun-
cional del teorema limite central.

La prueba del teorema anterior se basara en un resultado que permite encajar
a la caminata aleatoria dentro del movimiento browniano.

TEOREMA 6.3 (Teorema de encaje de Skorohod). Sea (S,) una caminata
aleatoria centrada y con varianza 1. FEziste un espacio de probabilidad filtrado
(Q, F, %, P) en el que existe un (F)-movimiento browniano B y una sucesion
creciente de tiempos de paro (T,,,n € N) tal que ((T,, Br,),n € N) es una cami-
nata aleatoria, donde las primeras coordenadas tienen esperanza finita igual a 1 y
la sequndas coordenadas tienen la misma distribucion que S.

Un ejemplo sencillo de este teorema, que probaremos mas adelante, consiste
en considerar a,b > 0 y considerar el caso en que S tiene distribucién concentrada

en {a,b} y centrada por lo que
a b
]P) = = P = — = .
S1=b=—7 vy PS1=-a)=_——~

Si B es un movimiento browniano, definamos recursivamente Ty = 0 y

Tn+1 = inf {t Z 0: Bt+Tn — BTn S {_a, b}} .
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Por la propiedad de Markov fuerte vemos que las variables aleatorias
((Tn —Th_1, BTn — BTnfl) NIES N)

son independientes e idénticamente distribuidas. Ademads, al utilizar el teorema de
muestreo opcional de Doob aplicado a las martingalas B y B? —Id al tiempo de
paro 17, vemos que By, tiene la misma distribucién que Sy y que 7} tiene esperanza
finita e igual a ab.

PRINCIPIO DE INVARIANCIA DE DONSKER. Se asumird el teorema de encaje
de Skorohod.

Consideraremos el caso en que F es uniformemente continua. (Esto es suficiente
por argumentos generales de convergencia débil.) Sea M una cota para F' y para
€>0,sead=0d(c) >0 tal que |F(f) — F(g)| <esi|f—gl| <d. Notemos que

lim IP’( sup |Bs — Bsyip| > 5) =0
720\ s<1,h<y

puesto que B tiene trayectorias continuas.

Puesto que E(T7) =1, la ley fuerte de los grandes niimeros implica que T, /n —
1 casi seguramente y por lo tanto, el lema de Pdélya para convergencia uniforme
implica la convergencia T, /n — t uniformemente para t € [0,1] (casi segura-
mente).

Por el teorema de encaje de Skorohod, a la caminata aleatoria reescalada e
interpolada la podemos escribir como sigue:

xp = I (Fg] ) B\T)%f* (nt — |nt))

vn
Por escalamiento, vemos que
[E(F(X™) - F(B))| = [E(F(X") — F(Bu/v/i,t <1)) .
Ahora dividimos la integral en dos partes, dependiendo de si

<7y 6
sup |71} n—t
up [Ty / ’{>v

para obtener

|E(F(X"™) — F(Bn/vn,t <1))|
< |E(F(X™) = F(Bp/vn,t <1))1

Sup;<i |TLntJ /n7t| S’Y|

+ 2MIF’<sup |T\_ntj/n - t| > ’y> .
t<1
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El segundo sumando tiende a cero conforme n — co. Por otra parte

‘E<[F(Xn> - F(B”t/\/ﬁ’t < 1)} 1supts1 |TL,L” /n—t|§’y)‘

<e+2MP sup |Btht+h| >0
h<2yn
t<n

Por autosimilitud podemos escribir al segundo sumando como

2MP sup |Bt - Bt+h| >4
h<2y
t<1

Ahora es claro que podemos escoger v > 0 tal que el segundo sea tan pequefio
Ccomo queramos. O
La prueba del teorema de encaje de Skorohod se basa a su vez en el hecho de que
cualquier distribucién en R centrada se puede ver como mezcla de las distribuciones
b
v, — 0+ ——0_q
a,b — a+ b b a+b

LEMA 6. Sea p una distribucion en R centrada y de varianza finita. Entonces
existe una distribucion i en R_ x Ry tal que

p(A) = [ vas(A) flda db).

DEMOSTRACION. Sean py y p— las restricciones de p a (—00,0) y a (0,00)
respectivamente, definamos

c= [ynitdy) =~ [on(dn).

ﬁ(dw,dy)==Ldo)éop(dw7dy)+-y4£5§uf(dw)u+(dy)-

Entonces, para cualquier f medible y acotada (por no decir funciones indicadoras)
se tiene que

¢ [ @) (o) = cf(© () + ¢ [ ) () + ¢ [ F(0) sl

0)+ / / yf (@) — 2 (y) e (dy) p_(dz) .

y sea

Como
f@)y—flyez

v (f) = HELROE,
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se sigue que

/fu dz) = cf(0 //vzy — ) p—(dz) pus (dy)

0 equivalentemente,
/f,uda: //VTy ia(dx, dy) . |

PRUEBA DEL TEOREMA DE ENCAJE DE SKOROHOD. Veamos ahora como en-
cajar una caminata aleatoria centrada (con varianza 1 por cada paso) en el movi-
miento browniano B: sea p una medida de probabilidad centrada en Ry (ay, 8r),
n > 1 una sucesién de vectores aleatorios intependientes en R? con distribucién fi.
Asumimos que dicha sucesién es independiente de B. Consideremos a la sucesién
de tiempos de paro

T0=0 'y Tpy1=min{¢t>7,:|B:— B, | € {an=1,0n+1}}-

Sabemos que 7, < oo con probabilidad 1. Ademas,

E(f(Br,)) = E(E(f(Br) [ a1, 1)) = E(va, 5, (f)) = /Vz,y(f) fi(z,y) -

Se sigue que B, tiene distribucién v. Ademds, puesto que

E(mi |on, 1) = fr = /2’2 Va, 8, (dz)

como vimos en la seccién anterior, se sigue que

E(r) = / 22p(dz) = 1.

Finalmente, por la propiedad de Markov fuerte, vemos que las variables aleato-
rias (741 — 7») son independientes e idénticamente distribuidas, al igual que las
variables B ., — B;, y que estds dltimas tienen distribucién pu. O

6. El puente browniano

Ahora se introducird un ejemplo interesante de proceso gausianno relacionado
con el movimiento browniano. Si B es un movimiento browniano, notemos que
by = By — tB; es independiente de By. Para ver esto es suficiente probar que la
covariacion entre b, y B; es cero:

E(byB1) = E(B;B1) —tE(B}) =t —t =0.
Por lo tanto, si F' es (X : s € [0, 1])-medible, se tiene que

—z2/2

dx.
V2T v

E(F(B) {(B1)) = E(F(b + tBy) [(B1)) = / E(F (b + t2))
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Vemos que si B, es la distribucién de b, + tz,t € [0,1] entonces (B;) es una
distribucién condicional regular para B en [0, 1] dado el valor de B;. La regularidad
se sigue pues

= Plby, +tix < xp,...,b, +thx < xp)
es medible y de utilizar el lema de clases de Dynkin.

7. Algunos célculos distribucionales

En esta seccién utilizaremos la propiedad de Markov y de Markov fuerte del
movimiento browniano para calcular ciertos aspectos distribucionales de este pro-
ceso.

Sea B un movimiento browniano, B su proceso de méximo acumulativo y T
su proceso de tiempos de arribo.

PROPOSICION 6.7. El proceso T' es un subordinador autosimilar. Ademds,

E(G_AT“) _ e—a\/ﬁ _ e—afooo(l—efkw)u(dx)

donde
1

V2rad

. . . L —2
Finalmente, para cada a > 0, T, tiene la misma distribucidn que a/B7.

v(dx) =

DEMOSTRACION. Comenzamos con el cilculo de la transformada de Laplace.

Al aplicar muestreo opcional a la martingala M; = BNt g tiempo de paro T,

(hasta el cual M permanece acotada) se ve que
]E(e)‘T“) —emaV2X

Por una parte
[ a2 wtan =3 [T et ay,
0 0

donde 7(y) = fyoo v(dz), y, utilizando la definicién de la funcién I', vemos que

\F /oo Vo

— = ——dx,
A 0 VT

de lo cual se deduce que si

/OO (1—e ) v(dz) = V2A
0

entonces
oy) = |/~
T(y) = 1/ —
Y T
y por lo tanto
1
v(dr) = ——=1,-0dx.
(02) = o 10
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Por construccién, T es el inverso continuo por la derecha de S, por lo que es
no-decreciente y continuo por la derecha y por lo tanto cadlag. Para ver que Ty = 0
casi seguramente, notemos que

]E(ef)‘TO) =1,

y como e~ 0 < 1 entonces e *70 =1 casi seguramente.

Veamos ahora que T tiene incrementos independientes y estacionarios. Puesto
que T, +p—1T, es el tiempo que transcurre para que B. 1, —a sobrepase b, por lo que
la propiedad de Markov fuerte nos dice que Ty, — T, tiene la misma distribucion
que T, y ademés es independiente de .Zf; . Por otra parte, #] C .Zf , por lo que
T tiene incrementos independientes. Se concluye que T' es un subordinador.

Finalmente, debemos ver que es un subordinador autosimilar. Veremos es-
pecificamente que Ty, y ¢*T, tienen la misma distribucién. Esto se deduce de que
ambas variables tienen transformada de Laplace A — e~9V2X\ Una prueba basada
en la autosimilitud del movimiento browniano ademé&s nos dice que los procesos
T.o,a >0y c®T,,a > 0 tienen la misma distribucién. En efecto, recordemos que
puesto que Bgi/v/c,t > 0y y/cBy,t > 0 tienen la misma distribucién. T es el
proceso de tiempos de arribo del segundo mientras que 7' ;,,a > 0 es el proceso
de tiempos de arribo del primero.

Finalmente, notamos que por autosimilitud y la relacién entre B y T se sigue
que

P(T, <t)=P(a<B,) = P(a/\/i < El) - P(&/Ef < t) .

Veamos ahora que la distribuciéon de By se conoce explicitamente.

PROPOSICION 6.8 (Principio de reflexién). El proceso estocdstico B® dado por

b B; t<T,
B =
20—B; t>1T,

es un movimiento browniano. FEn consequencia, la variable By tiene la misma
distribucién que |Bi|,

2b—a 2
_ — —(2b—a)“/2t
f31731 (aa b) = la<s 9 f3 €
)
1 —a2/2t_

Jr.(t) = 140 e

V2mt3

DEMOSTRACION. Si Bt = Biy1, — b, entonces B es un movimiento browniano
independiente de Dy = Biar,,t > 0. Notemos que B se puede reconstruir a partir
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de Dy Ba partir de la igualdad

Dy t<Ty
t = ~ .
b4_13t_jb t>1T,
Puesto que —B también es un movimiento browniano, vemos que entonces el pro-

ceso

b_ Dt t<Tb_ Dt t<Tb
b—Bi_1, t>T, 2—B, t>1T,

b=
es un movimiento browniano.
A través de la igualdades de conjuntos

{T, <t,B, <b}={T, <t,B} > b} = {B} > b},
vemos que
P(Ty, <t) =P(B; 2 b) + P(B; < b, T}, < t)

=P(B; > b) +P(B} > b)
— 9P(B, > b)
—P(|B)| > 1).

Si a < b, apliquemos un argumento similar con los conjuntos

{Bi>b,B;<a} ={T, <t,By<a}={B} >2b—a}

para obtener

5 @b =1 P 9e—(2b—a)?/2t L 2(2b — a) e—(2b—a)?/2¢
- a’ =1, _— =1, .
Bt,Be <t da V2t <b 27t3

O
Pasemos ahora al estudio del conjunto de ceros del movimiento browniano.

PROPOSICION 6.9. Sea & = {t > 0: By = 0}. Fntonces casi seqguramente &
es un conjunto perfecto de medida de Lebesgue cero.

DEMOSTRACION. Puesto que P(B; = 0) = 0 para toda t > 0, el teorema de
Fubini nos dice que A(Z N [0,t]) = 0 casi seguramente para toda t > 0.

Que Z es cerrado se sigue de que B tiene trayectorias continuas. Para ver
que & es perfecto, veamos primero que 0 € 2. Esto se sigue de la propiedad de
Markov del movimiento browniano: sea d; el primer punto a la derecha de t que
pertenece a 2. Entonces d; =t + T o 0y, por lo cual

E(e_)‘d‘) = e_MIE(e_‘Btl\/ﬁ) .

La cantidad anterior converge a 1 conforme ¢ — 0, por lo cual dy = lim;_,qd; = 0.
Sin embargo, d; € %, lo cual prueba que 0 € 2.
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Por otra parte, d; es tiempo de paro para cada ¢ > 0, por lo cual Bg,y. es
un movimiento browniano para toda ¢ > 0. Por lo tanto, d, € 2’ para toda
g € QN0,00) casi seguramente. Si h € %, sean g, racionales que crecen a h.
Entonces 6 dg,, = h para n suficientemente grande 6 ¢, < dg, < h para toda n, lo
que implica que h € 2. O

Enunciaremos dos resultados sobre el conjunto de ceros del movimiento brown-
iano. El primero nos da la idea intuitiva de que el conjunto de ceros es una versién
estocastica del conjunto triddico de Cantor.

Sea = un proceso de Poisson puntual en [0, 00) x [0,00) de intensidad p(dz) =
dz/2x2. Si los 4tomos de = son (t,,z,), formemos al conjunto

U =10,00) \ U(sn, Sn + Xn).

Entonces % tiene la misma distribucién que £ en el sentido siguiente:
PROPOSICION 6.10. Para todo compacto K C [0,00):
P NK#0)=P(ZNK #0).

El conjunto % tiene la particularidad de que podemos estudiar la interseccién
de conjuntos construidos con dos é mas procesos de Poisson independientes y pro-
bar que %1 N --- N %, = {0} casi seguramente. En términos del browniano, es-
tarfamos estudiando la intersecciéon de los conjuntos de ceros de n brownianos
independientes, que es el conjunto de ceros de un browniano n-dimensional. El que
éste conjunto sea {0} casi seguramente para n > 2 se conoce como polaridad del
movimiento brownaino multidimensional.

Otro resultado interesante apunta en una direccién distinta. Se trata de probar
que:

PROPOSICION 6.11. Los conjuntos cerrados aleatorios 2 vy {t >0:B;= Et}
tienen la misma distribucion.

Terminar Hablando sobre tiempo local.
Recordemos que una variable Cauchy estandar tiene densidad
1
m(1+22)
En este caso la funcién de distribucién es
1 arctan(zx)
— + _—
2 U
También se sabe que la distribucién Cauchy es la misma que la del cociente de dos
gaussianas estandar.

PROPOSICION 6.12. Sean B' y B? dos movimientos brownianos independi-
entes y T el proceso de tiempos de arribo de B'. Entonces B%l tiene la misma
distribucion que aC.
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Veamos ahora un resultado clasico conocido como primera ley arcoseno de Paul
Lévy. Sean

di=inf{s>t:B; =0} y g:=sup{s<t:Bs;<0}.

PROPOSICION 6.13. Sea C' una variable Cauchy; entonces d; tiene la misma
distribucién que t (1+ C?) y g1 tiene la misma distribucion que 1/(1+ C?).

DEMOSTRACION. Notemos que d; = t + Ty o 6;. Por lo tanto, si N es una
gaussiana estandar independiente de B, se tiene que

P(dy >r)=Pt+Tpo0b0;>r)
P(t+ B} /N* >r)
P(t(1+ Bf/N?) >r)
P(t(1+C?%) >r).

Por otra parte, vemos que
1
P t)=P(d;>1)=Pt(1+C?) >1) =P —— <t].
(g1 <) (dy > 1) (t(1+C%)>1) <1+C’2<>

Al derivar, obtenemos la densidad arcoseno para gi:

1 1 t 1 1
Tn) =25\ i=ie = sviit
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