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Ejercicio 1. Sea B es un evento de probabilidad positiva, con complemento Bc de
probabilidad positiva. Diga quién es σB. Pruebe que 1Bc es σB-medible. Compruebe
que

E(1A |1B) = P(A |B) 1B + P(A |Bc) 1Bc .

Ejercicio 2. Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias independientes, idénticamente dis-
tribuidas e integrables. Sea Sn = X1 + · · · + Xn. Pruebe que para 1 ≤ k ≤ n se tiene
que E(Sk)Sn = kSn/n. Ayúdese de un cálculo que se haya realizado en el curso.

Ejercicio 3. Sean X1, X2, . . . variables Bernoulli(p) independientes. Sea Sn = X1 +
· · ·+Xn. Pruebe que Sn es supermartingala, martingala o submartingala dependiendo
de si p < 1/2, p = 1/2 ó p > 1/2.

Ejercicio 4. Sea M = (Mn) una (Fn)-martingala y φ : R → R una función convexa.
Suponga que φ(Mn) es integrable. Pruebe que φ(R)R es una submartingala.

Problema 1. Sea X = (Xn, n ∈ N) una cadena de Markov con matriz de transición P
y espacio de estados finito E. Para f : E → R, defina Pnf : E → R mediante

Pnf(x) =
∑
y

Pnx,yf(y) .

Pruebe que
E(f(Xn+m) |X0, . . . , Xm) = Pnf(Xm) .

Concluya que (Pn−mf(Xm) , 0 ≤ m ≤ n) es una martingala.
Si τ es un tiempo de paro para X que es menor o igual a n, pruebe que

E(f(Xn) |Fτ ) = Pn−τf(Xτ ) .

Donde Fm = σ(X0, . . . , Xm) y Fτ = {A : A ∩ {τ = m} ∈ Fm}.
Si Af = Pf − f , pruebe que

f(Xn)−
n−1∑
i=1

Af(Xi)

es una martingala.
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