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CAPITULO 1

Martingalas

En este capitulo nos enfocaremos en el estudio de las martingalas. Esta es una
clase de procesos fundamental para la teoria moderna de la probabilidad. Tanto
asi que la herramienta tedrica sobre la cual se construye la teoria moderna de las
finanzas matematicas (el llamado célculo estocdstico) es una teoria basada en las
martingalas.

1. Recordatorio sobre esperanza condicional

Si (2, #,P) es un espacio de probabilidad y B € % es tal que P(B) > 0,
podemos definir la probabilidad condicional de A dado B mediante la férmula

P(AB):W

que se puede entender a través de la interpretacion frecuentista de la probabilidad.
Asi, para una variable aleatoria discreta’ estamos acostumbrados a expresiones como
P(A | X =j) y ala conotacién que que se les ha dado. Desafortunadamente, una
extensién del concepto de probabilidad condicional a eventos cualquiera no es tan
inmediata’, por lo que primero desarrollaremos algunas propiedades de la esperanza
condicional que nos permitan entender la solucién que se le ha dado a este problema
de extension, definiendo algunos conceptos y verificando algunas propiedades de las
variables aleatorias que nos faciliten el camino.

1.1. Preliminares. A lo largo de la seccién, (9, %, P) designard a un espacio
de probabilidad arbitrario y al las funciones medibles de 2 en R las llamaremos
variables aleatorias reales, aunque generalmente se omitird la palabra reales. Si
X : Q — R es una variable aleatoria en (Q, %, P) se utilizard la notacién

{XeB}=X"YB).
También, m,, (m) representard a la medida de Lebesgue sobre los Borelianos de R™
(R).
NoTA. Si f: R — R es Borel medible, entonces f o X es borel medible, por lo
que estd definida su esperanza cuando la integral de la composicion esté definida.
1Esto es, una funcién X : © — R Borel medible tal que X () sea a lo mas numerable.

2‘?Qué pasaria en el caso de eventos condicionantes de probabilidad cero?

1
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DEFINICION. Si X : Q) — R es una variable aleatoria, la medida de probabilidad
inducida por X, es la funcién Py : g — [0, 1] dada por:

Px(B)=P(X € B).

NoTA. Si Px es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue
sobre los Borelianos de R, diremos que X es absolutamente continua y en este caso
existe una densidad gx : R — R tal que

P(X € B) =Px(B) = /BgX dm.

TEOREMA 1.1 (Teorema de Cambio de variable). Si X : Q — R es una variable
aleatoria en (2, #,P) y f : R — R es Borel medible tal que la integral de fo X estd
definida, entonces:

E(foX>=/fPX(d).

EJERCICIO 1.1. Sea X una variable aleatoria normal centrada de varianza 1.
Utilice el teorema de cambio de variable para calcular

]E(XZn)
para toda n € N.

PROPOSICION 1.1. Sea Z : Q — R wuna variable aleatoria fija en (Q, F,P) y
G =0(Z). Si X :0 =R es ¥ medible, entonces existe f : R — R Borel-medible,
tal que X = fo Z.

1.2. Esperanza Condicional. Si Z : 2 — R es una variable aleatoria simple
en (Q,%,P)yY : Q — R es una variable aleatoria, una definicién natural de la
probabilidad condicional P(Y € B | Z) es la siguiente:

P(YEB|Z)= > P(Y€B|Z=i)l{z_y,
1ERy
donde Zz = Z () C R es un conjunto finito. Notemos que en este caso, la proba-
bilidad condicional es una funcién de la variable aleatoria Z, por lo que resulta ser
o(Z)-medible y que cumple la relacién

P(YeB,A):/IP’(YeB\Z)d]P’, Aeca(2),
A

que es equivalente a

/1Y€BdP:/P(Y6B|Z) dP,
A A

esto es, obtenemos informacién (la integral sobre un conjunto) de la variable 1y¢p,
que no es necesariamente o(Z)-medible a través de la variable P(Y € B | Z) que
si lo es, aunque sea para una clase restringida de eventos (¢(Z), que resulta ser
una o-dlgebra). Ademds, en la propiedad anterior de probabilidad condicional, la
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variable aleatoria Z solo juega un papel secundario, y la o-dlgebra o(Z) se torna
imprescindible. Como un comentario adicional, recordemos que dos variables aleato-
rias Y y Z son iguales P-p.s. si y solo si fA Y dP = fA Z dP para todo A € .Z (una
propiedad parecida a la encontrada en la probabilidad condicional), por lo que la
funcién que a cada elemento A de .Z le asigna el ntimero [ 4 Y dP (que resulta ser
una medida con signo si la integral de Y estd definida) determina completamente
a la variable aleatoria Y. EI comentario anterior puede motivar la definicion de
esperanza condicional, de la cual la probabilidad condicional es un caso particular’,
en la que se condiciona con respecto a una o-algebra:

DEFINICION. Si X es una variable aleatoria en (2,.%,P) , y 4 C % es una
o-lgebra, la esperanza condicional de X dado ¢, denotada por E(X |¥), es
una variable aleatoria ¢-medible que cumple

/AXdIP:/AE(X\%) P

PROPOSICION 1.2. Si X : Q — R es una variable aleatoria en (,.%,P) cuya
integral estd definida y9 C .F es una o-dlgebra, entonces existe una variable aleato-
riaY : Q = R tal que [, XdP = [, Y dP, para A € 4. Ademds, si Z cumple la

misma propiedad, entonces Y = Z casi sequramente respecto a Plg.

para todo A € ¥4.

EJERCICIO 1.2. Si (X,Y) son dos variables aleatorias con densidad conjunta
f (z,y), pruebe que:

_JIXwgly) dy

E(g(Y)|X)=
WO =T 7 () dy
EJErcICIO 1.3. Sean Xj, Xo,... vaiids. Sea K una variable aleatoria indepen-
diente de X1, Xa,...y con valores en N. Cacule

E(X;+ -+ Xk | K).
Sugerencia: ;Qué pasa cuando K toma sélo un valor?

1.3. Propiedades de la esperanza condicional. Las siguientes son algunas
propiedades de la esperanza condicional, en las que consideramos ¢4 C % una
o-dlgebra. Si X y Y son variables aleatorias, la ecuacién ¥ = E(X |¥) significa
que el lado izquierdo de la ecuacién es ¥-medible y que [ LY dP = / 4 X dP para
A € 4. Consideraremos solo variables aleatorias cuya integral esté definida, por lo
que la existencia de la esperanza condicional queda garantizada.

PrOPIEDAD 1 (Linealidad de la esperanza condicional). Si X y Y son vari-
ables aleatorias integrables y a,b € R, entonces E(aX + bY |9) existe y es igual a

aE(X |9) +bE(Y |9).

3Se utilizara la relacién P(A) = E(1,4) para este efecto.
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PROPIEDAD 2 (Monotonia de la esperanza condicional). Si X es no negativa
P-p.s. entonces E(X |9) existe y es no negativa P|g-p.s..

PROPIEDAD 3. Sila integral de X estd definida entonces |E(X |9)| < E( |X]| |9).

PROPIEDAD 4. Si X es 4-medible, entonces E(X |¥9) =X

PROPIEDAD 5. Si X es independiente de &4 entonces E(X |¥4) = E(X).

PROPIEDAD 6. E(E(X |¥)) = E(X).

PROPIEDAD 7 (Propiedad de torre). Si 2 C ¥4 y 2 es o-dlgebra entonces
E(E(X |9) |9) =B(X |9) = E(E(X |2) |9).

PROPIEDAD 8 (Teorema de Convergencia Mondtona para la Esperanza Condi-

cional). Si (X, )nen son variables aleatorias tal que 0 < X, < X411 y X = lim X,
n— o0

entonces E(X |¥9) existe y
lim E(X, |¢9)=E(X |9).

n—oo

PROPIEDAD 9 (Lema de Fatou para la Esperanza Condicional). Si X,, > 0 para
n € N entonces existe

) < liminfE(X, |¥).
n— o0

E ( lim inf X,

n—o0

IE( lim inf X,

n—oo

PROPIEDAD 10 (Teorema de Convergencia Dominada para la Esperanza Condi-
cional). Si

(Xn)nEN - gl (]P))

es puntualmente convergente y existe Y € L (P) tal que |X,| <Y paran € N,
entonces

existe y es igual a lim E(X, |¥) (donde la ezxistencia de este dltimo limite solo
n—oo

IE( lim X,

n—oo

se asegura Plg-p.s.).

PROPIEDAD 11 (¥4-homogeneidad). Si Xy y Xa son variables aleatorias inte-
grables tales que X1 Xs es integrable y X1 es 9-medible entonces

E(X1 X2 |9) = XiE(X> |9).

(Note que la hipdtesis de integrabilidad del producto quedaria garantizada si Xy y
Xo pertenecen a £ (P)).

PROPIEDAD 12. Si f : R X R — R es boreliana, la integral de f(X,Y) ewiste,
Y L9 y X esY-medible entonces E( f(X,Y) |9) = [, f(X,y)Py(dy).
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PROPIEDAD 13. Si 57,9 C .F son o-dlgebras y 7 L 0(¥,0(X)), entonces
E(X |o(s2,9)=E(X |¥9).

PROPIEDAD 14 (Desigualdad de Jensen para la Esperanza Condicional). Si
p: R = R es una funcion convexa, la integral de X existe y la integral de p o X
estd definida, entonces

P (E(X |9)) <E(poX |9) Ply—p.s.

St : R — R es una funcion concava, X es integrable y la integral de v o X estd
definida, entonces

¥ (E(X |9)) > E(¢o X |9)Ply —p.s.

2. Martingalas

Estudiaremos ahora una familia de procesos estocasticos que es importante den-
tro de la teoria de la probabilidad, principalmente por sus aplicaciones tedricas,
tanto asi, que su estudio resulta imprescindible para la teoria moderna de la prob-
abilidad. Mediante su uso, verificaremos ciertos teoremas clasicos para caminatas
aleatorias, como la ley 0 — 1 de Kolmogorov y la ley fuerte de los grandes ntmeros.
En este capitulo solamente consideraremos procesos estocdsticos indicados por un
subconjunto de Z.

Consideremos la siguiente situacion: jugamos una serie de volados, obteniendo
1 si ganamos el n-ésimo y —1 si lo perdemos. El modelo matematico que consid-
eraremos estda conformado por una sucesién de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas (X;);-,, donde X; representa el resultado del i-ésimo
volado. Nuestra fortuna al tiempo n, S,,, estd dada por

i=1

para n > 1 y definiremos Sy = 0. Para que el juego resulte justo para las dos
personas que lo juegan, debemos pedir que P(X; =1) = 1/2. Si este es el caso,
podemos preguntarnos por la mejor aproximacion a S, 1 que podemos dar al utilizar
la informacién sobre el juego que conocemos hasta el tiempo n. La informacién al
tiempo n la interpretaremos como

Fn = U(Xla-”aXn),
puesto que esta o-algebra contiene a todos los conjuntos de la forma
{Xi=41,...,Xn =in},

y asi, lo que realmente buscamos es la esperanza condicional de S, 1 dada %,, que
es sencilla de calcular, pues
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Como un ejercicio, el lector puede verificar que de hecho,
E(Snim | Fn) = Sn, ¥Ym >0,

por lo que al conocer la informacién hasta el tiempo n, solamente podemos afirmar
que nos quedaremos con lo que tenemos, y como lo mismo sucede con el jugador
contra el cual competimos, el juego resulta ser justo.

Informalmente, podemos definir una martingala como un proceso estocastico
(Xn)pen tal que X, representa la ganancia al tiempo n de un jugador involucrado
en un juego justo respecto a cierta informacién. Para precisar esta idea, necesitamos
un ingrediente extra:

DEFINICION. Sea (£2,.%,P) un espacio de probabilidad y (.#,),,cy una coleccién
de o-édlgebras contenidas cada una en .#. Decimos que dicha familia es una fil-
tracién si .%,, C .%,, cuando n < m.

Si (Fn),en €s una filtracion, interpretaremos a %, como la informacién acu-
mulada al tiempo n.

DEFINICION. Sean (£,.%7,P) un espacio de probabilidad y (%), cy una fil-
tracién en dicho espacio. Una coleccién de variables aleatorias reales (Xp,), oy s
una martingala respecto a la filtracién considerada si

(1) X, es F,-medible.
(2) X, € L.
(3) E(Xpn41 | Zn) = X, para cualquier n € N.

La primera propiedad nos dice que conocemos la ganancia al tiempo n a partir
de la informacién que se nos proporciona hasta ese instante, generalmente se dice
que la sucesion de variables aleatorias es adaptada a la filtracién. La segunda es
una hipétesis técnica que nos permite utilizar a la esperanza condicional como un
operador lineal y la tercera nos dice que el juego es justo respecto a la informacion
proporcionada.

DEFINICION. Supongamos ahora que (X,), oy satisface (1) y (2), pero en vez
de tener una igualdad en (3), observamos una desigualdad:

E(X7z+1 ‘ﬁn) S Xn-

Entonces le llamaremos a la sucesién una supermartingala. (Note que de acuerdo
a nuestra interpretacion de X,, como evolucién de nuestra fortuna, una supermartin-
gala no tiene nada de super...) Si se da la desigualdad contraria, esto es,

E(Xn+1 ‘yn) Z X’ru

entonces a (X,,) le llamamos submartingala.

neN

Notemos que si (X,,), oy €s una martingala, entonces la sucesién (E(Xy)),, oy
es constante. Para una supermartingala o una submartingala, la palabra constante
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se debe substituir por decreciente o por creciente. Ademés, podemos inferir una
propiedad més fuerte a partir de (3), a saber, que

E(Xntm | Fn) = Xn

si n,m € N. Esto se sigue de las propiedades de la esperanza condicional, puesto
que

E(Xn+m+l ‘ yn) = E(E(Xn+m+1 ‘ jn%-m) |yn) = E(Xn+m |gn) .

Una afirmacion similar es valida para supermartingalas o submartingalas al cambiar
la igualdad por una desigualdad. Para concluir esta seccién, veamos un método para
construir submartingalas a partir de una martingala dada.

TEOREMA 1.2. Si (X,),cy s una martingala respecto a la filtracion (%), oy
y ¢ : R =R es una funcion convera tal que o(X,) € L1, entonces (p(Xn)),cn €5
una submartingala respecto a la misma filtracion.

DEMOSTRACION. Como cualquier funcién convexa (sobre R) es continua, en-
tonces p(X,,) es %,-medible, que pertenece por hipétesis a Li. Finalmente, por la
desigualdad de Jensen para la esperanza condicional,

E(p(Xnt1) [ Fn) 2 @(E(Xnt1 [ Fn)) = @(Xn). =

2.1. Ejemplos. En esta seccién supondremos que (€2,.%,P) es un espacio de
probabilidad en el cual estdn definidas variables aleatorias con las caracteristicas
deseadas.

EJEMPLO 1.1. Supongamos que X es una variable aleatoria que pertenece a Ly
Y (Fn)pen una filtracién en (2,.%,P). Entonces la sucesién de variables aleatorias
(Xn)pen en la cual

(sin importar la versién de la esperanza condicional) es una martingala respecto a
ar
(‘/”)neN'
Para verificar la veracidad de la anterior afirmacién, notemos que por definién
de esperanza condicional, X,, es .%,-medible y que X,, € L;. Finalmente, como
Fn C Fpy1, entonces

EB(Xns+1 | Fn) =E(E(X | Fpia) | Fn) = EB(X | Fn) = X

Esta martingala es un ejemplo bastante general y muy importante. Posteriormente
podremos determinar cuando una martingala es de este tipo. A este proceso se le
conoce como la martingala cerrada.

EJEMPLO 1.2. Sean (&;);-, variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, .#y = {0,Q} y F, = 0(&1,..., &) para n > 1. Entonces (%), oy €s



2. Martingalas 8

una filtracién.. Si

So =0,

y & tiene media finita p, entonces (X,), oy €s una martingala respecto a ()
donde

neN?

X, =S, —npu.

Si ademds, 02 = Var(§;) < oo, entonces (Y,), oy es martingala respecto a la misma
filtracién, donde

Y, = (Sp — np)® — no.
Por otro lado, si
p(0) =E(e’) < o0
para 6 € R, definimos Zy =1 y paran > 1:

; e05n
()™
entonces (Zy),,cy € una martingala respecto a la misma filtracién.
Como X,,,Y, v Z, estdn dadas por f(&1,...,&,), para una funcién continua
f:R™ = R (una funcién distinta para cada variable aleatoria) y el vector aleatorio
(&1,...,&,) es medible respecto a .%,, se sigue que las tres variables consideradas

son %,-medibles. Para ver que pertenecen a L1, notemos que X,,, es la diferencia
de dos funciones en Lj, por ser este ultimo cerrado bajo la suma. Ademads, si &;
tiene momento de segundo orden finito, entonces a S,, le pasa lo mismo, por lo que
Y, € L,. Para Z,, el argumento que utilizamos es el de independencia, puesto que
esto implica que

E(exp(055)) = ((6))" < oo.
Para verificar la tultima propiedad que define a las martingalas, notemos que
E(Xnt1 — X0 | Fn) =E(&np1 —p | Fn) = E(&ngr — 1) =0,
por lo que (X,), oy es efectivamente una martingala. Por otro lado,
E(Yat = Yo | ) =E( (Sur1 = (n+ 1) p)° = (S0 —np)* = 0? )ﬁ‘n)
=E(2(Sn —np) (Enir — ) [ Fn)
+E( (ot — ) =0 | F2)

=2 (Sn — np) E(§n1 — 1) + E((§n1 — 1)
-0,
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por lo que (Yy,), oy €s una martingala. Finalmente se tiene que

efént1

©(0)

Z E(eegw)
TN e(0)
:va

E(Zps1 | F) = E(Zn

por lo que (Z,),,cy €s una martingala.
Mas adelante, utilizaremos estas martingalas para hacer ciertos calculos refer-
entes a caminatas aleatorias.

EJEMPLO 1.3. Sea U una variable aleatoria uniforme en (0,1) y definamos a
X = 2"1<q jan.
Entonces Xj, X1, ... es una martingala respecto de la filtraciéon que genera.
EJERCICIO 1.4. Probar la afirmacién anterior.

Notemos que en esta martingala, se tiene que X,, — 0 P-p.s., pero que sin
embargo, (X,), cy no converge en Ly a 0.

EJjEMPLO 1.4. Consideremos el siguiente experimento aleatorio, se tiene una
urna con 7 bolas rojas y v bolas verdes. Extraemos una bola, la reemplazamos
junto con ¢ bolas del mismo color, revolvemos la urna y volvemos a realizar el ex-
perimento. Sea X la fraccion inicial de bolas rojas en la urna y X, la fraccion de
bolas rojas en la urna una vez realizado el experimento n veces. Entonces (X, ),y
es una martingala con respecto a la filtracién que genera esta sucesién. Antes de pro-
ceder a verificar la afirmacién anterior, debemos considerar el modelo matematico
preciso del experimento aleatorio en cuestién, para poder calcular las esperanzas
condicionales. Notemos que al momento de la n-ésima extracciéon hay

b, =7+v+nc

bolas en la urna. Sean (U;) variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, r,v > 0 y definamos Xy = r/(r 4+ v) y para n > 0:

r+v+nc c
r+v+m+Dec " r+v+(n+l)e

Y;L—Q—l = 1Un+1§Xn y Xn+1 = n-
Esta es la descripciéon matematica que utilizaremos del experimento considerado
anteriormente y en él, la variable X,, es funcién de Xg,Uq,...,U, paran > 1 (de
hecho es funcién de X,,—; y U,) y por lo tanto, U,41 es independiente de #,, la
o-algebra generada por X, ..., X,.

EJERCICIO 1.5. Verificar que la sucesién X es una martingala respecto de (.%,).
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2.2. El teorema de muestreo opcional de Doob. Entre las razones por las
cuales las martingalas son importantes, se encuentran los teoremas de convergencia
de martingalas, que bajo ciertas condiciones de acotamiento nos permiten concluir
la convergencia casi segura (o de otro tipo) de una martingala. Para abordar este
resultado, es importante extender la igualdad E(X,,) = E(Xy) para abarcar no sélo a
tiempos deterministas como n, sino también a ciertos tiempos aleatorios, concepto
que procedemos a discutir. Consideremos (€2, %#,P) un espacio de probabilidad,
(Zn) ey una filtracion y (X,), oy una martingala respecto a la anterior filtracién.
Nuestro objetivo es observar a la martingala a un tiempo que a su vez es una
variable aleatoria. Esto se logra como sigue: si T : €2 — N es una variable aleatoria
y definimos a X7 : 2 — R por medio de

XT(w) = XT(w) (w) 5
entonces X7 resulta ser una variable aleatoria, puesto que si B € %g, entonces
XY (B) =Upen{w € Q: T(w) =n, X,(w) € B}.

Mediante la anterior variable aleatoria, observamos a la martingala al tiempo aleato-
rio T. En realidad, trabajaremos con una clase més reducida de tiempos aleatorios,
a saber, los tiempos de paro. Para explicarlos, pensemos que al instante n debemos
decidir si parar a la martingala (definiendo a n como el valor de T') de acuerdo a la
informacién que tenemos disponible (es decir .%,,). Esto motiva la siguiente

DEFINICION. Sea T :  — N U {co} una variable aleatoria. Decimos que T es
un tiempo de paro respecto a la filtracion (%, ),, oy si

{weQ:T(w)=n}e #, VnelN

El lector puede verificar que T es un tiempo de paro respecto a la filtracién
(Fn)pen sty solosi {T <n} € F,.

TEOREMA 1.3. Sea X una submartingala. Si T es tiempo de paro respecto a
(%) y T estd acotado por N entonces

E(Xr) <E(Xn).

neN

Si X es una martingala entonces
E(X7r) =E(Xn).

DEMOSTRACION. Por hipétesis, existe un natural N > 0 tal que T' < N. Asi,

N
E(X7) =Y E(Xnlir—n),
n=0

pero como el conjunto {T' = n} pertenece a %,

E(Xn]-(T:n)) < E(E(XN ‘jn) 1(T:n)) = IE(AXN]-(T:n)) ’
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por lo que
N
E(X7) <Y E(Xn1lr—pn) = E(Xy).
n=0
Si X es una martingala, la desigualdad que utilizamos es una igualdad. O

El teorema anterior vale para tiempos de paro acotados y posteriormente, al
hacer un anélisis més a fondo de las martingalas y de los tiempos de paro podremos
extender el teorema anterior a una familia mas amplia de tiempos de paro.

EJERCICIO 1.6. Sea X una supermartingala. Pruebe que si T' es un tiempo de
paro acotado por N entonces

E(Xr) > E(Xy).

2.3. El teorema de muestreo opcional de Doob y el problema de la
ruina. En esta seccion aplicaremos el teorema de muestreo opcional para tiempos de
paro acotados para resolver algunas preguntas concernientes a un problema clasico
dentro de la probabilidad, el problema de la ruina. Utilizaremos las martingalas del
ejemplo (??). Supongamos que dos personas, A y B, juegan a los volados, donde
A gana el n-ésimo volado con probabilidad p € (0,1). Si A cuenta con una fortuna
inicial de a pesos, B una de b pesos y apuestan en una serie de volados, un peso
cada volado, hasta que uno de los dos quede sin dinero, ‘?cuél es la probabilidad de
que A se quede con la fortuna de B? y ‘?cudl es la duracién esperada del juego?

Para responder a dichas preguntas, primero las formularemos en términos de la
caminata aleatoria simple de la siguiente manera: Sean (X;);-, variables aleatorias
independientes que toman el valor 1 con probabilidad p y —1 con probabilidad 1 —p.
Asi, X; toma el valor 1 si A le gana un peso a B y el valor —1 si pierde un peso en
el i-ésimo volado. Sean

So=1y S,=X1+ -+ X, paran>1.
Asi, a + S, representa a la fortuna de A después de n volados, y por lo tanto, si
T,=inf{n>1:5, =z},
A le gana su fortuna a B si T, < T_,. Para responder la primera pregunta, debemos
calcular P(T, < T—,).

La cantidad de volados que juegan hasta que alguien se quede sin dinero es T, AT_,,
por lo que para responder a la segunda pregunta, debemos

calcular E(T, AT_,) .

El andlisis es distinto si se trata de un juego justo (p = 1/2) o no. Haremos el caso
p=1/2y el caso p # 1/2 se dejard indicado como ejercicio.
Necesitamos un resultado preliminar.

PROPOSICION 1.3. Para cualquier a,b > 0, P(T, ANT_, < o00) = 1.
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DEMOSTRACION. Sea K un entero mayor a a+b. Notemos que P(|Sk| > a V b) >
0 y que, como los eventos

|Sk| > aVb,|Sex —Sk| >aVb,...
son independientes y tienen la misma probabilidad, el lema de Borel-Cantelli nos

dice que |Sn K — Sn-1) k| > a Vb para una infinidad de indices n casi seguramente.
Por otra parte, vemos que si ’SnK — S(n,l)k‘ >aVbentonces T < nk. O

Caso p = 1/2: Como (S,), oy es martingala respecto a la filtracién que gen-
era, tiene media cero y T, AT, An es un tiempo de paro acotado, se tiene
que

0=E(ST_,r1ynn) -

Ademas, (STfa/\Tb/\n)nN converge a St_ a7, vV los elementos de dicha
sucesion estan acotados por aVb,. Por el teorema de convergencia acotada,

0=E(Sr_,a1,) = —aP(T-o < T) + bP(T}, < T_,),

de donde
a

a+b

Para responder a la segunda pregunta en este caso, notemos que (S?l — n)n N
es martingala respecto a la filtracién que genera, ya que E(X;) = 0y
Var(X;) = 1. Al utilizar el tiempo de paro acotado T—, A T, A n, vemos
que

P(Tb < T_a) =

E(S%ﬁaATbAn) = E(T_o ATy An).

Como (kS'qlaATb,\n)n>1 es una sucesién acotada por a? V b? y converge a
St_, a1, Por lo que podemos aplicar el teorema de convergencia acotada

para concluir que
E(ST,Q/\T;) = nh—>Holo E('S’T,EAT;]/\n) = lim E(T,a ATy A n) .

n— oo
Como (T_4, ATy An),cy €s una sucesién creciente de variables aleatorias
no negativas, que converge a 1, A Ty, por el teorema de convergencia
monodtona, se tiene que
E(T_o ATy) = lim E(T_, ATy An) = lim E(S%ﬁ ATW) = E(s% m) .
n— 00 @ @

n—roo

Finalmente, al utilizar el valor de P(T}, < T—,), vemos que

a
b2 =
a+b+ a+b

por lo que la cantidad esperada de volados hasta la ruina de alguno de los
dos jugadores es ab.

E(T_o ATy) = a? ab,

EJERCICIO 1.7. Suponga que p > 1 —p.
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(1) Sea ¢(x) = (p/q)” y pruebe que (¢(Sy)), ey €s martingala respecto a la
filtracién que genera.

(2) Note que al aplicar el teorema de muestreo opcional de Doob al tiempo de
paro acotado T_, ATy, An se obtiene

1 =E(¢(Sr_oatonn)) -

Utilice alguna propiedad de la esperanza para pasar al limite conforme
n — oo y concluir que

1=E(¢(Sr_onry)) = d(—a) P(T—q < Tp) + ¢(b) P(T}, < T-,) .

Concluya con el calculo explicito de P(Ty, < T—,).

(3) Pruebe que (S, —n(2p — 1)), oy €s una martingala.

(4) Note que al aplicar muestreo opcional al tiempo de paro T_, ATy A n se
obtiene

E(ST,Q/\T,,/\n) =2p—1)ET_c ATy An).

Aplique propiedades de la esperenza al lado derecho y de la probabilidad al
lado derecho que permitan pasar al limite conforme n — oo en la expresion
anterior y obtener:

1
E(T_o ATy) = T 1IE(ST,QATb)

1
= —alP(T_ T P(T, < T-
2p_1(a( o <Tp) +0P(Ty <T-,))

y calcule explicitamente E(T_, A T}).

2.4. El teorema de convergencia casi segura. Para proceder a estudiar
la convergencia casi segura de las martingalas, necesitamos una caracterizacion de
la convergencia de sucesiones. Para esto, consideremos una sucesién real {z,} .
Para verificar si esta sucesion es convergente en R, es necesario y suficiente probar
que liminf, . x, = limsup,,_,. &» y que esta cantidad pertenece a R. A contin-
uacién veremos una manera de concluir que el limite superior y el limite inferior de
la sucesion coinciden: si a < b son dos racionales, veamos cuantas veces cruzan hacia
arriba los puntos zg,z1,... a [a,b], cantidad que denotamos por Uy, p)(zo, 21,...) ¥
cuyo célculo procedemos a explicar: sean

Alz{keN:kaa},
){minAl si Ay # 0

Ty (xg,x1,- - -
(=0, 21 00 siA; =10
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y de manera recursiva, para j > 1

A2j :{kGNSTQj_l Sk,l‘k zb},
min As;  si Ag; # 0
Toi(xg,x1,...) = J 7
2](330 T ) {OO si AQJ — (Z)
A2j+1 :{kGNITQj < k,xp Sa}

Toji1(z0,21,...) = {min Ao S? Azjrr 70 )
00 si Agjy1 =10
A partir de las anteriores cantidades, definimos
Upap)(zo, ... 2n) =sup{k € N: k> 1, Ay, # 0}
=sup{k eN:k>1,To < oo},

que es la cantidad de cruces hacia arriba de la sucesion en [a, b] pues si que Toy, < 00
entonces la sucesién ha cruzado [a, b] hacia arriba de menos k veces, por definicién
de Tgk.

LEMA 1. El limite inferior de la sucesion (x,),, oy coincide con el limite superior
de la misma si y solo si para cualquier pareja de racionales a < b, la cantidad
Ula,p)(z0, 71, ..) es finita.

DEMOSTRACION. Si el limite inferior de la sucesién, [, no coincide con el limite
superior de la misma, L, entonces existen dos racionales a < b tales que l < a < b <
L. Por definicién de limite superior, para cada n € N existe m,, € N mayor que n
tal que x,,, > by similarmente, existe m;, € N mayor que n tal que ,,,; < a. Delo
anterior podemos concluir que Ty < oo para cada k € N, puesto que 77 < m/, de lo
cual To < mp, v si Top < 00, entonces Topy1 < mszk Y Togyo <My, - Asi, como
la sucesion (T}),~, es estrictamente creciente, pues a < b, se sigue que el conjunto
CUyO supremo es U[a,b] (z0,21,...) es no acotado y por lo tanto esta tltima cantidad
es igual a oo.

Por otro lado, si Uy, (70,21, ...) = oo para alguna pareja de racionales a < b,
entonces los conjuntos

{neN:z,<a} y {neN:z,>0b}

son infinitos, por lo que el limite superior de la sucesién es mayor o igual a b y el
inferior, menor o igual a a, y por lo tanto el limite superior y el inferior difieren. [

TEOREMA 1.4. Sisup, oy E(|Xn|) < oo, entonces (X,), oy converge casi segu-
ramente a una variable aleatoria X que pertenece a L.

DEMOSTRACION. Por el lema anterior, notemos que

{hmiann = limsuan} = ﬂ {Utap) (X0, X1,...) < 00},

n— 00 n—00 w.beQ
a<b
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por lo que para demostrar la afirmacién del teorema, veremos primero que U ) ' es
una variable aleatoria finita casi seguramente. De esto se desprenderd que el con-
junto del lado derecho de la anterior igualdad pertenece a % y tiene probabilidad
1, por lo que el limite superior y el inferior de la martingala coinciden casi segura-
mente y por el lema de Fatou, obtendremos que el valor absoluto del limite inferior
(v por lo tanto el del limite de la sucesién) tiene esperanza finita, las conclusiones
del teorema.

LEMA 2. para cada k € N mayor o igual a 1, Ty es un tiempo de paro respecto

a la filtracion (Fy),cn-

DEMOSTRACION. La prueba se hard por induccién: Para k = 1, la afirmacién
se deduce de la igualdad,

{Th <n} =Uo{X; <a},

vélida para cualquier n € N. Si i < n, el conjunto {X; < a} pertenece a .%; y por
lo tanto a #,, por lo que {T7 < n} pertenece a %, y por lo tanto T3 es tiempo de
paro respecto a la filtracion.

Por otro lado, si T} es tiempo de paro y k = 2l es par (I > 1), entonces para
n>2

{Thrr < nj ={Tk <n} N {Tiy1 <n}

n—1 n
:U {Tk:Z}ﬂ U {nga} € Fy.
i=1 j=it+1

Como Tk41 > 2, entonces Ty es tiempo de paro. Por otro lado, si k = 2/ + 1 es
tiempo de paro (I > 0), entonces para cada n > 2,

{Try1 <n} ={Tx <n}N{Tk41 <n}

n—1 n
U [{m=itn | {X; >0} ]| € Z.
i=1 j=it+1
De nueva cuenta Tj4+1 > 2, por lo que Ty, 1 es tiempo de paro. O

En particular, el lema anterior nos permite afirmar que T} es una variable
aleatoria (posiblemente extendida, pues puede tomar el valor co.) Para continuar
con la prueba del teorema, verifiquemos ahora que Ul, p es una variable aleatoria,
lo cual se desprende de manera inmediata del lema anterior pues

Ulap) = Z L7, <o0)-
k=1

4Para la prueba de este teorema, las cantidades U[a,b] y T} las evaluaremos en Xo, X1,... sin
indicarlo.
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Ahora veamos que Ul, p finita casi seguramente: para esto, indtroducimos a las
variables aleatorias

[n/2]
U[Zrb] Z 1(T2k<00)a
k=1
la cantidad de cruces hacia arriba de zg,...,z, en [a,b]. Como (U['L’L b]> _, esuna
’ n>1

sucesion creciente de variables aleatorias no-negativas que converge a Ul ), entonces
se sigue que

(1) E(Vfs) = E(Uan) -
Si S, = T,, A n, entonces S,, es un tiempo de paro acotado puesto que

{T, <k} sik<n
Q sik>n’

{Sngk}:{

por lo que la esperanza de la variable aleatoria

Vi = ZXS% — Xso s
k=1

es igual a cero. En la definicién de la variable aleatoria V,,, puede haber muchos
sumandos iguales a cero, puesto que para k > |n/2], Sop = Sop—1. Sabemos que
(para cada w € Q) existe k > 1 tal que Ty, < n < Tgy1. Si k es par, entonces
V> (b—a) U[sz7b]’ por lo que en este caso,

(b—a) Ulap) = Vn <0,

mientras que si k = 2] + 1 es impar, entonces

V> (b—a) U[Z’b] + X, —Xpy,, > (b—a) U[Z,b] + X, —a,
por lo que en este caso

(b—=a)Upy — Vo <a— Xy,
de donde obtenemos una cota para cualquier w €
(b—a) ULy —Va < (a—X,)"

Como V,, tiene esperanza 0,

(b - a) E(U[’;;}b]) - E((b —a) ULy — Vn) < ]E((a - Xn)+) ,
por lo que

£(0) < (e %)



2. Martingalas 17

Esta es la clasica desigualdad de Doob, que nos permitird terminar con la prueba
del teorema, puesto de acuerdo a (?7),

E(Uly) = RILH;O]E(U@J)])

E((a - Xn)+)

< sup
n>10—a

1
< — (supE(|Xn|) + a|) < 0.
b—a \n>1

Asi, la variable Ul, ;; es finita P-p.s., pues pertenece a L;. 0

Por ejemplo, como la esperanza es constante para una martingala, entonces
una martingala no-negativa satisface las condiciones del teorema anterior. En los
ejemplos que hemos analizado, vemos que la martingala (Z,),cy del ejemplo (?7?)
converge casi seguramente, asi como las martingalas de los ejemplos (7?) y (?7?).
Veamos que la martingala del ejemplo (??) también converge P-p.s.: Por la de-
sigualdad de Jensen para la esperanza condicional,

E(1Xn]) = E(JE(X | #0)]) < E(E( |X] [#n)) = E(1X]),

de donde

sup E(|X,]) < E(|X]) < oo.
neN

Consideremos a la martingala X del ejemplo (?7) es un caso particular de la
del ejemplo (??). En efecto, (X,,) converge casi seguramente (digamos a X,) y es
una sucesion acotada. Por lo tanto, podemos aplicar el teorema de convergencia
acotada para probar que si A € % entonces

lim ]E(anA) = E(Xoo]-A) .

n— oo

Por otra parte, si A € %, y m < n entonces
E(Xnla) =E(Xn14)
puesto que X es una martingala. Asi, también vemos que
nl;ngo E(X,14) =E(X,,14).
Se concluye que para todo A € .%,,
E(Xmla) =E(Xola)

y que por lo tanto
Xm =E(Xoo | Fm) -

A continuacién se presentaran las desigualdades de Doob, que permiten que las
martingalas acotadas en L, para alguna p > 1 de hecho son martingalas cerradas
por su limite casi seguro.
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2.5. Desigualdades maximales de Doob. Ahora veremos un criterio sen-
cillo para verificar que una martingala converge no sélo casi seguramente sino
también en L, para algiin p > 1. Para esto, estudiaremos al mdximo valor que
toma una martingala. Con una cota adecuada para el méximo, se puede entonces
simplemente aplicar convergencia dominada para verificar la convergencia en L.
Sea M = (M,,n > 0) una (£#,)-submartingala. Definamos a

PROPOSICION 1.4 (Desigualdad maximal de Doob). Para toda A > 0,
XP(M,; > A) <E(M).
La cota obvia, obtenida al aplicar la desigualdad de Markov, es
(M, > A) <E(I,) ;
el contenido no trivial de la desigualdad maximal de Doob es que de hecho podemos

acotar la cola de la distribucién del supremo de la martingala al utilizar la martingala
misma.

DEMOSTRACION. Recordemos que M, es una sub-martingala. Definamos a
A:{MZ>)\} y T:min{kZO:M,j>)\}/\n.
Notemos que
AN{T =k} ={M;" < Xparai <k, M} > \} € .
Por lo tanto

M oan(r=ky < M Lanir—py-
Entonces

AP(A) = zn: AP(AN{T = k})
k=0

<D E(M Lan(r=s)
k=0

n
< Z E(M,f 1 angr=k})
k=0

= E(M;14)
<E(M). 0
A partir de la desigualdad anterior, veremos que las normas p de M:L_ y de M;F

son comparables. Notemos que obviamente

E(M;}) <E().
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El contenido del siguiente resultado es establecer una especie de desigualdad reciproca.
PROPOSICION 1.5 (Desigualdad L, de Doob). Para cualquier p € (1,00):
5+ p
1M, 1y < ﬁl\Min-
DEMOSTRACION. Consideremos una constante K > 0 y escribamos:
—t P K 1 74'_
E((Mn /\K) ) = pa P(Mn > A) A
0
K
) +
g/o pAP /Mn 1MI>/\dIPd)\

M AK
= / M / PAP 2 d\ dP
0

. -1
=L [y (37 /\K)p dP.
p—1
Al utilizar la desigualdad de Hélder, utilizando el exponente conjugado ¢ = p/(p—1)
se obtiene:

—+ p p —+ q
por lo que despejando se obtiene
St P
37 A K < LM,
p—
La demostracion termina al tomar el limite conforme K — oo. O

Finalmente, podemos obtener un criterio de convergencia en L, para martin-
galas.

TEOREMA 1.5. Si M,, es una martingala con sup, E(|M,|P) < co para alguna
p > 1, X, converge casi seqguramente y en L, a una variable Mo, y se tiene que

M, =E(Mx | Fn) .
DEMOSTRACION. La hip6tesis implica que sup,, E(|M,|) < oo, por lo que el

teorema de convergencia casi segura de martingalas nos permite afirmar que M,
converge casi seguramente a M.,. Por otra parte, vemos que

P
E(sup |Mn|p> = lim E(sup |Mn|p) < (p> supE(|M,|?) < oo.
n n—oo p—1 n

m<n

Puesto que
P
|Mp, — Moo|? < <25up Mn|) € Ly,

podemos aplicar el teorema de convergencia dominada para ver que M,, — M, en
L,, conforme n — oo.
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Finalmente, puesto que M,, converge a M, en L, también converge en L; y
por lo tanto si A € .F entonces
lim ]E(MH]_A) = E(MOOIA) .

n— oo

Por otra parte, si A € %, y m < n entonces
E(M,,14) =E(M,14)
puesto que X es una martingala. Asi, también vemos que

lim E(M,14) =E(M,,14).

n— oo

Se concluye que para todo A € .%,,
E(Mpnla) =E(My1,)

y que por lo tanto
M, =E(My | %) . O

2.6. La transformada martingalas. Sea M = (M,,) una martingala. Recorde-
mos que nuestra interpretacion es que M,, — M, _; es la ganancia que obtenemos de
apostar en un juego justo nuestra fortuna al tiempo n—1. Si ahora decidimos apostar
la fraccién C,, de nuestra fortuna, entonces nuestra ganancia serd C,, (M,, — M,,_1).
Asi, a las cantidades Cy, C1q,... la podemos pensar como la estrategia de apuesta
y C, obviamente dependera de la informacién que tengamos al tiempo n — 1, que
la habiamos interpretado como .%,_1. En otras palabras, se requiere que C,, sea
Zn—1-medible. Esta condicién define a lo que se conoce como un proceso predeci-
ble. Nuestra ganancia al tiempo n al seguir la estrategia de apuesta C' = Cy,Cs, .. .,
que denotaremos por (C- M), , estd dada por

(C-M)y=0 y (C-M), = Cp(My—My_1).

TEOREMA 1.6. Sea M una (sub)martingala y C' un proceso predecible y acotado
entonces C - M es una (sub)martingala.

EJERCICIO 1.8. Pruebe el teorema anterior.

El teorema anterior es otra manifestacién del hecho de que no es posible generar
ganancias en un juego justo.

Por ejemplo, consideremos la siguiente estrategia: sean a < b dos reales fijos
y apostaremos ya sea todo lo que tengamos o nada con las siguientes reglas. Nos
fijamos en M y esperamos hasta que M se encuentre por debajo de a, ahi comen-
zamos a apostar, deteniéndonos cuando M se encuentre por arriba de b. Repetimos
al infinito. Obviamente esta estrategia trata de utilizar a los cruces hacia arriba de
la martingala en el intervalo [a, b] para producir ganancias. La definicién formal de
la estrategia es como sigue:

Ci=1pm<a Yy Cn=1¢,_ —0lm,_<a+1c,_1=11Mm,_.<b-
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SeaY =C-M.

EJErcICIO 1.9. Sea U, la cantidad de cruces hacia arriba que hace el proceso
M en el intervalo [a, b] antes de n. Argumente que

Y,>b—-a)U,+ (M, —a) .

Al tomar esperanzas verifique que se satisface la desigualdad de cruces de Doob

]E((a— Mn)+).

1
El? <
(n)_b

—a
3. Martingalas e integrabilidad uniforme

El objetivo de esta seccion es analizar el concepto de integrabilidad uniforme
de una familia de variables aleatorias integrables. El interés de esta nocién, para
el estudio de las martingalas, es que permite caracterizar a las martingalas que son
de la forma X,, = E(X | %,), y con esto, permite dar una versién muy general del
teorema de paro opcional de Doob.

DEFINICION. Sea {X;},., es una familia de variables aleatorias reales. Decimos
que es uniformemente integrable si

lim supE(|Xt| 1|Xt|2c) =0.

c— 00 teT

EJseEmpLo 1.5. La familia que consta de un sélo elemento X € L; es uniforme-
mente integrable. Esto se sigue de aplicar el teorema de convergencia dominada
para concluir que

lim E(|X| 1\X\>c) =0

c—00

al ser X casi seguramente finita.

EJEMPLO 1.6. Si {X;},.p es tal que sup,ep E(|X¢|?) < oo para alguna p > 1
entonces dicha familia es uniformemente integrable. En efecto, basta notar que

FTE(1Xe] 11x, 5¢) S E(1X¢] 7).
EJjemMPLO 1.7. Para cada X € L1, a la familia
E={E(X |¥):%9 es subo-algebra de .7} .

Se afirma que E es uniformemente integrable. En efecto, la desigualdad de Jensen
implica que

E(IE(X 9| Lax 19))>c) < EECIX] [9) 1ig x 19))>c) = E(XLjgx 9)>c) -
Por la desigualdad de Markov, vemos que
1 1
PE(X |9)] > o) < “E(IE(X |9)]) < “E(X]),
por lo cual

lim sup P(|E(X |94)| >¢)=0.
CrRgcT
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Finalmente, se afirma que para cada e > 0 existe § > 0 tal que si P(E) < 4, entonces
E(|X|1g) < e. Esto se prueba a partir de la desigualdad

E(|X| 15) < cP(E) + E(|X| 1 x/>.)

Por convergencia dominada, el segundo término del lado derecho tiende a cero con-
forme ¢ — oo. Asi, dada ¢ > 0, escogemos ¢ > 0 tal que el segundo sumando del
lado derecho sea menor a €/2. Basta entonces tomar § < e/2c. Esto termina la
prueba de que E es uniformemente integrable, puesto que dada ¢ > 0, escogemos ¢
tal que si P(A) < ¢ entonces E(|X|14) < € y finalmente C tal que para toda ¢ > C
y toda ¢ subo-dlgebra de .# tengamos

P(|E(X |9)] > c) < 4.

Entonces
E(|E(X |9)] 1z x |9)>c) <€
para toda ¢ > C.

En vista del ejemplo anterior, si X, = E(X |.%,) y (%,,n € N) es una fil-
tracién entonces la martingala (X,,) es uniformemente integrable. Un ejemplo de
una martingala que no es uniformemente integrable es el siguiente: si U es una vari-
able uniforme en (0,1) y X,, = 2"1y<2n, entonces X,, es una martingala respecto a
la filtracién que genera. Puesto que U > 0 casi seguramente, se sigue que X,, — 0
casi seguramente. Sin embargo, lim. o sup, E(X,1x,>.) = 1, por lo que no es
uniformemente integrable.

Si {Xt},cp es uniformemente integrable, sea ¢ > 0 tal que

sup E(|Xy| 1x,>c) < 1.
teT

Vemos que entonces

supE(1Xy]) <ec+1 < o0,
teT

por lo que la familia {X;}, ., es acotada en L;.
La importancia de la integrabilidad uniforme es que nos permite relacionar dos
modos de convergencia, la casi segura y la convergencia en Lq:

TEOREMA 1.7. Si {X,},cy ¥ X son variables aleatorias integrables tales que
X, — X casi seguramente, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) {Xn},en €s uniformemente integrable.
b) XeliyX,— X en L.

Como hemos visto anteriormente, una condicién necesaria y suficiente para que
una sucesion convergente casi seguramente también sea convergente en L es que la
sucesion sea uniformemente integrable, por lo que ahora estudiaremos martingalas
uniformemente integrables para abarcar otro modo de convergencia en el estudio de
las martingalas.

Si (Xn),en s una martingala uniformemente integrable (respecto a la filtracién
(Fn) pen) entonces el conjunto {E(|X,|) : n € N} es acotado, por lo que se satisfacen
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las condiciones del teorema de convergencia de martingalas y por lo tanto existe
una variable aleatoria integrable X a la que la sucesiéon converge casi seguramente
conforme n — oo. Por ser la martingala uniformemente integrable, la convergencia
también se dd en Li. Si A es un elemento de %, la tercera condicién que define a
las martingalas nos permite afirmar que

E(X,14) =E(X,,14) Vm >n,
y como
E(X,14) > E(X1,4)
por la convergencia de (X,), .y a X en L;, entonces

E(X,14) =E(X14) VA€ Zy,

de donde se concluye que X,, = E(X | %#,) (pues X,, es #,-medible) y por lo tanto,
la martingala original era una martingala cerrada. De hecho:

TEOREMA 1.8. Sea (X,), oy una martingala respecto a la filtracion (Fn), cy-
Entonces existe una variable aleatoria integrable X tal que X,, = E(X | .%,) siy sdlo
st {X,, : n € N} es uniformemente integrable. Ademds, si se cumple alguna de las
condiciones anteriores, (Xp), cyy converge casi seguramente y en Ly a E(X | F),

donde
Foo =0 ( U %) :

neN

NoTA. Para una martingala cerrada, (E(X |.%,)), <y €l limite casi seguro no
tiene porque ser igual a X; sin embargo, si . ¥ = %, entonces el limite casi seguro
si es igual a X.

DEMOSTRACION. En el parrafo anterior, hemos visto como para cualquier mar-
tingala uniformemente integrable existe una variable aleatoria integrable X que la
convierte en una martingala cerrada. Asi, sélo hace falta verificar que una mar-
tingala cerrada es uniformemente integrable. Pero esto es inmediato, pues hemos
verificado que si ¥ es una familia de o-dlgebras en 2 contenidas en .% | entonces la
familia de variables aleatorias {E(X |G) : G € ¥} es uniformemente integarble, por
lo que cualquier martingala cerrada lo es.

Si se satisfacen alguna de las dos condiciones, sea Y el limite casi seguro y en
Ly para la martingala (Y, = E(X |.#,)), cy. Como Y,, es F-medible para cada
n € N, se sigue que Y también lo es. Ademads, por la convergencia en Li, se sigue
que para todo A € %,

E(X14) =E(Yp14) = lim E(Yppmla) =E(Y1,).
m—0o0

Sea
¢ ={AcZ E(X14)=E(Y14)}.
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Hemos visto que

U #nc?ecre

neN
y la anterior unién de o-algebras es un dlgebra. Ademds, ¥ es una clase monétona,
puesto que si (A,), oy €s una sucesion creciente o decreciente de elementos de ¢
y A es el limite de la anterior sucesién de conjuntos (igual al limite superior o al
inferior, que coinciden) entonces el teorema de convergencia dominada nos permite
afirmar que

E(X].A) = lim E(XlA") = lim E(Y]-An) = E(Y]_A) s

n—oo n—oo

por lo que A pertenece a %. Asi, por el lema de clases mondtonas, ¥ = ., lo cual
nos dice que
Y=E(X |Zx). O

Bajo la hipdtesis de integrabilidad uniforme, también podemos dar una primera
extension del teorema (?7?):

TEOREMA 1.9. Si (X,,),cn €5 una martingala uniformemente integable respecto
a la filtracion (Fp),cn y T es un tiempo de paro respecto a la misma filtracion
entonces Xt es una variable aleatoria integrable y E(Xr1) = E(X)).

DEMOSTRACION. Puesto que X,, converge conforme n — oo, digamos a X,
podemos definir a X7 aun cuando 7" no sea finito. Para ver que X1 es integrable,
notemos que para cada A € Fy,:

Dado que T es tiempo de paro, el evento {T' = n} pertenece a .%,, por lo que de
acuerdo a la desigualdad anterior

neN

< Z E(‘X| 1(T=n))

neN
=E(|X]) < 0.
Finalmente, sea
n
Yn = Xoo]-T:oo + ZXil(T:i)7
i=0
por lo que (Y3,), oy converge casi seguramente a X7. Por la las desigualdades

n
Vol < [Xoo| Ir—se + > |Xil 17—i) < |X7| € Ly,
i=0
podemos aplicar el teorema de convergencia dominada para concluir que

E(Y,) = E(X7)
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y como
E(Yy) = E(Xoolr—oo) + Y E(Xil(r—;)
=0

=E(X1r—c0) + Y _E(X1ir—y)
i=0
=E(X1r<n 6 7=c0)
se concluye, mediante el uso del teorema de convergencia dominada que

E(Y,) - E(X) = E(X,)

y por lo tanto
E(X7) =E(Xp). O

La integrabilidad uniforme nos da un criterio importante para ver si podemos
aplicar el teorema de muestreo opcional de Doob. En efecto, si X = (X,,,n € N) es
cualquier martingala y 7" es un tiempo de paro finito, la integrabilidad uniforme de
la martingala detenida X7 = (X, a7, n € N) implica la igualdad E(X7) = E(Xp).

4. La ley 0 — 1 de Kolmogorov

En esta seccion veremos una primera aplicacion de los teoremas de convergencia
de martingalas a sucesiones de variables aleatorias independientes. Sea (€2,.%7,P) un
espacio de probabilidad en el cual estan definidas una sucesion de variables aleatorias

independientes (X;);.y. Definiremos a

FIn=0(X;:i<n) ya F=o0(X;:i€N).

El resultado que probaremos, la ley 0 — 1 de Kolmogorov, nos permite concluir bajo
ciertas hipdtesis, que un elemento de %, tiene probabilidad 0 6 1. Para esto, sean

Y, =oc(X;:i>n) y T = ﬂ%
neN
Recordemos que 7 es una o-dlgebra, pues es interseccién de o-algebras, a la cual
llamaremos la o-algebra cola. Por la hipotesis acerca de la independencia de las
variables aleatorias, es natural esperar que .%,, y 4, sean independientes y a contin-
uacién, veremos que efectivamente esto sucede, pero necesitamos un resultado antes
para concluirlo.

LEMA 3. Sea 9, 1 = 0(Xnt1,.-., Xntr). Entonces
G =0\ | i
k>1

y las o-dlgebras F, y 9n 1 son independientes.
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El lema anterior es parte de uno mas general que ya se verific en cursos ante-
riores.

PROPOSICION 1.6. Las o-dlgebras %, y 9, son independientes. Ademds, la
o-dlgebra T es independiente de F, para toda n € N.

DEMOSTRACION. Sea

o =0 ) %n

k>1
Entonces 7 es un dlgebra que genera a la o-algebra ¢,,. Si
M ={Aec¥9, :P(A B)=P(A)P(B) VB € .%,},

entonces .# es una clase mondtona que por el lema anterior contiene a <. Por
el lema de clases mondtonas, también contiene a o(), lo cual implica que %, es
independiente de ¥,,.

Para la segunda afirmacién, notemos que 7 C ¥, para toda n € N, por lo que
7 es independiente de %, para toda n € N. g

Finalmente, podemos enunciar y demostrar la Ley 0-1 de Kolmogorov:
TEOREMA 1.10. Si A € 7, entonces P(A) € {0,1}.

DEMOSTRACION. Como A € 7, entonces A es independiente de .%,, para cualquier
n € N, de donde
E(14 | %) =P(A) VneN.
Por otro lado, sabemos que
E(1A|yn)_>E(1A|yoo) ]P_p‘s'
y como A € F,, entonces
P(A)=14 P-p.s.,
de donde P(A) € {0,1}. O

5. Martingalas reversas y la ley fuerte de los grandes nimeros

En esta seccion, exploraremos una situacién andloga a la contenida en el teorema
de convergencia de martingalas naturales. Lo que se consider6 en ese teorema fué
la existencia del limite casi seguro y en L de la sucesién

(E(X [Fn))nen

donde (#,),,cy s una subsucesion creciente de o-dlgebras de .%. Si ahora consider-
amos una coleccién (F,),, o, creciente, ‘?podemos concluir la existencia casi segura
y en Ly de E(X | #,) conforme n — —o0? Si ¥4, = F_,, para n € N, por lo que
Y1 C 9, lo que quisieramos afirmar es la existencia del limite casi seguro y en
L, de E(X |9,) conforme n — oo.
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Para indicar la relevancia de tal afirmacién, consideremos una sucesién (X;);-
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media cero,
(Sn)nen la sucesion de sumas parciales asociadas y paran € N, ¥, = 0(S,, Snq1,...).
Se deja como ejercicio al lector comprobar que

S.
E(Xi|gn):7n, izl,...,n7n21
n

por lo que
n
]E( Sn |gn+1) - msn-‘rla
de donde S S
El 22 |« _ Pntl
( n "H) n+1
De aqui se sigue que
Sn
— =E(X1 |9,
" —E(X; |4,)

puesto que 9,11 C ¥,, por lo cual la pregunta que formulamos anteriormente es
acerca del limite casi seguro y en Ly de S, /n, resultado conocido como la ley fuerte
de los grandes numeros.

Utilizaremos a continuacién los resultados ya verificados sobre martingalas para
atacar la pregunta que nos concierne, para lo cual necesitamos precisar cuales son
los procesos con los cuales vamos a trabajar.

DEFINICION. Sea (Xy,), oy una sucesién de variables aleatorias y (%,,),,cy una
sucesién decreciente de o-dlgebras contenidas en .#. Decimos que (X, ),y €s una
martingala reversa respecto a (%,),,cy si

(1) X, € L; paratodan € N,
(2) X,, es 4,-medible para todan € Ny
(3) E(Xn |gn+1) = Xnt1.-

Notemos que de las propiedades de la esperanza condicional se sigue la igualdad
Xnto = ]E(Xn+1 |gn+2) = E(]E(Xn ‘gn+1) |gn+2) = E(Xn |gn+2) ’
por lo que de manera inductiva se verifica
X, =E(Xy|%,).

Asi, la pregunta formulada anteriormente es simplemente verificar si una martingala
reversa tiene un limite casi seguro y en L;.

TEOREMA 1.11. Sea (X)), cn una martingala reversa respecto a (%), cy- En-
tonces (Xn),cn converge casi seguramente conforme n — oo a una variable aleatoria
X que pertenece a L.

NoTA. Nos basaremos en el teorema de convergencia casi segura para mar-
tingalas. En dicho teorema, se vié que para demostrar la existencia del limite
casi seguro, era suficiente verificar que la cantidad de cruces cruces hacia arriba
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de Xo, X1,... en [a,b], denotada por U, ) (Xo, X1,...), era finita casi seguramente
para cualquier pareja de racionales a,b tal que a < b. En la prueba del teorema,
vimos que la cantidad de cruces hacia arriba de X, X1, ... en [a, b] asi como la canti-
dad de cruces hacia arriba de Xy, ..., X, en [a, b, U[Z)b] (Xo,...,X,) eran variables
aleatorias y se demostré la desigualdad clasica de Doob.

DEMOSTRACION. Sea m € N, Y,y = —X(1_nyvo ¥ #n = Gm—n)vo Para n € N.
Verifiquemos que (Y5,),, oy s una martingala respecto a (J27,),,cy: sin € N, entonces

{IE( — Xm—n-1 |%—m) sin<m

E(Y, I,
(Y1 | ) E( —Xo |%) sin>m

—Xp—m Sin<m
{—Xo sin>m
=Y,.
Asi, por la desigualdad clasica de Doob, y al utilizar la igualdad
U[”_b7_a] (Yy,...,Y,) = U[Z,b] (Xo,.--,Xn)
se tiene que

E (Ul (Ko, X)) < 5 (bl + E(¥a])) = = (] + (| %ol))

De esta manera, vemos que
1
E(Ula,5) (X0, X1,...)) < P a (lo] +E(1Xol)),

por lo que Up, (X0, X1,...) < 0o P-p.s.. Esto nos dice que existe el limite casi
seguro de X,, conforme n — oo y para ver que pertenece a L, aplicamos el lema
de Fatou:

E(| im X,

n—oo

) < liminf E(|X,|) = liminf E(JE(Xo | %,)]) < liminf E(| Xo|) < co.
n— oo n— o0

n—oo

O

Ahora, veamos que toda martingala reversa es uniformemente integrable, por
lo que la convergencia casi segura nos permitird concluir la convergencia en L.

TEOREMA 1.12. Si (X,),cy €s una martingala reversa respecto a (%)
entonces es uniformemente integrable.

neN’

DEMOSTRACION. Como X,, = E(Xy |¥,) y hemos visto que
{E(X |¥9):9 G},

con G una familia de o-dlgebras contenidas en .% y X un elemento de L; es uni-
formemente integrable, se sigue que { X}, es uniformemente integrable. O

Pasaremos a la identificacién del limite:
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TEOREMA 1.13. Sea (X)), cn una martingala reversa respecto a (9,),,cy- En-
tonces
lim X, = IE(X ﬂ %) .
neN
DEMOSTRACION. Sea X el limite casi seguro y en L; de (Xn)pen. Como X,

es ¥,-medible para cualquier m > n, se sigue que

X = lim Xpim

m—r o0

es ¥,-medible para toda n € N, por lo que es medible respecto a la interseccién de
dichas o-édlgebras. Por otro lado, si A € 4,, para toda n € N, entonces

E(X,14) =E(Xola)

y por la convergencia de X, a X en Ly,

/XIP ) lim X P(d /XOIP U

n—oQ

Para finalizar esta seccién, daremos una prueba de la ley fuerte de los grandes
nimeros que utiliza las ideas que se han desarrollado.

TEOREMA 1.14. Sea (X;), oy una sucesion de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas tales que X; € L. Si (SH)ZO:O denota a la sucesion de
sumas parciales asociada, entonces

th— E(X1) P-p.s..

n—o00 N

DEMOSTRACION. Sea®,, = o(Sy : k > n)y pu=E(X1), porloque (S,/n—pn),>,
es una martingala reversa respecto a (%,,),,cy- Esto nos dice que S, /n — u tiene un
limite conforme n — oo y como

_Sm Xm+1++Xn

. S . Sk .
lim ——p= lim — —p= lim — I,
n—oo N n—o0o n n—oo n

se sigue que dicho limite es medible respecto a o(Xj : k > m) para toda m € N, de
donde es medible respecto a la o-dlgebra cola asociada a (X;);cy y por lo tanto es
constante. Para determinar la constante’, recordemos que S,,/n también converge
en L1 y que una variable aleatoria constante es igual a su esperanza, por lo que

lim Sn/L—E(lim Snu) = lim E<&Zu> =E(S; —u) =0,
n—oo N n—oo N n—o00 n
de donde S,,/n converge a u. 0

5Para no utilizar la integrabilidad uniforme en lo que sigue, se puede usar la ley débil de los
grandes numeros.
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6. Urnas de Pdlya y el teorema de de Finetti

Comencemos por analizar con mayor profundidad el ejemplo de las urnas de
Pélya. Sean (U;) variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
r,v > 0y definamos Xy = r/(r +v) y paran > 0:

r+v+nc c v
r+v+m+Dec " r+v+(n+e "

Hemos interpretado a la sucesion (X,), .y como la fracciénes sucesivas de bolas
rojas en una urna que inicialmente contiene r bolas rojas y v bolas verdes (aunque
con esta construccién podemos considerar a r y a v como reales positivos) y tal
que, en cada unidad de tiempo, se revuelve, se extrae una bola y se regresa con ¢
bolas del mismo color. Ademds, hemos visto que si %, = o(Uy,...,U,), entonces
(X,) es una (%, )-martingala acotada. Esto implica que converge casi seguramente
y en Lo, a una variable aleatoria X, que se puede interpretar como la proporcién
limite de la urna. Ahora determinaremos la distribucién de X., mediante una
técnica importante que bésicamente generaliza nuestra prueba de la ley fuerte de
los grandes nimeros.

Analicemos ahora a la sucesién (Y,,): la variable Y, se interpreta como la indi-
cadora de que en la enésima extraccién so obtuvo una bola roja. Ahora calcularemos
la distribucién conjunta de (Y7,...,Y,), para lo cual necesitamos la notacién del
factorial ascendente

Yot1 = 1Un+1§Xn y Xpp1=

a™ =a(a+1)---(a+n—1).
PROPOSICION 1.7. Las variables aleatorias (Y,,) son intercambiables y siiy, ..., 1, €
{0,1} y sp = i1 + - -+ + iy, entonces
(r/0) ™) (0/c) "™
((rt+o) /0™

EJERcicio 1.10. Pruebe la proposicién anterior. Sugerencia, utilice el principio
de induccioén.

P(Y1=41,...,Y, =1,) =

Definiremos a S, = Y1 + --- + Y,,, por lo que

r+v+cS,

r+v+nc

y por lo tanto S, /n — X . Mds adelante, justificaremos el hecho de que

]E(Y; |Snvyn+1vyn+2a“~) = E(Yl |Sn7Yn+1,Yn+2w~~) sil S] S n,

Xn =

de lo cual obtendremos
E(Yl | Sn, Yn+1, AN ) = Sn/n

Al tomar el limite conforme n — oo, vemos que
r

r+ov

= E(Y}) = E(Xa).
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Procederemos anslogamente para el célculo de los momentos de X,. Sea ¥, la
o-algebra generada por las variables f(Y7,...,Y},), donde f es una funcién (medible
y) simétrica. Sea ¢, = 0(%n, Yoi1, Yauto,...).

PROPOSICION 1.8. Si 7 es una permutacion de los indices 1 al n entonces
E(f(Y1,...,.Yn) | 24) =EB(f(Yny,.. ., Yo,) | 56,).

La proposicién anterior nos permite hacer utilizar la intercambiabilidad para
hacer cdlculos. Por ejemplo, al utilizar f(y1,...,yn) = y1,vemos que E(Y; | 74,) =
Sp/n. Otro ejemplo interesante es

E(Y1Y, | ) = Z Y;Y; = ( ZW) — X2

1<7,,]<n
i#]

Por lo tanto, vemos que

(L) = B06%) =R = 1% = 1) = et = SR

El mismo argumento, muestra que
B(r/c+n,v/c)

B(r/c,v/c)
de lo cual se deduce que X, tiene los mismos momentos que una variable B de
pardmetros r/c y v/c. Al ser la variable B acotada, cualquier variable aleatoria
que tenga los mismos momentos tendra dicha distribucién. Se concluye que X,
tiene distribucién B de pardmetros r/c y v/c. Sin embargo, también obtenemos una

consecuencia sorprendente: aunque las variables Y7, Ys, ... disten mucho de ser iid,
vemos que si A, =), 0, i1, .-,0n €{0,1} y 5, =iy + -+ - + i, entonces:

E(X%) =

n
P(Yy =i1,..., Yy =i | ) = X3 (1 — X 0)" %" H (Y1 =i | ),
por lo cual la sucesién Y7, Ya, ... es iid, pero condicionalmente a %, (y por lo tanto,

también condicionalmente a X).
Este es un caso particular del teorema de de Finetti que afirma que toda sucesién
de variables intercambiables es condicionalmente iid.

7. Regularizacién de martingalas

Ahora daremos una extensién adicional del teorema de convergencia de martin-
galas y probaremos el teorema de regularizaciéon de martingalas. Este tltimo es til
a la construccién de una gran familia de procesos estocasticos entre los cuales se en-
cuentran los procesos de Feller y en particular los procesos de Lévy. Nos centraremos
en procesos a tiempo continuo.
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DEFINICION. Una filtracién a tiempo continuo es una coleccién (%), de
subo-dlgebras de . tales que si s < t entonces % < .%;. Decimos que la filtracién
es continua por la derecha si, al definir

Lg.t-"— = ﬂ y’m
u>t
se tiene que F; = . Decimos que la filtracién es completa si %, (y por lo tanto
también cada #; con t > 0) contienen a los conjuntos P nulos de .%,,. Decimos
que la filtracion satisface las hipotesis habituales si es continua por la derecha y
completa.
Una coleccién de variables aleatorias (X¢),-, es una martingala respecto de

(F t)tZO si

(1) Xy es F-medible.

(2) X es integrable.

(3) Sis <t entonces E(X; | %) = X;.
Analogamente se definen las nociones de supermartingala y submartingala al reem-
plazar la igualdad por < y > respectivamente.

Considere dos colecciones de variables aleatorias (X, ¢t > 0) y (Y, t > 0), deci-

mos que Y es una modificacién de X si P(X; = Y;) = 1 para toda t > 0.

Extenderemos ahora la nocién de cantidad de cruces de una funcién f : [0, 00) —
R: recordemos que si F' C [0, 00) es finito, ya tenemos definida la nocién de la canti-
dad de cruces hacia arriba de (f(t)),c en el intervalo [a, b], llamémosle Ur(f, a,b).
Si T C R es arbitrario, podemos definir

UT(faavb) = Sup UF(faavb)’
FCT,F finito

Es claro que si T es numerable y X es un proceso estocdstico entonces Ur (X, a, b) es
una variable aleatoria. Por otra parte, si T = [u, v]NQ, entonces para todo t € [u, v]
existen los limites

= 1.
fi+) sul,EéT t € lu,v)

flt—) = S&l’rsréT t € (u,v

si y sélo si Up(f, a,b) < oo para cualquier pareja de racionales a < b. En este caso,
si f es acotada entonces los limites por la derecha y por la izquierda son finitos.

TEOREMA 1.15 (Desigualdad de cruces de Doob). Si (X¢),5 es una (F)-super-
martingala y T C [0,00) es numerable entonces

E(Ur(X)) < fgzrgE((a - X,)7).
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El teorema anterior se sigue de la desigualdad de cruces de Doob que ya de-
mostramos al tomar supremos. Nuestro objetivo ahora serd demostrar la siguiente
proposicién.

TEOREMA 1.16. Sea (X;,t > 0) una martingala respecto a una filtracion (F,t > 0)
continua por la derecha y completa. Entonces existe una modificacion Y de X que
también es una martingala respecto de (Fy,t > 0) y tal que Y tiene trayectorias
cadlag casi sequramente.

DEMOSTRACION. Veamos primero que SUPe(o,n]nq | Xt| < o0 casi seguramente.
En efecto, al pasar al limite (sobre conjuntos finitos que vayan creciendo a [0, n]NQ,
la desigualdad maximal de Doob nos dice que

E(|X,
P| sup |Xs]=oc0c]| = lim P sup [Xs]>A] < lim E(1Xn]) =0.
te0,n]NQ A=oo \ te[0,n]NQ A—o0 A
Para cualquier n € N y a < b, la desigualdad de cruces de Doob nos dice que
]E(U[Ovn]ﬁQ(X7a7b)) < |a" + E(‘XTLD < 0,
por lo cual
P(U[O’n]mQ(X7a,b) < OO) =1.
Por osubaditividad, vemos que
P(U[O’H]QQ(X,a,b) <osia,beQ,a<byne N) =1.

En dicho conjunto, que denotaremos por N¢ X admite limites por la izquierda y
por la derecha en t para todo t > 0, mismos que son finitos, y por lo tanto podemos
definir a
~ Xiyv(w) siwe N°
0 siweN

Como X;; es F;-medible y % = .%; entonces Xyt es Fi-medible y puesto que
N pertenece a %, y tiene probabilidad cero, entonces N € %#; y por lo tanto X,
es F-medible. Ademds, X es continuo por la derecha en N¢ por el argumento
siguiente: si ¢ > 0 entonces existe § > 0 tal que si r € [t,t + 0] NQ y w € N°¢

entonces ‘Xt (w) — Xr(w)’ < &; al tomar limite conforme r — s € [t,¢ + 0], vemos

que ‘X} (w) — X, (w)‘ < e. Una argumento andlogo muestra que X admite limites

por la izquierda en N€.
Sit; <ty y s, es una sucesion de racionales que decrecen a t1, sabemos que

E(th |y5n) =X,

y por el teorema de convergencia de Lévy hacia abajo, vemos que casi seguramente
yen Lq:
Xiy = lim X, = lim E(Xy, | Z,) = E(Xe, | Fo4) = E(Xs, | Fy) = Xay,

! n— oo n—oo



7. Regularizacién de martingalas 34

por lo que X es una modificacién de X.
Consideremos ahora t; < t3 y s, una sucesion de racionales que decrezcan a ts.
Puesto que X, converge casi seguramente y en L; a th, como vimos en el parrafo
anterior, el teorema de convergencia dominada para la esperanza condicional nos

dice que
o =E(X,, | 7,) > B( X,

j&j)?

X.
por lo que X es una .Z;-martingala. d



CAPITULO 2

Movimiento Browniano

Consideremos una caminata aleatoria simple y simétrica S = (S,,n € N). El
teorema limite central afirma que S,,/+/n converge débilmente a una variable nor-
mal estdndar. Una manera de interpretar al movimiento browniano es como una
extensién multidimensional (inclusive infinito-dimensional o funcional) del teorema
limite central. En efecto, si S se extiende por interpolacién lineal en cada intervalo
[n,n + 1] y consideramos al proceso estocastico S™ dado por S}* = S,+/+/n, vemos
que S} converge débilmente a una normal de media 0 y varianza ¢. Por otra parte,
como S tiene incrementos independientes y estacionarios (cuando nos restringimos
a instantes de tiempo naturales) entonces si 0 =ty < ¢t; < -+- < t,, entonces para
n suficientemente grande los incrementos Sit — S}!_, con 1 <4 <m son independi-
entes. Por lo tanto, vemos que dichos incrementos convergen débilmente a un vector
aleatorio con entradas gaussianas independientes de varianzas respectivas t; — t;_1
para 1 < ¢ < m. El movimiento browniano es justamente un proceso estocastico
que recoge este comportamiento limite de las caminatas aleatorias.

DEFINICION. Un movimiento browniano en ley es un proceso estocéstico
B = (B, t > 0) tal que:
(1) Bp=0
(2) B tiene incrementos independientes: si 0 = g < t; < --+ < t,,, entonces
By, — By,_,, 1 <14 < m son independientes
(3) B tiene incrementos estacionarios: Byys — By tiene la misma distribucién
que B, y
(4) la distribucién de B; es normal de media 0 y varianza t.
Un movimiento browniano es un movimiento browniano en ley que tiene trayec-
torias continuas.

1. Martingalas y procesos asociados

Continuaremos con algunos procesos asociados al Browniano que resultan ser
utiles para su andlisis. Comenzaremos con algunas martingalas.

PROPOSICION 2.1. Sea B un movimiento browniano. Entonces los siguientes
procesos son martingalas.

(1) Btvt 2 07

35
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(2) B? —t,t >0,
(3) eABthQt/Q y

(4) cosh(ABy) e 2"t/2,
DEMOSTRACION. Se tiene que B; — B, es independiente de %, para s < t; se

deduce lo anterior pues por una parte B; — B, es independiente de (Bsi — Bsi_l)n
para cualquier n > 0 y cualquier coleccién de reales

0=s590<s<--- <5 <os.

=0

y por otra, dichas variables aleatorias generan %;. (Luego, se aplica el lema de
clases de Dynkin.)

(1) Vemos que
0=E(B: — Bs | #,) =E(B; | #;) — Bs,
pues Bg es %, medible. Se conlcuye que B es una (ﬁt)tzo—martingala.
(2) Al ser B una martingala y B; — B independiente de %, se tiene que
t—s=E(B; — Bs)
—E( (B~ B.) | 7)
=E(B} | #) — 2E(B,B, | #;) + B?
=B?-E(B} | 7).
de acuerdo a las propiedades de la esperanza condicional.

(3) Basta recordar que el cdlculo de la transformada de Laplace de una variable
normal estandar y utilizar el que B, — By es independiente de .% para s < t

y se distribuye N(0,¢ — s,) pues entonces:
A (t=s)/2 _ E(e)\(Bths)) _ E(GA(BthS) lﬁt) _ E(e)\Bt |<%) e—MB. [

Contruyamos ahora una martingala a dos parametros con el movimiento brow-
niano: consideremos

Mt,s = Bt - Bs
para 0 < s <ty %5, = o(B, — Bs : u € [s,t]). Entonces, como %, es independi-
ente de .Z (por la propiedad de incrementos independientes de B) y estéd contenida
en %, si 0 <u<s<t<w, se tiene que
E(Mu,v | ys’t) = ]E(Bv — By | ys’t)

=E(B, — By | #s) + E(Bs — By, | Fs,t) + B, — Bs

= Bt - BS == Mt,s'
Ahora analizaremos cuatro procesos importantes que ilustran propiedades de invari-
ancia de la distribucién del movimiento browniano.

PROPOSICION 2.2. El movimiento browniano B tiene las siguientes propiedades
de invariancia.
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Simetria: —B es un movimiento browniano
Homogeneidad temporal: Para toda t > 0 el proceso B' dado por B! =

Byts — By es un movimiento browniano independiente de o(Bs : s < t).

Autosimilitud: Para toda ¢ > 0 el proceso Bei/+\/c,t > 0 es un movimiento

browniano.

Inversion temporal: El proceso

X, = 0 t:07
tBl/t t>0

para t > 0, es un movimiento browniano.

DEMOSTRACION.

(1)

(2)

Los incrementos de — B son iguales a menos los incrementos de B. Por lo
tanto, los primeros seran independientes y estacionarios. Las trayectorias
de —B son continuas y comienzan en cero. Finalmente, puesto que la
distribucién normal centrada es invariante ante la transformacién z — —z,
vemos que —B; y B; tienen la misma distribucién y por lo tanto —B es
un movimiento browniano.

Notemos que las trayectorias de B! son continuas y comienzan en cero. Si
0=s59<s1 <+ < 8y, entonces

t t t t .
(le - Bso’ o Bsn - BSn71) - (Bt+51 - Bt’ e ’BtJrS" - Bt+s”’1) ’

puesto que los incrementos de B son independientes y estacionarios, ve-
mos que los de BY también lo son. Ademds, ya que B! = B;,s — By,
vemos B! tiene distribucién normal (0, s). Finalmente, para verificar que
B! es independiente de .%;, notemos que por la propiedad de incremen-
tos independientes de B, Bf ,..., B} es independiente de (B, ..., Bs,)
si $1,...,58, < t. Por clases mondtonas, se verifica entonces que B' es
independiente de .%;.

Se omite. Buen ejercicio

Puesto el proceso de interés es gaussiano, se verifica mediante un calculo de
varianzas-covarianzas, que (X4, ..., X¢, ) v (Byy, ..., By, ) sity, ..., t, > 0.
Por lo tanto, X es un movimiento browniano en ley. Sin embargo, no es
nada trivial es que el proceso de interés tiene trayectorias continuas, en par-
ticular en cero. Ofrecemos dos pruebas: la primera es notar que B satisface
la ley fuerte de los grandes nimeros: B/t — 0 conforme ¢ — oo casi segu-
ramente. Esto se verifica al notar que B,,,n € N es una caminata aleatoria
con distribucién de salto integrable y media cero por lo cual B,/n — 0
casi seguramente. Por otro lado, las variables sup,¢jg 1 | Bs4n — Bp| inde-
pendientes (como se prueba a partir de la propiedad de incrementos inde-
pendientes de B) e idénticamente distribuidas (al utilizar la homogeneidad
temporal del movimiento browniano). Por otro lado, la desigualdad Ly de
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Doob aplicada a la submartingala |B]| implica que
4 2
P(ilgl) |Bs| > n)\) < W]E“Bl\ ) .

Por lo tanto

ZIP’(sup |Byts — Bn| > nA) < 0
n s<1

y por el lema de Borel-Cantelli observamos que casi seguramente existe un
indice N tal que

SUP,<1 | Bs4n — Bs|

<A
n

para n > N. Se sigue que
SUPs<1 |Bstn — Bs|

lim sup <A

n—00 n

casi seguramente y como esto sucede para toda A > 0 vemos que

SUPs<1 | Bs+n — Bs| —0

lim sup
n— 00 n

Finalmente, concluimos que

| Bs|

0 < limsup —> < limsup |Bs +5uPic [Brsts) = Bl

5—00 S 5—00 I_SJ

=0.

Asi, se ha probado que lim,_, o Bs/s = 0. La segunda prueba comienza
con notar que B y X tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales
y trayectorias continuas en (0, 00). Luego, si s¥, s5,... es una enumeracién
de los racionales en [0, 1/k] para k > 1,se escribe

{15 =0} = (N UN{[o] <1}

n>1k>1 4

y se tiene una expresién similar para {lim;_,o X; = 0}. Por continuidad de
PP, se sigue entonces que

1= ]P’(lim B, = o)
t—0

— lim lim lim P(‘Bsk <1/n,...,|Bu <1/n>
n—00 k—00 1—00 1 i
= lim lim lim P(’Xsk <1/n,...,|Xu <1/n)
n—00 k—00 i—00 1 i
:]P’(lith:O). 0
t—0

Finalmente, estudiaremos algunos otros procesos importantes que se definen a
partir del movimiento browniano.

Proceso de calor: Es el proceso estocéstico (t, By),t > 0.
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Movimiento browniano multidimensional: Sid > 1, sean B',...,B% d
movimientos brownianos independientes. Entonces B = (317 . ,Bd) es
el llamado movimiento browniano en dimension d.

Procesos de Bessel de dimension entera: Si B es un movimiento brow-
niano d dimensional, el proceso R dado por R; = |Bt| es el llamado
proceso de Bessel d-dimensional.

Maximo acumulativo: Si B es un movimiento browniano unidimensional,
su maximo acumulativo es el proceso B dado por B; = max,<¢ Bs. Es un
proceso adaptado respecto a la filtracion candnica de B y tiene trayectorias
continuas.

Proceso de tiempos de arribo: Se trata del inverso generalizado del maximo
acumulativo; formalmente se trata del proceso T dado por

T,=inf{t>0:B; > a}

para a > 0. Es un proceso con trayectorias no decrecientes y continuas por
la derecha. De hecho, veremos que es un subordinador estable. Al utilizar
la martingala exponencial del movimiento browniano es facil calcular su
transformada de Laplace.

Proceso de tiempo de positividad: Sea A; = fot 1p,50ds. Entonces A;
es una variable aleatoria, lo cual se prueba al notar que la funcién (t,w) —
Bi(w) es medible en el espacio producto, lo que es consecuencia de que las
trayectorias de B sean continuas. Entonces se puede aplicar Tonelli para
concluir que A; es variable aleatoria. Con esto, se deduce que A es un
proceso con trayectorias continuas. Podrémos calcular explicitamente la
distribucién de A;.

Proceso de edad de las excursiones: Sea g = sup {s <t : B; = 0}. Puesto
que para cada t > 0, B, # 0 casi seguramente, entonces casi seguramente
gy < t.

2. Vectores gaussianos y la distribucién normal multivariada

A continuacién, trabajaremos con variables aleatorias con valores en R™; a los

elementos de R™ los tomaremos como vectores columna. Sixz € R" ei € {1,...,n},

denotaremos por z; a su i-ésima coordenada y si x’ es el vector transpuesto de z,
1 , /

escribiremos ' = (z1,...,2,) 6 = (T1,...,2p)".

DEFINICION. Un vector gaussiano es una variable aleatoria X definida en
un espacio de probabilidad (Q2,.%#,P) y con valores en R™ y tal que para cualquier
A € R™, la combinacion lineal

A X = E A X
i
tiene distribucién normal. Asociado a un vector gaussiano estd el vector de medias

p=(E(X1),...,E(X,)) yla matriz de varianzas-covarianzas ¥ (de tamafio n x n)
tal que Zi,j = Ej,i = COU(XZ',XJ').
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Primero recordaremos, o mas bien formalizaremos, algunos cédlculos para el
caso unidimensional. Sea X una variable aleatoria normal de media y y varianza
o%. Entonces X tiene la misma distribucién que ¢ N + p donde N es una variable
normal estandar.

(1) Calculemos la funcién generadora de momentos de X en términos de la de
N:

E(euX) _ E(quN+uu) _ equ(euaN) )

(2) Calculemos ahora la funcién generadora de momentos de N:

> 1 R 2 1 2
E euN :/ eu167w2/2 dr = / ot /267(17u) /2 dr = e* /2'
( ) — o V2 —o V2

(3) Concluimos que
E(euX) _ 6uu€7u202/2'
(4) Probemos la desigualdad
P(N > z) < e /2

siz > 0. Esta desigualdad se sigue del siguiente razonamiento: para
x,A>0:

AMP(E > 1) <E(eM1esy,) <E() = e N2,
por lo cual para cualquier A > 0,
P >z) < e~ ATHA/2,

Al minimizar el lado derecho de la expresién anterior sobre A > 0 (el
minimo ocurre cuando A = ), se obtiene la desigualdad deseada.

(5) Calculemos ahora los momentos de N; como su distribucién es simétrica,
los momentos de orden impar son cero. Los de orden par los calculamos
como sigue: todos los momentos son finitos pues los momentos exponen-
ciales son finitos; esto es, por el teorema de convergencia mondétona

STE(N) g = E(eY) < oo

por lo cual todos los momentos de orden par son finitos. Otra forma de
verlo es puesto que e /2 _x2/4e_3’2/4, y T — zne=e’ /4
tada y x — e~ /4 g integrable, se sigue que todos los momentos son
finitos. Esto implica que la funcién generadora de momentos es infini-
tamente diferenciable y que su enésima derivada en cero es el momento
de orden n de N. Esto se verifica al utilizar los criterios para intercam-
biar derivadas e integrales del libro de Bartle. Sea ¢y la generadora de

= z"e es aco-
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momentos de la gaussiana. Hemos visto que ¢y (u) = e"’/2 por lo que
(;55\2,") (0) = 2n!/nl2™. Asi:

2n!

nl2n’

Ahora, como la serie de momentos de N es absolutamente convergence, el
teorema de convergencia dominada nos permite afirmar que

E(N?") =

’I'L
zuN n AN 7u2/2
Z E(N") ()" =e .
n=0
(6) Un caso particular muy ttil es que E(N*) = 3.
(7) Ahora calculemos los momentos de |N|, ya tenemos a los momentos de
orden par; los de orden impar se calculan de manera distinta:

00 —12/2
E(|N| 2"+ = ;=2 x*" 2z dx

/OO y/2 d
= y" dy
o V2m
2n+1
ous
= 2" +1/2p) ) /x.
(8) Ahora calcularemos la funcién caracteristica de X, al utilizar los célculos

sobre momentos pares y el siguiente razonamiento: al maximizar, se tiene
que

n!

ux —x2/2

2 .2
%o uzm/4e;v/4

<e"e

2 _ 2
—e 1/4’

por lo cual E(e“'N ‘) < 00. Al utilizar el teorema de convergencia domi-
nada, se sigue que

zuN Z E Nn

Puesto que los momentos de orden impar de n son cero, se sigue que

. 2n)! u? (-1)" —u2\" 1 w2 /9
(™) =2 (2n)! :Z< 2 ) g

Ahora veremos que la distribucién de un vector gaussiano estéd determinada
por iy A, tal como la distribucién gaussiana esta determinada por la media y la
varianza. Para esto, sea A € R" y calculemos la media y la varianza de A - X: la
media es

Z)\IEI ZAZM_)\ L
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y la varianza es

Var(A- X) = Var| Y\ X;
=1

n

= > B (X — ) A (X5 — 1))

ij=1
n
= > ANy,
ij=1
= NAM
Recordemos que las variables aleatorias en R™ estan determinadas por su funcién
caracteristica. Como A - X es una variable aleatoria gaussiana, se sigue que
. . 7
E(ez)\-X) _ 61)\4467)\ A)\/2.

Se sigue por lo tanto que X tiene una distribucién normal multivariada con media
1ty matriz de varianzas-covarianzas A. Se deduce el siguiente corolario importante.

COROLARIO 1. Las entradas de un vector gaussiano son independientes si y
solo si son no-correlacionadas.

La prueba se basa en notar que si las entradas de un vector gaussiano son
no-correlacionadas entonces la matriz de varianzas-covarianzas es diagonal lo cual
implica que la funcién caracteristica se factoriza y que por lo tanto las entradas son
independientes.

Necesitaremos ver que las sucesiones débilmente convergentes de variables aleato-
rias gaussianas.

PROPOSICION 2.3. Si X,, es una sucesion de variables gaussianas que converge
débilmente a una variable aleatoria X entonces X es gaussiana, | X, |? es uniforme-
mente integrable para toda p > 0 y E(XE) — E(XP).

DEMOSTRACION. Sean p, = E(X,,) y 02 = Var(X,,). Por hipétesis
eiup‘nfaiui’/Q _ E(eian) N E(equ)
para toda v € R. Vemos entonces que

e—aim/z _ ’E(emxﬂ,)‘ N ’]E(emx)

)

2 ./ e N,
por lo que e~ » es convergente y como la funcién caracteristica es distinta de cero en

una vecindad de cero, vemos que o2 es una sucesién acotada y convergente, digamos
a o2. Esto nos muestra que p, es también una sucesién acotada. Pero entonces,
como e"H " es convergente para cualquier u € R, esto no muestra que cualesquiera

dos limites subsucesionales ' y p? de p, satisfacen u! — p? = 2kn/u para todo
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u € R donde k € Z, lo cual forza la igualdad k = 0 y por lo tanto u' = p?. Esto
implica que u, converge, digamos a p, y por lo tanto

E(equ) _ eiu,u,fa'zu?/Q7

por lo cual X es normal de media u y varianza o2. Vemos que ademés,
E(e“X") — E(e“x) < 00,

por lo que para toda p > 1 se tiene que sup,, E(|X,,| ?) < ooy por lo tanto (|X,,| ?) es
uniformemente integrable para toda p > 1, lo cual a su vez implica que E(|X,,| ?) —
E(|X|P?) para todo p > 1. O

Ahora haremos algunos céalculos con la distribucién gaussiana. Primero, cal-
culemos la distribucién de N2:

P(N? <z) =2P(0< N < Vz),

por lo que
e */2 1

T)= ——.
fNQ( ) m \/E
Se concluye que N? tiene distribucién I de parametros (1/2,1/2), donde el primer

pardmetro es el de posicién y el segundo el de escala. (Si v, tiene distribucién I’
de pardmetros (a, b) entonces

1 1
P(Yab € dz) = =— (bx)" " be™""d
(’Ya,b {IT) F(a) ( ZE) € Z,
por lo que ¢y, ~ I'(a,b/c) y esto dltimo explica el nombre de pardmetro de escala.)
Pasemos al cdlculo de la distribucién de No/N7, donde Ny y N3 son gaussianas
independientes: primero calculamos la densidad de (N7, No/Ny) al utilizar la trans-
formacién (z, z) — (z, zx), cuyo jacobiano es x, vemos que
z?(142%)/2 T
o2’
Al integrar z en la expresién anterior, utilizando el cambio de variable y = x2/2,
obtenemos:
2 2 T 2y 1 1
2= [e (2?2 L g 2/679(1” ) —dy = —— .
Frami (2) / 2 2 4 m(1+ 22)
Se sigue que N3/Nj tiene ley Cauchy; la distribucién asociada se puede explicitar
en términos de la funcién arcoseno.

Sea C' una variable aleatoria Cauchy; ahora caracterizaremos a la distribucion
de A=1/(1+ C?). Como

P(A>2) =P(1/e>1+C%) =P(1/z—12>C%) =2P(0<C < V1jz—1),

entonces

fa(@) = =2fc (VI =a) /)

le,Nz/Nl(x’Z) = hoNz (ac,zx)x =e

-1

1 1
20/(1—2)/z 2> 7yz(l—2u)
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Por lo tanto, A tiene distribucién Beta de pardmetros 1/2,1/2, que es la llamada
distribucién arcoseno. Asf, vemos también que N?/ (N12 + N22) tiene distribucién
arcoseno.

Cuando X7, ..., X son independientes y normales estandar, se puede calcular
la distribucién de X7 /|| X|| mediante el siguiente razonamiento: como para z > 0

2P(0 < X1/|IX|| <z) =P(X] < (X5 +---X3) 2®/(1 — 2%)),
entonces

2fx, /1% ()

a [ 1 1/2 —y)2 va®/(1=a’) 1 12 —1/2
= — d V= eiy dZ _— e ?
o /0 Yuriar(y y 1/2)” /o Var(1/2)

- 1 v—1/2 —y/2 2z 1 22\ ~v 5Ty

= 4y 57 Yy ey 2)2 Y 2 e 2070
, YRR T ) =7 varayo) V1=

1 —3/2 [~ N

=2 1—a? dy ——y" eV

T(v+1/2)T(1/2) (1-2%) /0 Yorr¥ 7

B I'(v+1) v—1/2
T T(v+1/2)T(1/2) (1-27) '

Notemos X1 /|| X]| ¥ ||X]|| son independientes pues la distribucién de X es invariante
ante transformaciones ortogonales. La interpretacién ahora es clara: como X7 tiene
distribucién T' de pardmetros 1/2 y 1/2 se sigue que ||X|| tiene distribucién T' de
pardmetros §/2 y 1/2, es independiente de X;/||X|| cuya distribucién es la de Ss,
por lo que se ha verificado la factorizacién de la distribucién normal cuando § es un
entero positivo. La interpretacion de la ley arcoseno es ahora clara: se trata de la
distribucién de | X;| /| X]|| cuando § = 2.

3. Existencia del movimiento browniano

3.1. El método de Lévy. Sea (€, .#,P) un espacio de probabilidad en el que
estan definidas una coleccion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas

(gi,n)ogiggn,nzo
de distribucién N (0, 1).
Definamos Xo(0) = 0, Xo(1) = £o,0 y extendamos linealmente la definicién de
X, al intervalo [0, 1]. Definiremos una sucesién de procesos continuos con trayec-
torias continuas (X,,),~, postulando que X,, sea lineal sobre los intervalos de la

forma [k/2", (kK +1) /2"] y que

2\ 2j 2j+ 1\ 2 +1\ | Eojim

Una visualizacién de los procesos X,, se puede ver en la Figura 77
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Figura 1. El procedimiento recursivo de Lévy para definir al
movimiento browniano

Notemos que para toda n > 0, Y, = (X, (k/2"))g<p<on €s un vector aleatorio
gaussiano, por lo que el proceso X, es un proceso gaussiano ya que X, (t) es una
combinacién lineal de las entradas de Y. Para determinar a dicho proceso es sufi-
ciente explicitar su funcién de covarianza, que a su vez se obtiene por interpolacién
lineal en cada intervalo [j/2", (j + 1) /2"] a partir de las cantidades:

E<X( : ) X”( l >) |
27L 271
notemos que la funcién de media es cero.

LEMA 4. Se tiene la igualdad

(£ 5(4) -2

DEMOSTRACION. La prueba se hard por induccién sobre n, siendo la base in-
ductiva (n = 0) inmediata. Si el lema es cierto para n—1y k y [ son pares, entonces
también es vélido para n. Por otra parte, si k = 2541 y [ es par entonces, al utilizar
la independencia entre £2;11,, ¥ Xn—1, se obtiene

2j+1Y\ 1 J 1 j+1 §2j+1.m
X"( 2" > - 2X"‘1<2n—1) * 2X"‘1(2n—1 T omin
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() _
o () (1) (b () (22)

_Lin(l/2) N 1G+1)A(1/2)
2 on—1 2 on—1 :
Al analizar los distintos casos que pueden darse, nos damos cuenta de que

2 (5) () - 2t

por otra parte, si tanto [ como k son impares pero distintos, el analisis es analogo.
Finalmente, si k =1 = 2j+ 1, al escribir a X, (k/2™) en términos de X, y utilizar
la hipétesis de induccién y la independencia entre ., y X5,—1, se observa que

ENY _ 1 j [ 1j+1 Een
E<X(2)) = i3t i 2 +E<<2<n+1>/2

4+l 1 2541
- 2n+1 2n+1 - on :

0

Verifiquemos ahora que la sucesiéon de procesos (Xp), .y converge uniforme-
mente. Para ésto, consideremos el evento

Ap =4 sup | X,(t) — Xpo1(t)] > 2~ n/4
te[0,1]
27 +1 27 +1
- max X, () o x, (L) | s g
0<j<an—1-1 2n 2n

= max j (n+2)/4 4
0<j<2n—1-1 ’

Entonces, por la subaditividad de P, el hecho de que las variables &; ; tengan
ditribucién N(0,1) y la cota para la cola de la distribucién normal estandar:

2n—l g
P(A) < Y P(I£1,1|>2<"+2>/4)
=0

<ol y 9w 22

De la cota anterior, se conluye la convergencia de la serie ), IP(4;), por lo cual, el
lema de Borel-Cantelli nos permite afirmar que existe F € % tal que P(E) =1 tal
que si w € E, existe ng = ng(w) tal que para n > ng se tiene que

X (t) — Xua (B)] <2774,
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de lo cual se deduce la convergencia uniforme de la sucesion (X;,),, oy hacia un limite
X = (Xi);e[0,1) due es entonces continuo. La prueba estard (basicamente) terminada
cuando verifiquemos que X es un movimiento browniano en [0, 1]; sin embargo,
ésto se sigue del hecho de que una sucesién de variables aleatorias gaussianas que
converge en probabilidad (lo cual estd implicado por la convergencia casi segura)
también converge en LP para toda p > 1, se puede tomar el limite cuando n — oo
con k = |2"s|/2™ y [ = |2"t|/2™ en el lema anterior para concluir que la funcién
de media de X es cero y que

E(X:Xs) =tAs.
Si s1 < s9 <ty < tg, al igualdad anterior implica que
]E((XSQ - XSI) (th - th)) =82 — 81 —S2+ 5851 = 07

por lo que X tiene incrementos independientes (recordemos que se trata de un
proceso gaussiano) y como tiene trayectorias continuas, empieza en cero y X; tiene
distribucién N (0, 1), se sigue que X es un movimiento browniano.

Para concluir, falta contruir un movimiento browniano en [0, 00) en vez de en
[0, 1], pero ésto se puede lograr considerando una sucesién de movimientos browni-
anos independientes en [0, 1] y concatenando sus trayectorias.

3.2. El método de Kolmogorov. Esbozaremos uno de los métodos mas gen-
erales para construir procesos con trayectorias continuas, basados en el criterio de
continuidad de Kolmogorov. Si 0 <t < --- < t,, definamos pi, ...+, como la dis-
tribucién normal multivariada de media cero y matriz de varianza-covarianza . dada
por 3; j = t; At;. Al quitar la coordenada ¢ a un vector aleatorio con distribucién
Hty,....t, Obtenemos un vector aleatorio cuya distribucién es fig, ... ¢,y ti1,....tn> POT
lo cual se puede aplicar el teorema de consistencia de Kolmogorov para concluir que
existe un espacio de probabilidad en el que estan definido un proceso estocéstico
(Bt,t > 0) tal que la distribucién de (By,, ..., By, ) €s i, ...+, . Es claro que entonces
B es un movimiento browniano en ley.

TEOREMA 2.1 (Criterio de continuidad de Kolmogorov). Sea X wun proceso
estocdstico real tal que existen constantes o, 3, K > 0 tales que

E(|X; — Xo| “) < K (t—s)"".

Entonces existe un proceso estocdstico X tal que X es modificacion de X, es decir

que IP’(Xt = X't) =1 para toda t > 0, y cuyas trayectorias son continuas.

Puesto que
2
E(|B — Bs|*) =3(t—s)
si 0 < s < t, vemos que el criterio de Kolmogorov aplica para construir una mod-

ificacién de B con trayectorias continuas. Dicha modificacién es un movimiento
browniano.
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4. La propiedad de Markov

La propiedad de homogeneidad temporal del movimiento browniano (que también
comparte con el proceso de Poisson y otros procesos de Lévy) se puede interpretar
también como una propiedad de Markov.

PROPOSICION 2.4 (Propiedad de Markov para el movimiento browniano). Sea
B un movimiento browniano y Fi,t > 0 su filtracién candnica. Entonces para
toda t > 0, el proceso Bt dado por Bt = B s — By es un movimiento browniano
independiente de Fy.

De igual manera, la homogeneidad se puede extender a tiempos de paro e inter-
pretar como una propiedad de Markov fuerte. Recordemos que un tiempo de paro
es una funcién T : Q — [0,00] tal que {T' <t} € #. Dado un tiempo de paro,
podemos definir a la o-dlgebra %1 mediante:

Fr={AeF ANT <te F}.
EJERCICIO 2.1. Probar que #r es una o-algebra.

PROPOSICION 2.5 (Propiedad de Markov fuerte para el movimiento browniano).
Sea B un movimiento browniano y Fy,t > 0 su filtracion candnica. Si T es un
tiempo de paro finito, el proceso BT dado por BT = Br,, — Br es un movimiento
browniano independiente de Fr.

DEMOSTRACION. Consideremos a 7" = [2"T']/2™. Entonces T™ es un tiempo

de paro puesto que
1 1
T = k+ = ﬁ <T< k+ .
n 2n n

Ademaés, T™ decrece a T conforme n — oo. Notemos ademds que si A €

entonces
k+1 k+1

Pl

por lo que en particular A € Fpn.
Ahora descomponemos sobre el valor de T"™ para calcular

k+1 k+1
. n . n . 0 . 0
E(lAemle; +mmetTm) = E(lAm{Tnk+1}€w1Bi12 +oium B2 )
E =kt
keN

que por la propiedad de Markov usual, se reexpresa como:

= S B (1 sy ) B Pt B ) = BA) B Pt P
keN

Al pasar al limite conforme n — oo se obtiene

E(lAeiulBtTl +~~z’uthTm> _ P(A)E(eiulBtl—i-miuthm) )
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Puesto que la funcién caracteristica determina a la distribucién de un vector aleato-
rio, vemos que

P(B{ <ay,....Bf <an |A)=P(By, <21,...,By, <),

por lo que BT es un movimiento browniano independiente de A y asi concluimos
que B” es un movimiento browniano independiente de Zp. O

5. Algunos calculos distribucionales

En esta seccion utilizaremos la propiedad de Markov y de Markov fuerte del
movimiento browniano para calcular ciertos aspectos distribucionales de este pro-
ceso.

Sea B un movimiento browniano, B su proceso de méximo acumulativo y 7" su
proceso de tiempos de arribo.

PROPOSICION 2.6. El proceso T' es un subordinador autosimilar. Ademds,
E<6—ATQ) _ e—a\/ﬁ _ efafow(lfe_)‘m)p(da:)

donde
1

Vorad

. . . S . . -2
Finalmente, para cada a > 0, T, tiene la misma distribucion que a/Bj.

v(dx) =

DEMOSTRACION. Comenzamos con el calculo de la transformada de Laplace.

AB;—\%t

Al aplicar muestreo opcional a la martingala M; = e al tiempo de paro T,

(hasta el cual M permanece acotada) se ve que

E(eAT“) ="V,

Por una parte
/ (1- e_)‘””) v(dz) = )\/ e No(y) dy,
0 0

donde 7(y) = fyoo v(dx), y, utilizando la definicién de la funcién T', vemos que

\/5 /°° V2e A

— = ——dx,
A 0 VTE

de lo cual se deduce que si

/00 (1—e) v(dz) = V2

entonces
7(y) 2
v(y) =1/ —
4 T
y por lo tanto
1
v(dx) = 1,50dx.
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Por construccién, T es el inverso continuo por la derecha de S, por lo que es
no-decreciente y continuo por la derecha y por lo tanto cadlag. Para ver que Ty = 0
casi seguramente, notemos que

E(e_)‘T‘)) =1,

y como e~ < 1 entonces e *7® =1 casi seguramente.

Veamos ahora que T tiene incrementos independientes y estacionarios. Puesto
que To4p — T es el tiempo que transcurre para que B..7, —a sobrepase b, por lo que
la propiedad de Markov fuerte nos dice que T4, — T}, tiene la misma distribucién
que T y ademds es independiente de ﬂfa . Por otra parte, #I C ﬁg , por lo que
T tiene incrementos independientes. Se concluye que T es un subordinador.

Finalmente, debemos ver que es un subordinador autosimilar. Veremos es-
pecificamente que T, y c?T, tienen la misma distribucién. Esto se deduce de que
ambas variables tienen transformada de Laplace A — e~2V2X Una prueba basada
en la autosimilitud del movimiento browniano ademas nos dice que los procesos
Tea,a > 0y c2T,,a > 0 tienen la misma distribucién. En efecto, recordemos que
puesto que Bet/\/c,t > 0y \/cBt,t > 0 tienen la misma distribucién. T es el pro-
ceso de tiempos de arribo del segundo mientras que cT 5,,a > 0 es el proceso de
tiempos de arribo del primero.

Finalmente, notamos que por autosimilitud y la relacién entre B y T se sigue
que

P(T, < t) = P(a < By) :P(a/\/igﬁl) :P(aQ/Ef gt). O
Veamos ahora que la distribucién de B; se conoce explicitamente.

PROPOSICION 2.7 (Principio de reflexién). El proceso estocdstico B® dado por

. [ B t<Ty
B =
2%— B, t>T,

es un movimiento browniano. En consequencia, la variable By tiene la misma dis-
tribucion que | B,

51(0.5) = Lycy o= =/t

= [\
3
~
@

DEMOSTRACION. Si Bt = By+1, — b, entonces B es un movimiento browniano
independiente de D, = Bya1,,t > 0. Notemos que B se puede reconstruir a partir
de D y B a partir de la igualdad

. Dy t<Ty
K b+Bt—Tb t>Tb.
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Puesto que —B también es un movimiento browniano, vemos que entonces el proceso

B {Dt t<Ty, {Dt t<T,
b —

“\b-Bip, t>T, |26-B, t>T,

es un movimiento browniano.
A través de la igualdades de conjuntos

{T, <t,B, <b}={T, <t,B} > b} = {B} > b},
vemos que
P(T, <t)=P(B; >b)+P(B; <b,Tp <)
=P(B; > b) +P(B} > b)
=2P(B; > b)
=P(|B:| > b).
Si a < b, apliquemos un argumento similar con los conjuntos
{B;>b,B;<a} ={T, <t,B,<a}={B}>2b—a}
para obtener
9 2¢—(2b—a)?/2t 2(2b — a) e—(2b—a)?/2¢
th,E,, (a,b) = 1a<b%W =lo<p ors .
Recordemos que una variable Cauchy estandar tiene densidad
_
m(1+22)

En este caso la funcién de distribucién es

2 ™

También se sabe que la distribucion Cauchy es la misma que la del cociente de dos
gaussianas estandar.

1 arctan(zx)

PROPOSICION 2.8. Sean B' y B? dos movimientos brownianos independientes y
T el proceso de tiempos de arribo de B'. Entonces B%l tiene la misma distribucion
que aC.

Veamos ahora un resultado clasico conocido como primera ley arcoseno de Paul
Lévy. Sean

diy=inf{s>t:Bs=0} y gi=sup{s<t:Bs<0}.

PROPOSICION 2.9. Sea C wuna variable Cauchy; entonces d; tiene la misma
distribucion que t (1+ C?) y g1 tiene la misma distribucion que 1/(1+ C?).
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DEMOSTRACION. Notemos que d; = t + Ty o §,. Por lo tanto, si N es una
gaussiana estdndar independiente de B, se tiene que

P(d; >r)=P(t+Tpo0b0;>r)
t+ B /N? > )
t(1+ Bi/N?) >r)
t(1+C?) >r).

P(
P(
P(

Por otra parte, vemos que
1
P t)=Pd,>1)=Pt(1+C?) >1) =P —— <t].
(g1 <t) =P(d; > 1) =P(t (1 +C?) > 1) <1+02<>

Al derivar, obtenemos la densidad arcoseno para gi:

1 1 t 1 1
Tn) =25\ iie = sviviot =




CAPITULO 3

Integracién estocastica

En este capitulo se dard una introduccion al calculo estocastico. Especificamente,
veremos por qué la integral de Lebesgue-Stieltjes es insuficiente para integrar re-
specto del movimiento browniano y cémo se puede sortear este problema. Se in-
troducira la célebre formula de It6 y veremos cémo resolver ecuaciones diferenciales
estocdsticas conducidas por el movimiento browniano. Como veremos, la teoria de
las martingalas es fundamental para desarrollar esta teoria.

El proceso estocéastico mas importante en estas notas es el movimiento browni-
ano. Recordemos su definicién.

DEFINICION. Un movimiento browniano es una coleccién de variables aleato-
rias B = (B, t > 0) tales que:
(1) B comienza en cero
(2) B tiene trayectorias continuas
(3) B tiene incrementos independientes y estacionarios
(4) La distribucién de B; es normal centrada de varianza t.

El teorema limite central nos permite entender a la distribucién normal como
una forma de aproximar a la suma de muchas contribuciones independientes (e
idénticas desde el punto de vista probabilistico). Asi, cada incremento del movimiento
browniano se podria interpretar como una perturbacion aleatoria obtenida de sumar
muchas contribuciones pequenas. Asi, una forma de agregarle una fuente de error
a una ecuacion diferencial del tipo

dey = o(c) dt

es considerar a
t
dey = p(ct) dt + dB; 6 equivalentemente ¢; = —|—/ o(cs) ds + By.
0

Un ejemplo muy concreto es el del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, en el que b(X;) =
AX,. La interpretacion en este caso es, si B denota nuestra ganancia o pérdida al
jugar (continuamente) con un capital inicial z, X; serd nuestra ganancia si se paga
interés a tasa A por un préstamo 6 un impuesto de la misma tasa.

Las ecuaciones diferenciales estocasticas surgen de la idea de hacer que la mag-
nitud de la perturbacién aleatoria dependan de la posicién del sistema para llegar

53
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a ecuaciones del tipo
t t
dX; =b(X;) dt+o0(Xy) dBy 6 Xi= / b(Xs) ds +/ 0(Xs) dBs.
0 0

Sin embargo, surge inmediatamente el problema de interpretar a la integral respecto
del movimiento browniano. Puesto que, como veremos, las trayectorias de B tienen
variacion infinita en cualquier intervalo, entonces no se puede interpretar como una
integral de Lebesgue-Stieltjes. Aunque no sea posible definir a la integral estocastica
como limite de sumas de Riemann trayectoria por trayectoria, si se le puede definir
como limite en probabilidad para una clase adecuada de integrandos (que no ven el
futuro). La contribucién de It6 fue darse cuenta de esto y entonces profundizar en el
estudio de las similitudes y diferencias entre la integral usual y la integral estocéstica.
Al reinterpretar el articulo de 1t6, algunos otros probabilistas como Doob se dieron
cuenta de la similitud existente entre la integral estocastica y la transformada de
martingala a tiempo discreto, lo cual ha marcé el desarrollo posterior del calculo
estocdstico como una teoria apoyada fundamentalmente en las martingalas.

La integral estocdstica respecto del movimiento browniano fue introducida en
[?]. En este articulo, Ité introduce la integral estocdstica respecto del movimiento
browniano con la idea de utilizarla para darle sentido a ecuaciones diferenciales
estocdsticas (para las cuales da un teorema de existencia y unicidad) y utilizar a
estas para dar construcciones de procesos de Markov con trayectorias continuas.
Seguiremos de cerca este articulo.

1. Introduccion a la integral de Lebesgue-Stieltjes

Comencemos por recordar la definicién de integral de Lebesgue-Stieltjes cuando
el integrando es una funcién de variacién acotada.

DEFINICION. Decimos que una funcién f : [0,00) — R es de variacién acotada
en el intervalo [0, ¢] si

sup SISt — f(tio)] < oo,

m={0=to<--<tn=t}

donde el supremo es sobre todas las particiones de [0, ¢]. Denotaremos por V;(f) al
supremo anterior.

Diremos que f tiene variacién localmente acotada si V;(f) < oo para toda
t >0y que f tiene variacién acotada si lim; o, Vi(f) < oo.

Si f es una funcién de variacién localmente acotada, la célebre descomposicién
de Jordan nos afirma que la podemos escribir como diferencia de dos funciones no
decrecientes. En efecto, es facil verificar que

L, V) + 1) Vil - )
2 ’ 2
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son no decrecientes y su suma es f(¢). Una forma mds intuitiva puede ser el definir
la variacion positiva o negativa de una funcién de variacién acotada como

sup DIt = ftin)| T < Vi(f) < o0

T={0=to<--<t,=t} i

y notar que ambas funciones son no decrecientes. Por otra parte, se tiene la de-
scomposicién

F8) = £0) =D 1f(t:) = ftin)| T = [£(t) = f(tio1)]

lo cual nos hace sospechar que f(t)—f(0) = V,*(f)=V,” (f). (Esto se puede justificar
al escribir a las variaciones como limites al considerar una sucesion de particiones que
se refinen y que alcancen los supremos.) Adn mads, este argumento nos indica que si
f es también continua por la derecha entonces f se puede escribir como la diferencia
de dos funciones no-decrecientes continuas por la derecha. Puesto que cada una de
estas funciones no decrecientes estd asociada a una medida, vemos que existe una
medida con signo p tal que f(t) = u([0,¢]). Sig: [0,00) = R es localmente acotada
y medible, podemos entonces definir a la integral de Lebesgue-Stieltjes de g
respecto de f en [0, ], denotada fggdf mediante

t t
/gdf=/ gdp.
0 0

El teorema siguiente nos afirma que las funciones de variacién acotada apare-
cen naturalmente al tratar de considerar integrales elementales y extenderlas por
”continuidad”. Si nuestra funcién f es funcién continua por la derecha y m,, es una
sucesién de particiones de [0, t] que se refinan y cuyo paso tiende a cero, definamos

5™(h) = Z h(ti) (f(tis1) — f(t:)) -

Si h es continua y f es de variacién acotada en [0,¢] entonces S™(h) — fg hdf.

TEOREMA 3.1. La sucesidn (S (h),n € N) converge a un limite para toda funcion
continua h si y sélo si f es de variacion acotada en [0, ).

DEMOSTRACION. Ya hemos mostrado una de las implicaciones. Para la reciproca,
supongamos que (S™(h),n € N) converge a un limite para toda funcién continua h
en [0,t]. Es bien sabido que el espacio de funciones continuas en [0, ], al dotarlo de
la norma uniforme, es un espacio de Banach. Ademds, T™ es una funcional lineal
continua definido en él. Es facil construir una funcién A de norma uniforme 1 tal
que

To(h) =) 1f(t:) = f(ti-1)|

Tn



2. La variacién cuadratica del movimiento browniano 56

(por ejemplo al imponer que h(t;) = sgn(f(¢;) — f(t;i—1)) e interpolar linealmente).
Por lo tanto,
Vi(f) < sup |7
Por otra parte, para toda h continua se tiene que
sup [T (h) | < ox,
n
por lo que el principio de acotamiento uniforme (conocido también como teorema

de Banach-Steinhaus) implica que

sup ||[T"|| < oo.
n
Asi, vemos que f tiene variacion acotada. O

Andlogamente a como se defini6 la nocién de variacion de una funcién, podemos
definir el de p-variacién para p > 0.

DEFINICION. Sean f : [0,00) — Ry p > 0. Se define la p-variacién de f en [0, ¢]
€omo

sup Z |f(ti) — f(tiz1)| P

r={0=to<-<tn=t}
La denotaremos por V{”(f).

PROPOSICION 3.1. Si f es una funcidn continua de p-variacidn finita en [0,
entonces su p'-variacion es cero si p' > p e infinito si p’ < p.

DEMOSTRACION. Sean m, una sucesién de particiones cuyo paso tiende a cero
y tales que

D ONft) = f(ti)| P = VE(S) < oo,

Sip < p/, notemos que

D 1F () = Sa)| P < max [F(t:) = f(tim)] PP Y 1S () = f(tien)| P

Como f es continua, el maximo del lado derecho tiende a cero, mientras que la suma
del lado derecho tiene un limite finito. Por lo tanto, el lado izquierdo tiende a cero.
Un razonamiento analogo concluye la prueba de la afirmacion restante. O

2. La variacién cuadratica del movimiento browniano

En esta seccion veremos por qué la integral de Lebesgue-Stieltjes no se puede
aplicar para definir una integral respecto del movimiento browniano. La razon
principal estd en el concepto de variacion cuadratica del movimiento browniano.
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PROPOSICION 3.2. Sea B un movimiento browniano en ley. Para toda t > 0,
si A, es una sucesidn de particiones de [0,t] cuya norma tiende a cero, entonces la
sucesion de variables aleatorias

Z (Bti - Bti—l)Q
ti€A,
converge en Lo at.

PRUEBA DE LA PROPOSICION ??. Calculemos simplemente la norma %, (P) al
cuadrado de la diferencia entre las variables de interés:

E (Z(Bti—Btu)g—tf —E <Z((Bti—Bti1)2—(ti—ti_1))>2

4 %

- ]E(Z (Bu = Bi)" = (6~ ti_l)r) :

2

donde la ultima igualdad se justifica pues las variables

((Bti - Bti,l)Q —(t; — ti—1)>i

son independientes y tienen media cero. Si ahora utilizamos el hecho de que
E(X*) =302 si X tiene distribucién N(0,0?), entonces

ZE(((Bt, — Bt,.,_l)z — (t; — ti_l))2> = QZ (t; — ti—1)2
Z §2|in|t—>0,

lo cual demuestra la afirmacion de la proposicion. O

Como veremos, la proposicién anterior es un caso particular de un resultado
analogo para martingalas continuas que conforma uno de los pilares sobre los que
se sostiene la teoria del cédlculo estocéstico. El teorema al que se hace referencia es
el Teorema 1.3 del capitulo 4 de [?] y la demostracién que se encuentra ahi utiliza
solamente resultados béasicos sobre martingalas como la desigualdad maximal de
Doob. En [?] se encuentra el mismo teorema (teorema 5.1 del capitulo 1) para
martingalas continuas de cuadrado integrable. En particular, se sigue que (B) : t —
t es el unico proceso creciente y adaptado a la filtracién (aumentada) de B tal que
B? — (B) es una martingala.

PROPOSICION 3.3. Casi sequramente, las trayectorias de B son de wvariacion
infinita en [u,v] para todo u < v.

DEMOSTRACION. Basta probar que para cada u < v fijos, las trayectorias de B
tienen variacién infinita en [u,v]. Sin embargo, por la Proposicién ?? aplicada al
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movimiento browniano B.,, — B, vemos que si A,, es una sucesién de particiones
de [u,v] cuya norma tiende a cero entonces

Z |Btl — Bti71| — 0
Ap

en probabilidad. Asi, al pasar a una subsucesién para que la convergencia sea casi
segura, vemos que la variacién de B en [u,v] es casi seguramente infinita. O

Podriamos sin embargo, considerar a las sumas tipo Riemann
E Hti (Bh - Bti—l)
A,

y considerar el limite conforme n — oo. Sin embargo, puesto que las trayectorias
de B son casi seguramente de variacién infinita, el Teorema 7?7 implica que habra
funciones H para las cudles no hay convergencia.

3. Propiedades de la integral de Lebesgue-Stieltjes

En esta seccién se nos concentraremos en algunas propiedades de la integral de
Lebesgue-Stieltjes que posteriormente contrastaremos con propiedades de la integral
estocédstica. Comenzamos con la regla de asociatividad, la formula de integracion
por partes y la regla de la cadena.

La regla de asociatividad nos dice que, como funcién del intervalo de integracion,
una integral de Lebesgue-Stieltjes es de variacién acotada y permite reexpresar la
integral respecto de ella. Formalmente:

PROPOSICION 3.4. Sea f una funcidn de variacion localmente acotada, g una
funcion medible y acotada y definamos

t
ne) = [ g
0
Entonces h es de variacion localmente finita y si g es medible y acotada entonces

t t
/gdh:/ Ggdf.
0 0

Con la notacién h = g - f, podemos escribir la férmula de manera compacta:

g-(g-f)=1(39) f

Pasemos ahora a la férmula de integracién por partes.

PROPOSICION 3.5. Sean f y g dos funciones de variacion localmente acotada.
Para toda t > 0 se tiene que

f@ﬂﬂzﬂ@ﬂ@+£9Jﬁ+Af@-
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DEMOSTRACION. Sean pf y pg las medidas con signo asociadas a f y a g y
=y ® prg. Entonces

p([0,1%) = f(t) g(t).
Por otra parte, puesto que
[0, = {(0,0)} U{(r,s):0<r<s<t}U{(r,s):0<s<r<t},

podemos utilizar el teorema de Tonelli-Fubini para concluir que
t t
n([0,4]%) = £(0) g(0) +/ fd9+/ g-df. O
0 0
La férmula de integracién por partes admite la siguiente forma més simétrica:

() g(t) = £(0) 9(0) + / fodg+ / g_df + 3" Af(s) Agls).

s<t

Un caso, que resultard interesante contrastar con la integral estocéstica, es
2 2 ‘
£0 = 70+ [ 21,
0

Aunque el siguiente resultado admite una versién para funciones discontinuas,
nos concentraremos en el caso continuo.

PROPOSICION 3.6 (Regla de la cadena). Si f es una funcién continua de variacién
localmente acotada y F' es de clase Cy entonces F o f es continua, de variacion lo-
calmente acotada y

t
Fof(t):Fof(0)+/o F' o fdf.

DEMOSTRACION. La idea de la prueba es notar que si la férmula es vélida
para F'y para G y a, 8 € R entonces la férmula también es vilida para la funcién
ald F + BG. Puesto que la férmula es valida para la funcién identidad, también
lo serd para polinomios y, al aproximar a F’ (y por ende a F') uniformemente en
[0,¢] por una sucesién de polinomios, podremos concluir la férmula para toda F
continuamente diferenciable.

Basta entonces probar que si

t

Fof(t)ZFof(O)+/0 F’ofdf.
entonces

t
tFof(t):/O Id(F o f)+ Fo fdf.
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Sin embargo, de acuerdo a la férmula de integracién por partes, vemos que si A es
la medida de Lebesgue
t

t
tFof(t):/OFofd)\—l—/OIddFof
t t
:/Fofd)\Jr/IdF/ofdf
0 0
t
:/Fof—i—IdF’Ofdf
0

/t(IdF)’ofdf. O
0

Finalmente, analizaremos la llamada férmula de cambio de variable, al intro-
ducir un concepto fundamental llamado inverso continuo por la derecha y estudiar
la técnica de cambios de tiempo.

Sea f : [0,00) — [0,00] no decreciente y continua por la derecha (por lo que
también admite limites por la izquierda). Definimos a f~! mediante

) =inf{s>0: f(s) > t}.

La idea de la construccién es que la grafica de f~! se obtiene al intercambiar los
ejes en la grafica de f: los intervalos de constancia de f se convierten en saltos de
f~! y los saltos de f se convierten en intervalos de constancia de f~!.

PROPOSICION 3.7. La funcién f~1 es no decreciente, continua por la derecha,
fof~t>1d y ademds

fit)y=inf{s>0:f"(s) >t}.
Si f es continua entonces f o f~! =1d.
Informalmente podemos escribir la férmula para f en términos de f~! como
(=1
DEMOSTRACION. Si t <t entonces
{s>0:f(s) >t} D{s=>0:f(s) >t}.

Al tomar infimos obtenemos la monotonia de f—1.
Si ¢, | t entonces

{sZO:f(s)>t}:U{820:f(s)>tn}.

Al tomar fnfimos, concluimos que f~!(t) = lim,, f~1(¢,). En efecto, es claro que
t=1(f) <lim, t;}(f) y por definicién de f~1(t), vemos que para toda & > 0

t<f(f') +e),
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por lo cual
tn < f(f7HE) +e)

para n suficientemente grande y por lo tanto

lim FHtn) < f7HE) + e

Por definicién de f~1(¢), si € > 0 se satisface

fOFNE) +e) >t

y por continuidad por la derecha de f obtenemos

fof=l(t) >t

Si s71(f) >t entonces f(t) < s. Por otra parte, si € > 0, al ser f continua por
la derecha, vemos que existe una vecindad derecha de ¢ en la cual f < f(t) +e. Por
lo tanto f~1(f(t) +¢) >t y asf vemos que

ft)y=inf{s>0:f"(s) >t}.

Finalmente, si f es continua y no decreciente, entonces es sobre. Si (z,,) decrece
estrictamente a z, existe (t,) estrictamente decreciente (digamos con limite t) tal
que f(t,) = x,. Por continuidad, se sigue que f(t) = x y que a la derecha de t
f > x. Vemos que entonces f~1(x) =ty que fo f~1(z) = f(t) = = O

Ahora podemos enunciar la férmula de cambio de variable.

PROPOSICION 3.8. Si g : [0,00) — [0,00) es Borel-medible y f es no-decreciente
entonces

[ edr=]  gertiain
[0,00) [0,00)

DEMOSTRACION. Se sigue del procedimiento de aproximacién estandar de fun-
ciones medibles al notar que la proposicién es vélida para g = 1o 4; en efecto, basta
notar que {z > 0: f~*(z) <t} es un intervalo de tamaiio f(t). O

La razén de llamar a una tal férmula cambio de variable es el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 3.1. Pruebe que si f es no decreciente y continuamente diferenciable

entonces
t t
[adr=[ o ar
0 0
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4. La integral estocastica respecto del movimiento browniano

El objetivo de esta seccién serd construir una integral respecto de las trayectorias
brownianas. Esto es, definir integrales del tipo

t
/ H,dB;.
0

Aqui, H seria una funcién continua, que podria ser aleatoria o no. El problema para
definirla como una integral de Lebesgue-Stieltjes, ain cuando H sea determinista,
es el siguiente.

PROPOSICION 3.9. Casi sequramente, las trayectorias de B son de variacion
infinita en [u,v] para todo u < v.

DEMOSTRACION. Basta probar que para cada u < v fijos, las trayectorias de B
tienen variacién infinita en [u,v]. Sin embargo, por la Proposicién ?? aplicada al
movimiento browniano B.y, — By, vemos que si A,, es una sucesién de particiones
de [u,v] cuya norma tiende a cero entonces

Z |Btl — Bti_1| — 0
Ay

en probabilidad. Asi, al pasar a una subsucesién para que la convergencia sea casi
segura, vemos que la variacién de B en [u,v] es casi seguramente infinita. O

Podriamos sin embargo, considerar a las sumas tipo Riemann
E Hti (Btz - Bti—l)
Ay

y considerar el limite conforme n — oco. Sin embargo, puesto que las trayectorias
de B son casi seguramente de variacién infinita, el Teorema ?? implica que habra
funciones H para las cudles no hay convergencia. La idea de Itd fue considerar
un modo de convergencia distinto para las sumas tipo Riemann (la convergencia en
probabilidad) ademés de restringir a los integrandos posibles. Por ejemplo, podemos
inmediatamente integrar a B respecto de B (donde H; = Bi): puesto que

1
ZBti—l (Btz' - Bti—l) = 5 Z (BtQL - Bzi,1> - (Bt'i - Bt171)2’
Ay,

=
la Proposiciéon 7?7 implica que

BZ -t
ZBti—l (BtL - Bti71) — t2
An

en probabilidad. Aqui ya nos podemos dar cuenta de que necesariamente habré
una diferencia entre la integral de Lebesgue-Stieltjes y la integral respecto de las
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trayectorias brownianas, puesto que si f es continua y de variacién localmente finita
y f(0) = 0, entonces
t 2
f(t)
| =23
0

de acuerdo a la formula de integracién por partes. La diferencia es por supuesto la
existencia de la variacién cuadratica para las trayectorias brownianas.

Sea A una 2n + l-upla tg,...,tn,71,..., 7, de reales en [0,t], donde 0 = tg <
< o <tp,=t,0<71,...,7p—1 <ty7 <t;—1. (Laideaes quety,...,t, forman
la particién de [0,t] sobre la cual se consideran los incrementos del movimiento
browniano y a las 7; las utilizamos para evaluar al integrando.) A una tal 2n + 1-
upla le llamaremos particiéon con instantes de evaluacién. Definimos

d(A) = 1§Izn§a£(_1 (lfi — Ti) .

Notemos que entonces
T <t <ty <+ d(A).
Sea H un proceso estocastico adaptado a .#,t > 0 con trayectorias continuas.
Definamos entonces
YA =Y " H., (Bint, — Bint,_,) -
A

EJERCICIO 3.2. Pruebe que Y2 es una martingala respecto de la filtracién
candnica generada por el movimiento browniano. Pruebe ademds que si H estd
acotado por la constante C' entonces

E([vA]") < ¢

TEOREMA 3.2. Para toda £,m > 0, existe 6 > 0 tal que si d(A),d(A’) < 6
entonces
IP’(‘Y;A _yA ‘ >e) <n.

La forma en que Itd escribe el teorema anterior es que Y2 converge en proba-
bilidad conforme d(A) — 0.

DEMOSTRACION. Sea A una sucesién con instantes de evaluacién consistente
de la particién sq,..., s, y de los instantes de evaluacién oy, ...0y,.
Si tg,...,t, es un refinamiento de sg, ..., s, definamos

Tj = 04 si (tj_l,tj) C (51_1782').
Definamos entonces A’ como la particién con evaluadores conformada por to, ..., &,
Y T1,...,Tn, por lo que
YA =y~
Notemos que
d(A") = maxt; — ;41 < maxs; — 041 = d(A),

por lo que A’ es una especie de refinamiento de la particién con evaluadores.
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Si Ay A son dos particiones con evaluadores distintas, podemos entonces ex-
presar a Y2 y a Y2 en términos de la misma particién, pero con instantes de
evaluacién distintos y escribir por tanto

YA —yA = Z (HTi - H‘T'i,) (Bti - Bti+1) :
i
Como H tiene trayectorias continuas, entonces para toda e,1 > 0 existe § > 0 tal
que
P(|H — Hy| <esi [t—s] <§,s,t<1)>1—n.

(Razén: se puede discretizar al evento anterior al considerar s, ¢ racionales y utilizar
la continuidad uniforme en el intervalo [0, 1].)

Sean ¢,n7 > 0. Si d(A) ,d(A) < 0, donde ¢ = d(e,n). Definamos
Ci= (Hn - Hﬂ) 1‘H71_Hﬂ,|<57
por lo que
IP’(YA Y2+ 3¢ (B, - BtH)) <.

Por otra parte

E([Z Ci (B, — Bti_l)r) =Y E(C?) (ti — ti1) < €°T.

Por lo tanto
]P<

> Ci (B, - Bi,_,)

>\@> <eT

y por lo tanto
P((YA —YA’ > \/E) <et.

Es entonces sencillo ver (al considerar una sucesién de particiones evaluadoras
A, cond(A,) — 0y tales que Y2» converja en probabilidad) que existe una variable
aleatoria Y tal que para toda ,n > 0 existe 6 > 0 tal que si d(A) < entonces

P([Yy2-Y|>e¢) <n. O

DEFINICION. La integral estocdstica de H respecto de B en el intervalo [0, 1]
es el limite en probabilidad de las sumas de Riemann

ZH‘H (Btz - Bti—l)
A

(donde A es una particién evaluadora de [0,1]) conforme d(A) — 0. Se denotard
por fol H, dB,.
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Claramente, los argumentos funcionan de igual manera en el intervalo [u, v] en
vez de [0, 1]. Ademsds, de acuerdo a la definicién, tenemos que

t 2 _
/ BsdBS:M.
0 2

It6 introdujo su célebre férmula para calcular otras integrales estocdasticas.

El argumento anterior de hecho puede mejorarse para poder considerar una
integral indefinida y probar propiedades de continuidad respecto del intervalo de
integracién. Antes de eso, enunciemos algunas propiedades de la integral estocéstica.

PROPOSICION 3.10. Sean F' y G dos procesos continuos y adaptados respecto
de la filtracion browniana. Entonces:
(1) J. dB, = B, - By,
(2) si A, € R entonces [! [\Fy + puGy] dBy = X\ [ FydB, +p [ Gy dB; y
(3) sir < s <t entonces

5 t t
/FudBu+/ FudBu:/ F, dB,.

EJErcicio 3.3. Pruebe la proposicién anterior.

EJERCICIO 3.4. Mediante aproximacién por sumas tipo Riemann, pruebe las
siguientes dos igualdades:

(1) [y sdBy =tB; — [} Byds y
(2) [y B2dB, = B}/3 — [} B, ds.

PROPOSICION 3.11. Sea H un proceso adaptado con trayectorias continuas. Si
existe una funcion continua tal que E(Hf) < M; entonces

E([/:HrdBrr> g/:Mrdr.

Sean H', H?,... procesos estocdsticos adaptados con trayectorias continuas y
suponga que H™ converge a H uniformemente en probabilidad, es decir,

lim IP’(sup |HY — Hq| > 5) =0
n—oo s<t
para toda € > 0. Entonces
> 5> =0.

t t
lim ]P’< / H"dB, — / H,dB,

DEMOSTRACION. Se probari el resultado cuando s = 0. Sea (A,,) una sucesién
cuyo paso tiende a cero y tal que la sucesion de integrales estocédsticas elementales

In = ZHti—l (Bti - Bti—l)
Ay,
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converge casi seguramente a la integral estocéstica fg H, dB,. Entonces, por el lema
de Fatou:

t 2 t
. 2 . _
E({/O H, dB,.] ) < llnrgngOIn] ) < lgglgclf En My, | (6 —ti—1) —/0 M, dr

puesto que M es Riemann integrable al ser continua.

Sea,
—& H, - H! < —¢
Cy=<{H;—H! —-e<H;,—H!<e.
€ H,—H! >¢

Al utilizar particiones aproximantes, es facil ver que

t t
P(/ cgst;é/ [H, — H"] dBS> g]P<sup |H, — H| >5).
0 0

s<t

Puesto que C7 < ¢, se sigue que

t 1 t 2
P(/ Cy dB, zﬁ)SEEQ/ c:st,} < et.
0 0
Por lo tanto
t t
P(/HSBS—/ H} dB;
0 0

Para cada particién evaluadora definamos

YtA = ZHW (Bt/\ti - Bt/\ti,l) .

Esta serfa una version discreta de la integral indefinida. Su principal caracteristica
es ser un proceso con trayectorias continuas y una martingala.

>5+\@> §P<sup|Hs—Hf| >8) +et
s<t

PROPOSICION 3.12. Para toda e,m > 0, existe 6 > 0 tal que si d(A),d(A') < &

entonces
P(sup Y;,A —YSA ‘ > 8) <.
s<t
DEMOSTRACION. Sean 51,82,... densos en [0,1] y sean t}*,...,¢"" los puntos
obtenidos al refinar a A y a A con s1,...,S,. Entonces, podremos escribir

Podemos seguir la prueba del Teorema ??7 para deducir de la desigualdad de
Doob (aplicada a la transformada de martingala de C' por B) que

k
P(m 22 Cu(Br =Bz

1=

>ﬁ>§6,
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P (sqp

Al tomar el limite conforme m — oo y utilizar la densidad de {sq, $2, ...}, obtenemos

>\@> <e+n,

lo cual implicard que

Y - Y

>f>§5+77.

1P><sup YA _yA

s
s<1

lo cual nos permite concluir de manera andloga que en el Teorema ?7. O

COROLARIO 2. FExiste un proceso estocdstico con trayectorias continuas H - B

tal que para todo t > 0
t
P((H~B)t :/ Hy dBS> =1.
0

Una propiedad importante de la integral estocastica respecto de su parametro,
que ya se ha utilizado implicitamente es su caracter de martingala.

PROPOSICION 3.13. Si H es adaptado, continuo y existe una funcién continua
M tal que E(H ) < M; entonces H - B es una martingala cuadrado integrable con
trayectorias continuas.

DEMOSTRACION. Con nuestra hipdtesis:

IE(H B’ /Mds<oo

Para verificar que H - B es martingala, basta probar que

t
E(/ H, dB, y‘s):o

Si A,, es una sucesién de particiones de [s, t] tal que la sucesién
I, = ZHti—l (Bt7 - Bti—l)
A’VL

converge casi seguramente a f: H, dB,, notemos que I, es medible respecto de
0(By4+s — Bs : 7 > 0), que es independiente de ;. Puesto que las variables I,, son
acotadas en Lo, son uniformemente integrables y por lo tanto

t
O_]E(In|£g)—>E</ H, dB, 3{;). O
Pasemos ahora a la formula de 1t6, que nos da una clase muy grande y til de

ejemplos de integrales estocasticas. Se trata de la versién estocéstica del teorema
de cambio de variable.
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TEOREMA 3.3. Sea f:R — R una funcion de clase Cy. Entonces

f(By) = f(Bo) /f ) dBs + = /f”

La heuristica de la prueba es sencilla: para cualquier particién 0 =5 < -+ <
t, = t suficientemente fina, al realizar una expansién de Taylor de orden 2 se obtiene

f(Btz) - f(Bti—l) ~ f/(Bti—l) (Bh - Bti—l) + %f//(Bti—l) (Bt1 - Bti—1)2

Al sumar sobre 7 se obtiene
2
f(Bt) = f(By,) Zf (Bti_y) (Bi; — Br,, +Z f” By, = By, ,) -

El primer sumando del lado derecho converge a la integral estocéstica

/0 (s

mientras que el segundo deberia converger hacia
t
1 1
~f"(B
|5

DEMOSTRACION. Trabajaremos en [0, 1].
Puesto que B tiene trayectorias continuas, el maximo de su valor absoluto en
[0, 1] es finito casi seguramente y por eso, dada n > 0 existe M > 0 tal que

1P’<sup |Bs| > M) <n
s<1

Puesto que f” es continua en [—M, M], dada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que
|f"(y) — f(2)] <esia,ye[-M,M]y ly—z| <4

Puesto que las trayectorias de B son uniformemente continuas, existe v > 0 tal
que

P sup |Bi— B >0 <.
[t—s|<v
0<s,t<1

Por lo tanto, si

Q' =< sup|Bs| <M, sup |B;—Bg| <$
s<1 [t—s| <v
0<s,t<1

entonces P(Q') > 1 — 2.
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Al realizar una expansién de Taylor de orden 2 se obtiene
1 1
f(Bt) - f(Bs) = fl(Bs) (Bt - BS) + if//(BS) (Bt - 33)2 + §Rs,t (Bt - 33)2
para 0 < s <t <1, donde
Rs,t - f//(Bs + 0 (Bt - Bs)) - f”(BS)

para alguna 6 € [0, 1] (que es aleatoria).
Definamos ahora a los truncamientos

1
“Ry: (B — By)? g, ,|<e

Cs,t = D)

E, = f"(By) 1\ p1B,) <R

donde R = max|, < |f(x)|. Notemos que en ', si s <t < s+ entonces

FBL) ~ £(By) = F(BL) (B~ B+ 31" (By) (6~ )
+ %Rs,t (B, — By)* + %E (B~ B~ (t-5)|.

Si0=ty <---<t,=1es cualquier particién de paso menor a =y, podemos por
lo tanto escribir en Q’

f(B1) = f(0) = Zf/(Bti_l) (Bt, = Bi,_,) + %f”(Bti_l) (ti —ti-1)

1
+ Z §Cti,ti71 (Bh - Bti—1>2

1
+ 5B [(Bti ~ By )~ (ti - ti—l)} :

Escojamos ahora la norma de la particion de tal manera que

]P’( Zf’(BtH) (Bi, — By, ) —/0 f'(Bs) dB, >€> <n

p( >g><n.

Por otra parte, por definicién de C; vemos que
) <e.

1
E( Z icti—hti (Bti - Bti—l)z

S B Gt~ [ ) as
- 2 ti1 i i—1 0 s
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)

Si ademds imponemos que |t; —t;_1| < ¢/R? entonces

E( Z %Eti_l [(Bti - Bti—l)z —(ti — ti—l)}
< 722 ti—1) 7 <

Asi, podemos conc1u1r que

d

<e

| ™

> 51/2> < e

1
Z §Cti—17ti (Btz' - Bt171>2
%

[(Bti - Bt¢71)2 - (ti - ti—l)}

IP’( >ﬁ>§e

Por lo tanto

P(f(Bt F(Bo) — /f dB, —7/f” ) ds

EJERcICIO 3.5 (Tomado del libro de Oksendal). Utilice la férmula de Itd para
escribir a los siguientes procesos Y en la forma estandar

dY: = u(t,w) dt + v(t,w) dB.

>3E+\f)§45. O

(1) Y; = B}
(2) Vi =2+t+eP.
Utilice la férmula de It6 para verificar que los siguientes procesos son martin-
galas

(1) Xy = COS(Bt)
(2) X; = sm(B )
(3) Xi = (Bt +t) e Bimt/2,

5. Ecuaciones diferenciales estocasticas conducidas por el movimiento
browniano

Equipados con una nocién de integral estocdstica y conscientes de su diferencia
fundamental con la integral de Lebesgue-Stieltjes, podemos analizar el concepto de
ecuacion diferencial estocastica. Cabe mencionar que ésta era la motivacion original
del [?] para introducir la integral estocdstica pues estaba interesado en verificar su
intuicién de que las soluciones a ecuaciones diferenciales estocdsticas deberian ser
procesos de Markov.

En este capitulo, nos interesaremos principalmente en ecuaciones del tipo

dXt = O'(t, Xt) dBt + b(t, Xt) dt.
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La interpretacién es que buscamos un proceso X con trayectorias continuas y adap-
tado a la filtracién de B tal que para toda t > 0 se tenga que

t t
(2) Xi=x —|—/ o(s,Xs) dBs —|—/ b(s, Xs) ds.
0 0

Cuando o es idénticamente igual a cero, nos reducimos al caso de las ecuaciones
diferenciales ordinarias. Asi puesto, la primera tarea que tendremos serd la de
estudiar existencia y unicidad para tales ecuaciones.

Intuitivamente, al discretizar una ecuacién diferencial estocdstica al utilizar una
particién 0 =ty < t; < ---obtenemos una relacién de recurrencia del tipo:

i+l i 2 i it i i) [be - b -
Xt. " Xt —|—0’(t Xt)[BtJrl Bt]+b(t)[t+1 t}

(Formalmente, estarfamos aplicando el método de Euler a la ecuacién (?7?).) Un
tal proceso se puede pensar como la adicién del ruido o(t;, Xy,) [Bt,,, — B, a la
evolucion determinista

Xti+1 — th‘ + b(tl) [ti+1 — tz} .

Por esta razén, un tal proceso tiene la propiedad de Markov a tiempo discreto. Por
supuesto, hay dos preguntas naturales. La primera es si la propiedad de Markov
también se vale para las soluciones a (??) y la segunda es si, cuando la norma de la
particion tiende a cero, la solucién de la ecuacién de recurrencia converge en algin
sentido a la solucién de (?77). Esto es, la pregunta serfa sobre la convergencia del
método de Euler (en algin sentido).

Pensemos en la siguiente situacién como motivacién: recordemos que hemos
interpretado a una martingala como el proceso de ganancias que tenemos al someter
cierto capital en un juego de apuestas justo. Por ejemplo, pensemos que By s — Bs
es la ganancia (o pérdida en caso de que su signo sea negativo) en el intervalo
[s,s + t], aunque pensamos que el juego se desarrolla a tiempo continuo. Si el
gobierno nos cobra (continuamente) impuestos sobre nuestras ganancias a tasa A4
y, en caso de tener capital negativo pedimos dinero prestado que nos genera un
interés infinitesimal de tasa A4, estarfamos tentados a escribir nuestro capital al
tiempo ¢ como la solucién a la ecuacién diferencial estocastica

t t
Xt:I+Bt—/ )\,1X5<0X5d8—/ )\+Xsd5.
0 0

Cuando Ay = A_ = —\ obtenemos al célebre proceso de Ornstein-Uhlenbeck, que
es la solucién de

t
Xt:I’+Bt+>\/ XSdS.
0

Otro ejemplo concreto de ecuacién diferencial estocéstica es el de la exponen-
cial estocastica del movimiento browniano. Se trata de la solucién a la ecuacién
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diferencial estocdstica (EDE)
t

(3) thl‘-l-/ X, dB;.
0

EJERCICIO 3.6. Probar que si f es una funcién continua de variacién acotada
entonces g satisface

t
o) =a+ [ a(s) ftds)
si y solo si
g(t) = zel®),
Sugerencia: utilice integracién por partes para ver que ge~7/ es constante.
El caso del browniano es un tanto distinto.

EJERCICIO 3.7. Pruebe que X; = zeBt/2 satisface la ecuacién (?7). Sug-
erencia: Aplique la férmula de Tt6 para procesos del tipo f(t, B;). Note que para
obtener una conclusiéon de unicidad como la del caso de variacién finita, hace falta
una férmula de integracién por partes para integrales estocésticas.

Una manera de resolver ecuaciones diferenciales ordinarias es mediante el método
de Picard. Esta misma idea funciona para ecuaciones diferenciales estocasticas,
como hizo notar It6. Para simplificar el enunciado del teorema de existencia y
unicidad, haremos un supuesto de Lipschitz global en los coeficientes o y b de la
ecuacion (?77).

TEOREMA 3.4. Suponga que o y b son continuas y que existen constantes K y
t > 0 tal que para toda x,y € R se tiene que

FEntonces

(1) Dada z € R existe un proceso X continuo y adaptado a la filtracion de B
tal que

¢ ¢
Xi==x —|—/ o(s,Xs) dBg —|—/ b(s, Xs) ds.
0 0

(2) Si X es continuo, adaptado y

t t
X, :x—i—/ o—(s,f(s) st+/ b(sx) ds.
0 0
entonces X y X son indistinguibles.

La prueba utilizara fuertemente el siguiente resultado conocido como la de-
sigualdad (o lema) de Gronwall.
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LEMA 5. Sea T > 0 y g :[0,T] — [0,00) medible y acotada. Si existen con-
stantes A, B > 0 tales que

t
g(t) <A+ B/ 9(s) ds para toda t € [0, T
0

entonces
g(t) < AeP para toda t € [0, T).

Note que en particular, si A = 0 entonces g = 0.
DEMOSTRACION. Al iterar la desigualdad, vemos que

t 11 t
o(t) §A+B/ / A+ B(ts) dts dty :A+ABt+B/ o) (t— t2) dts
0 0 0

y al continuar se obtiene recursivamente

B?t? Bt t t—tpi1)"
9(t) SA+ABt+ A= — 4+ A=) +B"+1/Og(tn+1)(n,“)dtn+1.

Puesto que g es acotada, vemos que la integral del lado derecho de la desigualdad
anterior converge a cero conforme n — oo y por lo tanto

ORI
n=0

’I’Ltn
= AePt. O
n!
Es ilustrativo hacer el argumento de existencia y unicidad en el caso deter-
ministico.

PRUEBA DEL TEOREMA ?7 SI ¢ = 0. Como veremos en la prueba del caso gen-
eral, podemos suponer que existe una constante K’ tal que |b(t,z)| < K' 4+ K |z|
(aunque sea en conjuntos acotados del pardmetro temporal).

Para la existencia, sea X = 2 y para n > 0 definimos recursivamente

t
Xt =2+ | b(s,X7) ds.
0
Se sigue entonces que (X™) es una sucesién de funciones continuas. La prueba
terminard si mostramos que convergen uniformemente en compactos a una funcién
(necesariamente) continua X. En efecto, podemos entonces tomar el limite en la
definicién de X™*! y concluir por el teorema de convergencia acotada que

t
Xi=x —|—/ b(s, X7) ds.
0

Para mostrar que la sucesién (X™) converge uniformemente en compactos, uti-
lizamos la hipotesis de Lipschitz para concluir que

t
sup [ X — X7 g/ KI|X!— X' ds
s<t 0
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y puesto que
t
X! -X7| < / K' + K |z| ds = K"t,
0
se sigue que
t'ﬂ
sup [ X — X7 < K"—
s<t n!
Podemos concluir entonces que

Zsup |X;L+1 — X;L‘ < o0
<t

lo cual implica que X™ converge uniformemente en [0, ¢].
Para la unicidad, suponemos que X y X son dos soluciones a la ecuacién difer-
encial 77 con o = 0. Al utilizar la hipétesis de Lipschitz se obtiene

t
S/K
0

lo cual implica, por el lema de Gronwall, que ‘Xt - X,

‘Xt - X

= 0 para toda t. O

PRUEBA DEL TEOREMA ??. Trabajaremos en el intervalo fijo [0,1]. Notemos
que existe una constante K’ tal que |o(s,y)] < K |y| + K/ para s <1y y € R
(v andlogamente para b). En efecto, puesto que o es continua entonces K' =
sup,<; |o(s,0)| < co. La hip6tesis Lipschitz global implica que

lo(s,y)| < lo(s,0)] + K Jy].
Probemos primero la unicidad. Se asumird primero que o y b son acotadas,

digamos por M. Sean X y X dos procesos continuos y adaptados que satisfacen la
ecuacién (?7). Sea

Entonces, al utilizar la cota para o y B, asi como la desigualdad de Doob y la
designaldad (a +b)* < 2 (a? + b*) obtenemos

g(t)§2]E<21£[/OSU(T,XT)—U(T’XT> } b [/brX _b ﬂ)

< 32M%t 4+ 8M2%t% < 40M3?t < 0.

g(t) = E({Xt - th) .

Puesto que X — X tiene trayectorias continuas y su supremo en [0, t] tiene momento
de orden dos finito, vemos que g es una funcién acotada y continua.

X, — X,

§(t) = E (sup

s<t

Definamos ahora a
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Por otra parte, al utilizar la hipétesis de Lipschitz global y la cota para el
segundo momento de una integral estocastica implica que

g(t) < 2K? (1+ t)/o g(s) ds;

si en el intervalo [0,1] acotamos a ¢t — (1 +¢) por 2, vemos que se puede aplicar
el lema de Gronwall y concluir que g(¢t) = 0. Asi, hemos probado que para toda
t, X; = X, casi seguramente (esto es, que X es modificacién de )~() Sin embargo,
como ambos procesos tienen trayectorias continuas, entonces son indistinguibles.

Cuando o y b son sélo continuas y no acotadas y suponemos que hay dos procesos
X y X continuos y adaptados que satisfacen (??) entonces definimos

Qg = {sup | X:| < K, sup ’Xt‘ < K}-
t<T t<T

Se tiene que

K—oo

Si M es una cota para by o en [0,T] x [-M, M], definamos

~M  b(ty) <M

y analogamente se define a op;. Puesto que en Qp, X y X satisfacen la ecuacion
diferencial estocéastica con coeficientes acotados Bys y opr, entonces X; = X; casi
seguramente en Q. Asi:

]P(Xt ” Xt) <1 P(Qx) = Koo 0.

Para la existencia, definamos X = x para toda t > 0 y recursivamente al
proceso adaptado y continuo

t t
Xt :x+/0 o(s, X7 st+/O b(s, Xy') ds.

Primero probaremos que la sucesién X,k > 0 converge en Lo uniformemente
en t en el intervalo [0,1]. Sea M una cota para o y b en [0,1] x {z}. Entonces la
desigualdad de Jensen implica

S 2
E(sup [/ b(r,XS) dr] > < M?*t
s<t 0
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y por desigualdad Ly de Doob aplicada a la integral estocéstica (que es una mar-
tingala) y la cota para el segundo momento de la integral estocdstica

s 2
E(Sup [/ O’(T‘, Xg) dBr} ) < 4M?>t.
s<t 0

La desigualdad (a 4 b)* < 2 (a® + b?) implica entonces que

E(sup (X! - X0] 2) < 10M2t.
s<t
Un argumento andlogo, que ademas utiliza la hipétesis de Lipschitz global, muestra
que
t
]E<sup (X7 Xg]2> < 10K? / E(sup P Xﬁl]Q) ds
s<t 0 r<s
por lo que inductivamente se verifica la desigualdad
n tn-‘rl
E(sup [X"™ — x"]?) < (10K2)" 10M2——.
(sup[ s s] —( ) (n+1)!

s<t
Puesto que
)\ /2
ZE(Sup [X;H'l - X7 ) < 00,
n s<1

podemos concluir que X;* converge en Ly a

Xe=z+ Y (X=X
n=1

vy que ademds

1 [e%s) 2
P(sup X — X, >5> <5 l > E([sup |Xt”—Xt|} )] o0 0.

t<1 b1 t<1
Por lo tanto, existe una subsucesién ny tal que casi seguramente
ny,
sup | X% — Xy| = ns00 0
s<1
por lo que X tiene trayectorias continuas y es adaptado. Por la convergencia uni-
forme, vemos que

lim sup =0

k—oo <1

t t
/ b(s, Xs) ds —/ b(s, X*) ds
0 0

casi seguramente. Finalmente, puesto que o(t, X;'*) converge uniformemente en
probabilidad hacia o(t, X{*), se puede aplicar el teorema de convergencia de inte-
grales estocasticas para concluir que

t t
lim o(s, X'*) dBs :/ o(s,Xs) dBs
0

n— oo 0
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en probabilidad (y al pasar a una nueva subsucesion podemos suponer que la con-
vergencia es casi segura) y que por lo tanto X satisface la ecuacién (?7). O

En particular, el caso en que 0 = 0 nos reduce a la ecuacién diferencial ordinaria
I
X[ =0b(t,Xy).

El teorema de existencia y unicidad aplica cuando bajo una condicién de Lipschitz
global sobre b. Hay un célebre teorema, debido a Peano que afirma que hay exis-
tencia local para la ecuacién anterior con la sola hipdtesis de que b sea continua.
Respecto a la unicidad, y para darse una idea de lo que permite probar el esquema
de iteracién de Picard y lo que es verdad, veamos que si b no depende de la vari-
able temporal y es continua, entonces hay unicidad con la sola hipétesis b > 0. En
efecto, notemos que si f satisface f/ = bo f con b positiva, entonces f es (continua
y) estrictamente creciente. Si i = f~!, se puede calcular la derivada de i y concluir

que
1 1 1

-/

(@) = foi(z) bofoilz) b(z)

Concluimos que si f y f ambas satisfacen la ecuacién que nos interesa, sus inversas
tienen la misma derivada, por lo que son iguales y por lo tanto f = f . De hecho,
probemos unicidad en un un contexto més general cuando ¢ = 0: si b es continua,
estrictamente positiva y ¢ — b(t, ) es no-decreciente. Sean z!' y 22 dos funciones
diferenciables con derivadas y' y 32 que satisfagan gy = b(t, xi) Sea x} = 22, con

a > 1y notemos que su derivada, denotada y> estd dada por y; = ab(at, x?) Sea

T:inf{tZO:x§>x§’}.

Si 7 fuera finito entonces, puesto que 22 = x! por continuidad y definicién de 7,

vemos que
yi’ = ab(on', xf) > b(’T, xi) = b(T7 x}.) = yi

Lo anterior implica que 2 > z; en una vecindad derecha de 7 contradiciendo la

definicién de 7. Vemos por lo tanto que x! < 2 y, al considerar o — 1, vemos que

2 < 22. Al intercambiar los roles de 2! v 22 nos damos cuenta de que 2! = z2.

Continuaremos con la razén fundamental por la cual It6 introdujo a la integral
estocéstica y a las ecuaciones diferenciales estocasticas asociadas: la construccion
de procesos de Markov. La idea es que cuando los coeficientes o y b que conducen a
una ecuacién diferencial estocédstica no dependen de la variable temporal entonces
la solucién es un proceso de Markov.

Comencemos con la definicién de un proceso de Markov y, de hecho, mejor
motivémosla en el caso del movimiento browniano. La idea es ver al movimiento
browniano como un proceso de Markov y para esto, quisieramos definir al browniano
que comienza en cualquier x € R y definir un andlogo de la matriz de transicién.
El browniano que comienza en x se define como el proceso x + B y el sentido de
esta definicién es que como Bs y B® = (Byys — Bs,t > 0) son independientes y B*®
es un browniano, si queremos la distribucién condicional de B;;s,t > 0 dado que
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By = z, estarda dada por la distribuciéon de x + B® que es la de = + B. Por otra
parte, recordemos que si X es cadena de Markov con matriz de transicién P entonces
P(Xnym =7 | Xm =1i) = P['; y que esto caracteriza a la cadena. El problema es
que para el movimiento browniano, aunque definamos a P( By1s = y | Bs = ) como
P(B; + © = y), esta probabilidad serd cero. Por esta razén se define al nicleo de
transicién P, de tal manera que para todo x € R, Pi(z,-) es la medida dada por

En general, se define a un niicleo de medidas de probabilidad en R como una
funcién N : R x Br — [0,00) tal que

e para toda x € R N(z,-) es una medida de probabilidad en &g y

e para toda A € %Bg, N(-, A) es una funcién medible.

En el caso browniano no hemos probado la segunda condicién. Sin embargo, notemos
que la medibilidad es cierta cuando A = (—o0, y] para toda y € R. El lema de clases
de Dynkin nos permite entonces obtener la medibilidad deseada. Como en el caso
de matrices de transicién, a las que podemos pensar como ntcleos de medidas de
probabilidad en algtin conjunto finito, podemos definir el producto de nicleos de
medidas de probabilidad, que no sera en general conmutativo. Si M y N son nicleos
de probabilidad en R, definimos al nicleo NM por medio de la férmula

NM(z,A) = /N(y,A) M(z,dy).
En el caso del movimiento browniano, vemos que
P,Py(z, (—o0,2]) = /P(y + B; < 2) P(z + Bs € dy)

y entonces vemos que P;Ps(z,-) es la convolucién de una distribucién normal con
media z y varianza s con una normal centrada de varianza t. Se obtiene por lo
tanto una normal con media x y varianza s + t, que por supuesto es la medida de
probabilidad P;i4(x,-). Por lo tanto, se obtiene la igualdad

Pt+s:PtPs;

que podemos interpretar como una version de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.
A (P, t > 0) se le conoce como semigrupo de transicién del movimiento browniano.
Para definir a un proceso de Markov (homogéneo) con valores en R se hace algo
similar.

DEFINICION. Un semigrupo de transicién en R es una coleccién de niicleos de
transicion N = (N, t > 0) tal que NNy = Nijs.

Un proceso estocéstico X definido en el espacio de probabilidad (§2,.%,P) es un
proceso de Markov con semigrupo de transicién N si

P(Xi1s € A | F)) = Ni(X, A).
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Equvalentemente, si para toda funciéon f : R — R medible y acotada
B(f(Xers) | 72) = [ 1) Ni(Xesdy).

La anterior definicién se puede escribir de manera mas compacta al definir
el semigrupo de operadores de transicién asociado a N. Primero, dado N; y una
funcién medible y acotada, podemos definir a la funcién acotada N, f de la siguiente
manera;

Nof(z) = / F(y) No(a, dy)

Esta funcién serd medible; para probarlo, sélo notamos que cuando f = 14, en-
tonces IV f es medible por definicién de nicleo de medidas de probabilidad. Luego,
se extiende el resultado a funciones simples. Finalmente se aproxima a cualquier
funcién medible y acotada por una sucesién de funciones medibles y uniformemente
acotadas y se aplica el teorema de convergencia dominada para concluir que N; f es
el limite de una sucesién de funciones medibles y por lo tanto medible. La definicién
de proceso de Markov se puede entonces escribir de la manera siguiente:

E(f(Xess) | F5) = Nof(Xs).
Finalmente, podemos enunciar el teorema de It6.

TEOREMA 3.5. Bajo las hipdteis del Teorema ??, sea X[ la (unica) solucion a
la ecuacion diferencial estocdstica
¢

t
Xy = :U+/ o(X7Y) st-i-/ b(X?Y) ds.
0 0
Entonces, X® es un proceso de Markov homogéneo.

Vale la pena contrastar con el caso determinista en el que 0 = 0. En este caso,
notemos que

t
Xpn = X3+ [ b(xr) an
0
por lo que obtenemos la igualdad
x X7
Xi. =X
Esto se puede escribir como una propiedad de flujo de la funcién F : (¢, z) — X7:
F(t+s,2)=F(t, F(s,x)).

Algo similar ocurre en el caso estocdstico; sin embargo, como las funciones F;
también dependen del azar, debemos también pensar en cuestiones de medibilidad.

PRUEBA DEL TEOREMA ?7. Dada una funciéon medible y acotada f : R — R,
definimos P; f(x) = E(f(X})). A continuacién, probaremos que si % = o(Bs : s < t)
entonces

(4) E(f(Xi%) [F) = Pf(XD).
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Puesto que X? es adaptado a (%), la ecuacién (?7?) implica que X* es un proceso
de Markov con semigrupo (P;).

Para probar (?7), se requieren algunos preliminares. Sea Bf = By, — Bs.
Entonces B* es un movimiento browniano independiente de .%s. Sea por otra parte
X* ¢l tnico proceso continuo y adaptado a la filtracién canénica de B® que resuelve
la ecuacién diferencial estocastica

t t
Xf:x—f—/ o(r, X7) dBﬁ+/ b(r,Xg) dr.
0 0

Entonces X = F, (x,w) donde F; es Br ® .Z -medible; esto se puede ver a partir
del procedimiento de aproximacién dado en la prueba del Teorema ??. Consideremos
al proceso X dado por

X (w) = X (w) t<s
T (X (w,w) > s

~-T . . . s . . . .
Entonces X~ satisface la misma ecuacion diferencial que X7, pues es facil verificar
la igualdad casi segura

t 5 t+s _
/ o(r X7) dB; = / o(r X2,.) dB..
0 s
Por el Teorema ?? vemos que Yf—‘,—s = X/, , casi seguramente. Finalmente, puesto
que .Z, es independiente de .ZF" y X? es .Z,-medible, entonces

E(f(XP) | 75) = E(f(F(XT, ) | Fs) = Pf(XT). 0

Pasamos a un fenémeno con el que se debe tener cuidado al tratar de aproximar
va sea integrales estocésticas o ecuaciones diferenciales ordinarias al aproximar al
browniano por un proceso de variacién finita. Un ejemplo de esto seria el substituir
al browniano por la sucesiéon de procesos gaussianso lineales por pedazos como lo
hace Paul Lévy. El fenomeno que ilustraremos a continuaciéon se conoce con el
nombre de Wong-Zakai quienes lo introdujeron en [?]. Supongamos que B™ es
una sucesién de procesos estocdsticos cuyas trayectorias tienen casi seguramente
variacién finita y Bj = 0. Entonces, por la regla de la cadena, se sigue que

t
(BP)? = 2/ B™dB".
0
Esto implica que

t t
lim 2/ B"dB" = B # / B, dB,.
n— oo 0 0

El siguiente teorema no es més que una elaboracion de esta idea.

TEOREMA 3.6. Sea f : R — R con derivada continua y B, una sucesion de
procesos con trayectorias de variacion finita que comienzan en cero y convergen casi
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sequramente al movimiento browniano ademds de ser casi seqguramente uniforme-
mente acotados en compactos. Entonces
t

lim f(Bn(s)) By(ds) :/0 f(Bs) dBs — %/0 1'(By) ds.

n—oo 0
De igual manera, tenemos la versién para ecuaciones diferenciales estocésticas.

TEOREMA 3.7. Suponga que o y b no dependen de la variable temporal, que o
es derivable y que tanto o, b como o’ son globalmente Lipschitz. Suponga ademds
que existe € > 0 tal que 0 > €. Sea B, una sucesion de procesos con trayecto-
rias de variacion acotada que comienzan en cero y convergen casi seqguramente al
movimiento browniano uniformemente en compactos. Sea X, la unica solucion a
la ecuacion diferencial ordinaria

X,(t) = er/O (X, (s)) Bp(ds) Jr/o b(X,(s)) ds.

Entonces X,, converge casi sequramente y uniformemente en compactos al dnico
proceso X que satisface la ecuacion diferencial estocdstica

dXt = O'(Xt) dBt + b(Xt) + U/(Xt) dt.



CAPITULO 4

La integral estocastica respecto de
semimartingalas continuas

1. Martingalas continuas y su variacién cuadratica

Bajo ciertas condiciones, hemos visto que una integral estocastica es una mar-
tingala y que tiene trayectorias continuas. En esta secciéon abordaremos el estudio
general de las martingalas con trayectorias continuas definidas en un espacio de
probabilidad (Q, #,P) con filtracién (F,t > 0). Por el momento no asumiremos
las condiciones habituales, aunque el lector debe guardar en mente que seran fun-
damentales para construir a la integral estocastica.

Sorprendentemente, salvo las martingalas continuas triviales, todas tienen varia-
cién no acotada y esto imposibilita la definiciéon de una integral estocdstica tipo
Lebesgue-Stieltjes.

PROPOSICION 4.1. Sea (My,t > 0) una martingala continua con trayectorias
de variacion acotada en intervalos compactos casi sequramente. FEntonces M tiene
trayectorias constantes casi sequramente.

DEMOSTRACION. Al restar el valor inicial, podemos suponer que My = 0.
Supongamos primero que la variacién V; de M en [0,t] es casi seguramente
menor o igual que la constante K > 0. Esto implica la cota
sup |M,, — My, | <2K.

|sa—s1]| <&
81,82<t

Consideremos particiones A de [0,¢] de norma menor o igual a §. Entonces,
puesto que los incrementos de una martingala no tienen correlacion:

E(M?) =E %:Mti - MtH] 2
_ E(%: (M, Mt,_f)

< E(Vt sup | M, M51|> .

‘Slfszl Sé

82
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Por el teorema de convergencia acotada y la continuidad de las trayectorias de M,
vemos que el lado derecho tiende a cero conforme la norma de la particién tiende a
cero. Por lo tanto M; = 0 casi seguramente. Asi, vemos que M es una modificacién
del proceso t — 0 y al tener ambos trayectorias continuas, entonces M y 0 son
indistinguibles.

Cuando la variacién de M es sélo finita casi seguramente y no acotada por una
constante, entonces consideramos a los tiempos de paro

Sk =inf{t>0:V; > K}.

Al utilizar la conclusién del parrafo anterior, notamos que la martingala M % tiene
trayectorias constantes y puesto que Sk At — ¢ conforme K — oo (pues la variacién
de M en [0, 1] es finita casi seguramente) vemos que M tiene trayectorias constantes
casi seguramente. O

Sin embargo, justo como en el caso browniano, las martingalas continuas tienen
variacion cuadratica finita. La idea de la prueba es considerar primero el caso de
martingalas cuadrado integrables y luego, descomponer a la martingala sobre una
particién A como sigue:

Mt2 - Mg = 2 ZMtifl/\t [Mti/\t - Mtifl/\t] + Z [Mtl - Mtrifl]z .
A A

Si I® denota al primer sumando del lado derecho y T2 al segundo, notemos que
IA es automaticamente una martingala. Por calculos directos, se muestra que para
cada t fija, I® converge en Lo conforme |A| — 0 y por la desigualdad de Doob,
se obtiene que la convergencia es uniforme sobre compactos y que por lo tanto el
limite es un proceso continuo y creciente. A dicho proceso lo denotaremos por (M)
y lo caracterizaremos como el tnico proceso tal que M? — (M) es una martingala.

TEOREMA 4.1. Si M es una martingala continua y acotada, entonces existe un
dnico proceso creciente, continuo, adaptado y nulo en cero, denotado por (M), tal
que M? — (M) es una martingala. Ademds, para cualquier sucesion de particiones
A, cuyo paso tienda a cero, se tiene la convergencia en probabilidad

. 2
P— lim »  [M, — M, _,]" = (M).

n—oo
n

El Teorema 7?7 podria parecer limitado pues, al imponer que la martingala sea
acotada, deja fuera incluso al movimiento browniano. Una sencilla técnica, llamada
de localizacion, nos permite extender el teorema anterior a las llamadas martingalas
locales y a las semimartingalas. Recordemos que si T' es un tiempo aleatorio y X es
un proceso estocastico entonces X7 denota al proceso X detenido en T, dado por
X! = Xiar.

PROPOSICION 4.2. Si M es una martingala continua y acotada y T es un (Fy)-
tiempo de paro entonces (M) = (M)T.
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DEMOSTRACION. Si M es acotada, entonces M7 es también una martingala
acotada (respecto a la misma filtracién), por lo que tiene sentido cuestionarse sobre
su variaciéon cuadrética. Puesto que por definiciéon M? — (M) es una martingala
entonces (M? — (M})T = (MT)2 — (M)T es una martingala y, por unicidad de la
variacién cuadratica, (M)T = (MT). O

Con la propiedad anterior podremos dar una primera extensién del Teorema 77
que cubra al movimiento browniano.

DEFINICION. Una martingala local continua es un proceso estocdstico M =
(My,t > 0) con trayectorias continuas tal que existe una sucesién de tiempos de paro
T, <T5 < --- tales que T, — oo casi seguramente y

(1) My es Fy-medible y
(2) (M — MO)T” es una martingala acotada.

Si M es cualquier proceso estocdstico con trayectorias continuas y 7 es un
tiempo de paro tal que My es Fp-medible y (M — MO)T es una martingala aco-
tada, decimos que el tiempo de paro T reduce al proceso M. Por ejemplo, el
movimiento browniano es una martingala local. De hecho, cualquier martingala
con trayectorias continuas es una martingala local, como se puede ver al definir

T, =inf{t > 0: | My — My| > n}.

COROLARIO 3. Si M es una martingala local continua, ezxiste un inico pro-
ceso creciente, nulo en cero, continuo y adaptado (M) tal que M?* — M es una
martingala local continua. Ademds, para cualquier sucesion de particiones A, sin
puntos de acumulacion cuyo paso tiende a cero, la sucesion T converge a (M)
uniformemente en compactos en probabilidad.

DEFINICION. Una semimartingala continua es un proceso estocistico X que
se puede descomponer como M + A donde M es una martingala local continua y A
es un proceso de variacién acotada en compactos.

Un detalle importante es que la descomposicién es tnica (en el sentido de in-
distinguibilidad) si My = 0.

COROLARIO 4. Si X = M+A es una semimartingala continua, entonces T>(X)
converge uniformemente en compactos a (M) en probabilidad.

Como corolario adicional, obtenemos que si X = Xo+ M+AyY =Yy+N+B

son las descomposiciones candnicas de las semimartingalas X y Y podemos definir
a la covariacién de X y Y, denotada por (X,Y") por medio de la férmula

(X,Y)y=(M,N)

Yy que

Z (thi - Xt/\ti,l) (Y;t/\ti - tht,-,l) = (X,Y);
Ay,
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si A, es una sucesién de particiones de [0, c0) sin puntos de acumulacién cuya norma
tiende a cero y la convergencia es en probabilidad uniformemente en compactos de
la variable .

Ahora pasaremos a la construccién de la covariacién entre dos martingalas
locales continuas. Para esto, recordemos la formula de polarizacion (a+b)2 -
(a— b)2 = 4ab. Sean M y N dos martingalas locales continuas y definamos la
covariacién entre M y N, denotada (M, N) por medio de la férmula
(M + N)— (M — N)

1 .

COROLARIO 5. Sean M y N martingalas locales continuas. Entonces (M, N) es
el unico proceso continuo, nulo en cero, con trayectorias de variacion finita y adap-
tado tal que MN — (M, N) es una martingala continua. Sea A, es una sucesion de
particiones de [0,00) sin puntos de acumulacidn cuya norma tiende a cero. Entonces
la sucesion de procesos

TtAn(M7 N)= Z (Mti/\t - Mti,l/\t) (Nti/\t - Nti,l/\t)
A"L

<M7N> =

converge uniformemente en compactos en probabilidad a (M, N).

La integral estocastica se define en dos etapas: martingalas locales continuas y
luego semimartingalas. Primero se introduce el espacio de integrandos.

DEFINICION. Un proceso estocdstico K = (K3, t > 0) se dice progresivamente
medible si la aplicacién (s,w) — K(w) de [0,t] x Q en R es %y 4} @ F-medible.

Cualquier proceso con trayectorias continuas por la derecha y adaptado es pro-
gresivamente medible. Esto se puede consultar por ejemplo en [?, Prop. 1.13 p.5]

DEFINICION. El espacio LY¢(M) se define como la clase de procesos estocésticos
progresivamente medibles K para los cuales existe una sucesién de tiempos de paro
(Sn) tal que S, < Sp41, S, — 00 casi seguramente y

E(/Osn K? d<M>S> < .

Un proceso progresivamente medible K es localmente acotado si existe una
sucesién de tiempos de paro (S,,) tal que S, < Sp41, Sp — 00 casi seguramente y
K*n es acotado.

Si M es una martingala local continua y K es localmente acotado entonces
K € LY¥<(M).

TEOREMA 4.2. Sea M una martingala local continua y H € LY°(M). Entonces
eziste una unica martingala local continua que se anula en cero, denotado H - M tal
que para cualquier martingala local continua N

(H-M,N)=H-(M,N).
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Al proceso H - M se le conoce como la integral estocastica (indefinida) de
H respecto de M.

Pasemos ahora al caso de las semimartingalas. Sea X una martingala local
continua con descomposicién candnica

X=X+ M+A

donde M es una martingala local continua (nula en cero) y A es un proceso con-
tinuo de variacion acotada en compactos. El espacio adecuado de integrandos lo
conformaran los procesos progresivamente medibles y localmente acotados. Si K es
un tal proceso, se define la integral estocastica de K respecto de X, denotada
por K - X, como el proceso estocédstico dado por

(K-X),=K-M+K-A.

Notemos que K - X es una nueva semimartingala. El siguiente resultado resume las
propiedades mas importantes de la integral estocéstica.

TEOREMA 4.3. Sean X = Xog+ M + A una semimartingala continua, y H, H,
y K procesos progresivamente medibles localmente acotados. Entonces
(1) K-(H-X)=KH - X,
(2) si T es un tiempo de paro entonces 1jgrH - X = (H - X)T =H XT,
(3) si H es un proceso elemental, esto es tiene la forma

H=> Nlg,_, .4

donde \; es %, ,-medible, entonces
(H . X)t = Z)‘Z (Xt1 - Xti—l)

(4) si H, — H uniformemente en compactos en probabilidad y |H,| < K
entonces H, - X — H - X uniformemente en compactos en probabilidad,

(5) y si H es continuo por la derecha y A, es una sucesion de particiones de
[0,t] cuya norma tiende a cero entonces

n—oo

t
H,dX, = lim Y Hy_, (X, - X;,_,).
0 A

en probabilidad.

Si X = (Xl, ceey Xd) es un proceso estocastico con valores en R? tal que cada
componente es una semimartingala continua, decimos que X es una semimartin-
gala vectorial. Si F': R? — R es dos veces diferenciable y ¢! € R® denota al
i-ésimo vector de la base candnica que tiene todas las entradas iguales a cero salvo
la i-ésima igual a 1, denotaremos por D;F a la derivada de F en la direccién e’. La
notacién D; ; F' se utilizard para D;(D;F'), misma que se abreviard como D? cuando
i = j. Cuando d = 1, se utiliza la notacién D y D?.
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TEOREMA 4.4 (Férmula de 1t0). Sea X = (X*',...,X?) una semimartingala
vectorial y F : R — R de clase Cy. Entonces el proceso F(X) = (F (X))o €s
una semimartingala real con descomposicion

d d
F(X) = F(Xo) + Y0 DiF(X.) - X'+ £ 30 Dy F(X) - (X7, X,

i=1 ij=1

Esta descomposiciéon de F(X) se conoce con el nombre de férmula de It6 y
usualmente se escribe de la siguiente manera:

i i J
JdX:+3 Z/ axiaxj o) (XY, X0).

Un caso particular especialmente importante es la férmula de integracién por partes.
Sean X y Y dos semimartingalas reales. Entonces:

F(X,) =

t t
XtY't:Xon/ Xdes+/ Y, dX, + (X, Y),.
0 0

2. Aplicaciones a la integral estocastica

2.1. La exponencial estocastica. Comencemos con la construccién de la
exponencial estocéastica de una martingala local continua M.

TEOREMA 4.5. Existe un tnico proceso continuo y adaptado & (M) tal que
t
=1+ [ &)
0

&(M), = eMi—5 (M)

Se tiene la formula explicita

DEMOSTRACION. Sea &(M), = eMe=3 (M) - Al aplicar la férmula de It con la

funcién f(z1,z2) = e®"¥/2 y con la semimartingala vectorial X = (M, (M)), vemos
que
t tq 1t
M), = 1+/ £(M), dM, —/ SEON), dM), + 5/ &), d(M),,
0 0 0
por lo que &(M) satisface la ecuacién diferencial estocdstica anunciada.

Por otra parte, notemos que & (M) > 0, por lo que podemos aplicar la férmula
de Ito y concluir que

Y -1 ! -1
s =1 /0 &M= dM, + /O £ d(),.
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Supongamos que X es continuo, adaptado y satisface la ecuacién diferencial es-
tocastica

t
Xt:1+/ X, dM,.
0

Entonces la férmula de integraciéon por partes nos permite deducir que
t
X;&(M); " =1 +/ X &M (d(M)s — M)
0

t t

+/ X.E(M); dMS—/ X E(M); " d(M),
0 0

=1

Por lo tanto, concluimos que X = &(M). O

2.2. El teorema de caracterizacion de Lévy. En esta seccién haremos una
primera aplicacion de la férmula de It6 a los procesos estocésticos.

TEOREMA 4.6 (Teorema de caracterizacién de Lévy). Sea M una martingala lo-
cal continua con variacion cuadrdtica (M) =t. Entonces M es un (:%#t)-movimiento
browniano.

DEMOSTRACION. Aplicaremos la versiéon compleja de la martingala exponen-
cial. Esto es, para u € R, consideremos a

éa(lth) _ eith+u2t/2’

que es una martingala local compleja. Es decir, su parte real y su parte imaginaria
son martingalas locales como se puede verificar facilmente. Por tener trayectorias
acotadas en compactos, vemos que & (iuM) es una martingala compleja (y no sélo
local). Por lo tanto, se sigue que para s < t:

E(eith+u2t/2 ‘ys) — eiu]V[s-i-uQs/Q7
por lo cual para todo A € %,
E(lAem(Mt’Ms)) =E(14) e~ (t=9)/2,

Se sigue que si P(A) > 0, entonces bajo la medida P(- | A), My — M, tiene la misma
funcién caracteristica que una variable gaussiana centrada de varianza t — s y por
lo tanto la misma distribucién. Asi, para todo C' € HBg:

P(A,M; — M, € C) = P(A)P(B;_, € C).

Notemos que la férmula anterior sigue siendo valida si P(A) = 0. Se concluye que
M; — M es independiente de .7, y que M es un (% )-movimiento browniano. O
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2.3. Martingalas locales continuas como cambios de tiempo del movi-
miento browniano. El objetivo de esta secciéon es probar que toda martingala
local continua un movimiento browniano cambiado de tiempo.

TEOREMA 4.7 (Dambis-Dubins-Schwarz, [?, ?]). Sea M una martingala local
continua nula en cero y tal que (M)o, = 0o. Entonces existe un movimiento brow-
niano 3 tal que My = By, -

t

DEMOSTRACION. Puesto que (M), = oo, su inverso continuo por la derecha
(M)~! es finito casi-seguramente. Sea 3 = M o (M)~!. Puesto que (M)~! puede
tener saltos, lo mismo podria sucederle a 3. Sin embargo, (M)~! tiene un salto
en t si y sélo si (M) es constante en [(M); !, (M);']. Puesto que los intervalos
de constancia para M y (M) coinciden, se sigue que 8 es un proceso estocdstico
con trayectorias continuas. Veamos ahora que 5 es una martingala local continua
respecto de una filtracion que satisface las condiciones habituales. En efecto, note-
mos que (M); ! es un (%;)-tiempo de paro. Por lo tanto, el proceso 3 es adaptado
respecto a la filtracién cambiada de tiempo (¥4;,t > 0) donde ¥4; = 9<M>:1. Esta
filtracion es completa puesto que la filtracién original ya lo era. Por otra parte, es
facil verificar que f<M>;1+ = L?(M);l (como se afirma en el ejercicio 4 Cap. 1 de
[?]). Sea

Sp=inf{t >0: |My| >n 6 (M); >n}.

Entonces M*» y [M? — (M)] 5 son martingalas acotadas. Consideremos ahora a
T, =inf {t>0: (M);' > S,}.

Notemos que
{Tn <t} ={S0 < (M)} € Fpppyone

Por lo tanto, T}, es un (%;)-tiempo de paro. Puesto que M°" es una martingala
acotada, podemos aplicar muestreo opcional para concluir que si s < t:

]E(MSH/\(JVI)t’l gs) = MsnA<M>;1~

Notemos ahora que
(M)7H A Sy = (M)

AT,
Por lo tanto, vemos que

E(8 |4.) =80
y asi hemos probado que 8 es una martingala local continua. Por otra parte, al
notar que

<M>(1\/I>;1/\Sn =sA Tn7

podemos aplicar un argumento similar para probar que (52 — Id)T" es una mar-

tingala acotada y por lo tanto la variacién cuadratica de S es la identidad. Por el
teorema de caracterizacién de Lévy, 3 es un (%;),-,-movimiento browniano. Por
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construccién, vemos que M = o (M) (donde de nuevo se utiliza que los intervalos
de constancia de M y de (M) coinciden). O

El teorema anterior es la clave para ver que ciertos procesos de interés son
soluciones a ecuaciones diferenciales estocdsticas. (Posteriormente, analizaremos a
profundidad la ecuacién diferencial estocastica satisfecha por la norma al cuadrado
del movimiento browniano en dimensién §.) También hay una versién del teorema
anterior que no utiliza la hipétesis de que la variacién cuadratica sea infinita. Sin em-
bargo, el movimiento browniano se encuentra entonces en una extensién de nuestro
espacio de probabilidad. Ademds, hay una versién multidimensional del teorema
anterior conocido como Teorema de Knight.

TEOREMA 4.8 ([?]). Sean M1,...  M™ martingalas locales continuas tales que
<Mi)oo = 00 ¥y <Mi,Mj> = 0. Entonces existe un movimiento browniano n-
dimensional 8 = (B*,...,B") tal que M* = 3* o (M*)~1,

2.4. La norma del movimiento browniano en R?. Sea B = (Bl7 ce Bd)
un movimiento browniano y definamos a

d
Zy= 1T+ B> =Y (wi + BY)”.

i=1

Al aplicar la férmula de Ité con la funcién f(7) = ||Z + #]|*> a la semimartingala
vectorial B, vemos que

d t
Zy = f(By) :x—l—Z/ 2 (z; + BL) dB. + dt
i=170
donde z = ||#||?. Definamos a
d t
M, = / 2 (x; + BY) dB:.
2 ), 2@+ By
Entonces M es una martingala local continua con variacién cuadrética

d t
Z / 47 ds.
i=170

Sea ahora h : R — R una funcién de clase Cy. Entonces

t t
h(Zt):h($)+/0 n'(Zy) dZer%/O n'(Z,)4Z, ds

t t
:h(x)+/ b (Zy) dMs+/ W(Z) 6 + h'"(Zs) 27, ds.
0 0

Vemos entonces que si

220" (z) + 6h/(z) = 0
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entonces h(Z) serd una martingala local continua. Por otra parte, al probar fun-
ciones de la forma h(z) = 2%, vemos que si § # 2 entonces

h(z) = ' 9/2
satisface la ecuacion diferencial anterior mientras que cuando § = 2, la funcién
h(z) =logz

lo hace. Sean 0 < » < £ < Ry definamos a T;. g como la primera vez que B sale
del anillo {#: r < ||Z]|*> < R}. En otras palabras, definamos a

T, =inf{t>0:2Z,<r}, TR=inf{t>0:2, >R} y T.p=R.AT"

Notemos que T, g < oo casi seguramente puesto que las variables ||B,11 — By
son independientes e idénticamente distribuidas y P(||B1]|? > 2R) > 0. Por Borel-
Cantelli, casi seguramente existe n tal que ||B,i1 — By|?> > 2R y para dicha n
forzosamente se sigue que 7, g < n.

Puesto que h(ZTﬂR) es una martingala local continua acotada, es una martin-
gala uniformemente integrable y por lo tanto

h(x) = E(h(Z)) = E(h(Z1, »)) = h(r)p+h(R) (1 —p) donde p=P(T, <Tg).

Se sigue que
R1—8/2_ 1-5/2

R er 0F 2
P(T, < Tg) =

log R/x _
IOER/T 6=2

Puesto que las trayectorias de Z son continuas, se sigue que Tr — oo conforme
R — co. Se deduce

1 0<2
()77 s>

I

P(T, < o) :{

Por otro lado, puesto que T,. — T conforme r — 0 entonces vemos que

0 0>2
IP(T() <TR) =

1— ()77 s<2

Notese que se ha utilizado § < 2 en vez de § = 1. Esto se sigue de que es posible
definir a un proceso que actie como la norma al cuadrado del movimiento browniano
en dimensién § para cualquier § > 0. En efecto, a continuacién utilizaremos el teo-
rema de Dambis-Dubins-Schwarz para verificar que cuando ¢ es entero no-negativo,
entonces Z satisface una ecuacién diferencial estocéstica (parametrizada por ¢). Se
utilizara esta ecuacién diferencial estocastica para darle sentido a Z cuando d no es
natural. Antes de eso, continuemos con algunas consecuencias de los célculos que
hemos hecho:
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COROLARIO 6. Sea B un movimiento browniano d-dimensional que parte de
cero. Si 6 > 2, B jamds regresa a cero. Si d < 2 entonces B regresa a cualquier
vecindad de cero y el conjunto de puntos en que se encuentra en una vecindad de
cero no es acotado. Si d > 2, B es transitorio.

DEMOSTRACION. Ya hemos probado que para § > 2 v ¢ # 0 entonces x + B
jamés se anula. Apliquemos lo anterior al proceso Bei,t > 0 donde € > 0. Puesto
que B # 0 casi seguramente, al condicionar por B, vemos que Bey4,t > 0 jamas se
anula casi seguramente. Al ser vilida esta conclusién para cualquier € > 0, vemos
que B;,t > 0 jaméas se anula.

También hemos visto que si § < 2 y x # 0 entonces x + B regresa a cualquier
vecindad (fija) de cero. Al aplicar esto al proceso B ,,t > 0, condicionalmente a B,,
(que es casi seguramente distinto de cero), vemos que casi seguramente Byi,,t > 0
regresa a cualquier vecindad fija V' de cero. Asi, para toda n > 1 existe ¢, > n tal
que B;, pertenece a V y por lo tanto, el conjunto de visitas de B a V' no es acotado.

Finalmente, si § > 2 y & # 0 entonces |z + B;|>~° es una martingala local
no-negativa. Esto implica que se trata de una supermartingala no-negativa. Por
lo tanto, converge casi seguramente a un limite finito, digamos £&. Por el lema de
Fatou y la autosimilitud del movimiento browniano vemos que

1 1
E <liminfE{ —— | = lim Ef —— ) = 0. O
(©) < limin <|x+Bt||2—6> s <||x+ﬁBl||2—6>

Sean 6 > 2 y £ # 0. Puesto que Z # 0 casi seguramente, el proceso 1/2\/7 es
continuo, por lo que podemos definir al proceso 8 mediante

1
f=—+ M
2V Z
El teorema de caracterizacién de Lévy nos dice que S es un movimiento browniano
y por construccién

t
(5) Zy = ||z|? +/ 2v/Z, dBs + ot.
0

Por supuesto la ecuacién diferencial anterior tiene sentido aun cuando § no sea un
entero positivo y esta es la manera en la que consideraremos al cuadrado de la norma
del browniano d-dimensional atin cuando  no sea un entero. El inico problema con
la ecuacién anterior es que no podemos utilizar el teorema de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales estocédsticas puesto que el coeficiente de la ecuacion no
es Lipschitz.

2.5. Movimiento browniano y funciones armoénicas. En esta seccion, ver-
emos como el movimiento browniano nos permite resolver la ecuacién de Poisson.
El lector puede consultar un desarrollo més a profundidad de estos temas en [?] y

7).
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Sea § € Z, y consideremos un abierto D C R?® con cerradura D y frontera
(D). Consideremos ademds una condicién de frontera de Dirichlet f : 9(D) — R
continua y un término que representa la fuente de calor externa g : D — R. Una
solucién a la ecuacién de Poisson es una funcién continua v : D — R de clase Cy en
D y tal que

Au(z) = —g(z) z€D
u(z) = f(x) z € d(D)
Si g = 0, la ecuacién de Poisson resultante se denomina ecuacién de Laplace. Sea

B = (B Lo, B‘S) un movimiento browniano; utilizaremos a B para dar un resultado
de unicidad para la ecuacién de Poisson.

TEOREMA 4.9. Supongamos que D, f y g son acotadas y que u es solucion a la
ecuacion de Poisson. Sea

S:inf{tEO:Btgb}.

Entonces
s
u(z) = E, (f(Bs) + [ ats) ds>
0
para toda x € D.

DEMOSTRACION. Sea M; = u(Bf) + [} g(B,) ds. Al utilizar la férmula de
1t6, vemos que
tAS ) 1 tAS
M; = u(z)+ ) | DBy dBi+ 35 |
tAS ‘
=u(z)+ Y Dyu(Bs) dB.,
0

tAS
Au(By) ds +/ 9(Bs) ds
0

)

1
donde la ultima igualdad se deduce pues u satisface la ecuacién de Poisson.
Asf, M es una martingala local. Puesto que u es continua y D es acotado, se
sigue que u es acotada. Por lo tanto M es una martingala acotada. Ademas, al ser
D acotado, se sigue que S < oo casi seguramente y por lo tanto

S S
My u(Bs) + [ g(B) ds = f(Bs)+ [ o(B.) ds,
0 0
casi seguramente y en L;. Al aplicar muestreo opcional, se sigue que
E(Ms) = E(Mo)

lo cual significa que



2. Aplicaciones a la integral estocéstica 94

2.6. La formula de Feynman-Kac. La férmula de Feynman-Kac es intro-
ducida por Kac en [?] para calcular la distribucién F; de la variable aleatoria

t
Ay :/ v(Bs) ds
0

donde v > 0 satisface ciertas condiciones y B es un movimiento browniano. Un
caso particular es cuando v = 1(g ), en cuyo caso la distribucién de A;/t habia
sido encontrada por Lévy en [?] y coincide con la llamada distribucién arcoseno,
que es la distribucién de una variable Beta de pardmetros 1/2 y 1/2. Las investi-
gaciones de Kac siguen a unas anteriores de Erdos y Kac publicadas en [?] y [?] en
la que consideran teoremas limites para funcionales de caminatas aleatorias y ven
que en ciertos casos no dependen de la distribucién de salto de la caminata aleato-
ria. De hecho, el punto de vista de Kac para encontrar la distribucién de A; es
discretizar a Ay, encontrar una ecuacién en diferencias para calcular la distribucién
de la aproximacion, resolverla y pasar al limite. El nombre de Feynman aparece en
la férmula puesto Kac argumenta que su método estd influenciado fuertemente por
la derivacién de Feynman de la ecuacién de Shrodinger. En [?] se pueden consultar
aplicaciones de la medida de Wiener a la fisica cudntica con una discusién sobre la
férmula de Feynman-Kac.

La formulaciéon moderna de la féormula de Feynman-Kac nos presenta una liga
entre ciertas ecuaciones diferenciales parabdlicas y ciertas difusiones. En efecto, nos
afirma (en el caso unidimensional) que si existe una solucién u(t, z) a la ecuacién

2u
— +b—+0' =+ f=vu
x x

para u : [0,7] x R — R donde b,0, f y v dependen de ¢t y de = y se satisface la
condicién terminal

u(z, T) = ¢(x)

entonces u estd dada por la férmula

T
u(t’ x) = (/ e~ fttl v(th) dtzf(th th) dtl + e ftT ”(th) dthp(XT)) ,

t

donde se asume que X satisface la ecuacion diferencial estocédstica

t t
Xi==x —|—/ o(s,X) dBg —|—/ b(z, Xs) ds.
0 0

En particular, lo anterior representa un resultado de unicidad bajo el supuesto
probabilistico de existencia débil a la ecuacién diferencial estocéstica.

Ahora veremos cémo probar dichos resultados, enfocdndonos en casos particu-
lares que muestren las ideas principales.

Comencemos con la liga entre el movimiento browniano y la ecuacién de calor.



2. Aplicaciones a la integral estocéstica 95

PROPOSICION 4.3. Siu es continua en [0,00) x R?, de clase Cy en (0,00) x R?
y satisface el problema de Cauchy

o _
(6) 3% — 1Au=0
u(0, ) = f(x)
para alguna funcion continua y acotada f, entonces
u(t, z) = Eo(f(B1)) -

DEMOSTRACION. Probemos primero, mediante un argumento analitico, que u
es acotada. En efecto, se afirma que para toda 6 >0y M > 0,

max u(t,z) < max wu(d,z).
S<t<T|lzl|<M llzl| <M

En efecto, sean € > 0y v(t,z) = u(t, z) — et y supongamos que v se maximiza en el
interior de [4,t] x {||z|| < M}, digamos en (t*,z*). Notemos primero que

v Ju
— —Av=——e—Au=—¢
AT
Por otra parte, puesto que v se maximiza en (t*,2*), vemos que
0
—U(t*,x*) >0 y Av(t",z")<0.
ot
Esto implica que
0
2 - Av(et,2) 2 0,

una contradiccién. Por lo tanto v alcanza su maximo en [4,t] x {||z|| < M} en la
frontera para cualquier £ > 0 y por lo tanto, v también. (Un argumento similar
aplica al minimo.) Al tomar el limite conforme § — 0, vemos que
sup |u(t, z)| < sup[f(z)] < oo
t<T,||z||<M z

(pues supusimos que f es acotada) y al tomar el limite conforme M — oo, con-
cluimos que u es acotada.

Sea € € (0,t). Puesto que u es acotada y satisface la ecuacion de calor entonces
u(s, Bi—s) es una martingala en [0,¢ — €] y no sélo una martingala local. Por lo
tanto

E.(u(e, Bi—e)) = Ep(u(t, Bo)) = u(t, ).

Puesto que u es continua y acotada y u(0,z) = f(x), podemos utilizar el teorema
de convergencia acotada para ver que

E.(f(By) = u(t,). O

Generalizaremos ahora el razonamiento anterior para obtener la formulacién
moderna de la férmula de Feynman-Kac. Como se observa en [?], la férmula de



2. Aplicaciones a la integral estocéstica 96

Feynman-Kac se comprende muy bien cuando se comienza con el movimiento brow-
niano matado en un tiempo exponencial. En efecto, si T" es exponencial de parametro
A e independiente de B y definimos

~ B, t<T
Bt: t <
A T>t

(donde A se interpreta como el estado cementerio y extendemos a cualquier funcién
real como cero en A) entonces para cualquier funcién continua y acotada se tiene
que la funcién

ult,x) = Bo (f(Br)) = e MEL(f(BY))
satisface el problema de Cauchy
ou
5 — %Au = \u
u(0,z) = f(z)
En un caso més general, consideremos a
ult, z) = By (f(By) e Jo B d).

La interpretacién es que consideramos la esperanza de un Browniano matado a
tasa v(x) cuando se encuentra en el estado x. Si f es continua y acotada y v es
no-negativa entonces u es continua y acotada. Al utilizar la propiedad de Markov
vemos que

E, (f(Bt) o~ Jo uB:)ds

fg> — ¢~ Jo uBr) dru(t — s, By)
para s < t. Definamos

Ht — e fot U(BS)dS.
Si u fuera de clase Cy entonces la férmula de It6 nos diria que

u(t — s, Bs) = u(t,x) + / I, Dyu(t — r, B,) dB, — / I, Dyu(t — r, By) dr
0 0

1 T S
+ 5/ II, Au(t — r, B,) dr — / u(t —r, B,) v(By) I, dr.
0 0

Asi, vemos que una condicién natural para que Il u(t — s, Bs) sea una martingala
local es que u satisfaga la ecuacién

{M1Auvu

at — 2

u(0,z) = f(x)
Por otro lado, mostremos que hay a lo més una solucién acotada para la ecuacién
anterior. En efecto, si u es una solucién continua y acotada a dicha ecuacion entonces
la férmula de It6 nos dice que

Mu(t — s, By)
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es una martingala acotada. Por lo tanto

3. El teorema de Girsanov

La férmula de It6 nos dice que la clase de semimartingalas es invariante ante
composiciéon con funciones de clase Cy. Ahora examinaremos otra propiedad de
invariancia de las semimartingalas: la invariancia ante cambios de medida (local-
mente) absolutamente continuos. Si Py Q son medidas de probabilidad absoluta-
mente continuas y X es una semimartingala al utilizar la medida de probabilidad
entonces el célebre teorema de Girsanov nos ayudara a encontrar la descomposicién
de semimartingala de X cuando se utiliza la medida Q.

Sea (9, %, P) un espacio de probabilidad dotado de una filtracién (%, t > 0) que
satisface las condiciones habituales. Recordemos que una medida de probabilidad
Q en (Q, %) es absolutamente continua respecto de P, denotado Q <« P, si para
todo A € .F con P(A) = 0 se tiene que Q(A) = 0.

PROPOSICION 4.4. Supongamos que Q <P y sea
~  dP|.7
' dQls,
Entonces D admite una modificacién D que es una una martingala cad no-negativa
y uniformemente integrable. Para todo T tiempo de paro se tiene:
_ dPLFr
B dQL?T .

Si Q es equivalente a P entonces Dy > 0 para toda t > 0 casi sequramente.

D

DEMOSTRACION. Si A € %, v s < t entonces A € .%, y por definicién de D, y
Dy: E(lADS) :Q(A):]E(IADt). Por lo tanto D es una P-martingala. Puesto que

hemos asumido las condiciones habituales para (2, .%, (%#;) ,IP) vemos que D admite
una modificacién cadlag que también es una martingala y también se satisface la
relacion
_ P57

dQlz,
Notemos que lo anterior vale también para t = oo, por lo que D es uniformemente
integrable. Si T es un tiempo de paro y A € %1 entonces, al aplicar muestreo
opcional, vemos que

Dy

Q(A) = Es(14Do0) = Ep(14D7).

Por lo tanto
_ dP|Fr

B d@|?T

D
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Finalmente, si S = inf {¢ > 0: D; = 0} entonces
Q(S < 00) = Ep(ls<acDs) =0

y si Q es equivalente a P, esto implica que P(S < co) = 0. O

Asi, en el caso en que tengamos dos medidas de probabilidad equivalente, el
proceso de derivadas de Radon-Nikodym es una martingala estrictamente positiva.
El siguiente resultado nos permitird expresar a dicha martingala, cuando tenga
trayectorias continuas, como una exponencial estocéstica.

PROPOSICION 4.5. Sea D una martingala local continua estrictamente positiva.
Eriste entonces una dnica martingala local continua L tal que D = &(L). Ademds:

t
Ly = log(Dy) +/ D;1dD,.
0
DEMOSTRACION. Notemos que si D = & (L) entonces 1/D = &(—L).

Para probar la unicidad, supongamos que D = &(L) = & (f/) Entonces

1 1 ;
1=D—=¢ — el L

(L) —7—
poa(l)
Para la existencia, utilizamos la férmula de It6 con la funcién log, que es infini-

tamente diferenciable en (0, 00) a la martingala local continua estrictamente positiva
D. Se tiene entonces que

t 1 t
log(Dy) :log(DO)—l—/ Ds‘ldDS—i/ D;2d(D)s,.
0 0

Si
Ly = log(Dy) +/t D;tdD;,
entonces ’
W= [ ram),
por lo que ’
log(Dy) = Lo — 5{L)s
y por lo tanto
Dy =expL; — %<L>t =&(L), .

Ahora podemos enunciar el teorema de Girsanov.
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TEOREMA 4.10 (Teorema de Girsanov). Sea Q equivalente a P en F.. Sea
D la version cadlag del proceso de derivadas de Radon-Nikodym y supongamos que
D es continuo. Sea L una martingala local continua tal que D = &(L). Si M es
cualquier (F, P)-martingala local continua el proceso M dado por

Mt = Mt — <M,L>t
es una (F, Q)-martingala local continua.

Notemos que en particular, M es una Q-semimartingala. Notemos ademas que
la variacién cuadrética no depende de la medida que estemos utilizando puesto que
los limites en probabilidad coinciden para medidas equivalentes. Asi, si M es un
movimiento browniano bajo P, entonces M lo es bajo Q.

DEMOSTRACION. Mostremos primero que si X D es una P-martingala local con-
tinua entonces X es una Q-martingala local. En efecto,

T,=inf{t>0:D: >né |X¢| >n}.

Entonces (T,,) es una sucesién creciente de tiempos de paro que convergen a oo,

(X D)T" es una martingala acotada y X es un proceso acotado. Por lo tanto, si
A€ Z,y s <t entonces

Eo(XT, At1la) = Ep(Xiar, Dint,14) = Ep(Xsatr, Dsat,14) = Eqg(X1,As14) .

Por otra parte, notemos que puesto que P(T,, < t) — 0 se sigue que Q(T,, <t) =0
y que por lo tanto T;,, — oo Q-casi seguramente. Asi, X es una Q martingala local
continua.

Ahora aplicaremos la observaciéon anterior. Si M es una P-martingala local
continua y M = M — (M, L), podemos aplicar la férmula de It6 para escribir

t t
DtM=D0M0+/ D, dMS—|—/ M, dD, + (M, D)
0 0
R t t t
:D0M0+/ DdeSJr/ M, st—/ Dyd(M, L), + (M, D)
0 0 0

t t
=D0M0+/ D, dMS—|—/ M, dD;.
0 0
Por lo tanto DM es una P-martingala local continua y se deduce que entonces M

es una Q-martingala local continua. O

Uno de los ejemplos tipicos de aplicacion del teorema de Girsanov es al movimiento
browniano con deriva. En efecto, si B es un movimiento browniano bajo P y

Qi(A) =Ep <1A€#Bt_”2t/2) ;

para A € ., entonces Q; es una medida de probabilidad absolutamente continua
respecto de P y equivalentemente a ella en .%;. Por lo tanto, bajo Q; el proceso
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B — p1d es un browniano en [0, t]; equivalentemente, bajo Q;, B es un browniano
con deriva —p en [0,t]. Otro ejemplo es que si T(X) = inf {t > 0 : X > b} entonces

E<ef/\Tb(B+uId)> — lim E(ef)\Tb(BJruId)At)

t—o0

— lim E(efka(B)/\teHBTb(B)At*H2Tb(3)/\t/2)
t—o0

- ]E(e—/\Tb(B)eub—usz(B)ﬂ)
— ehbo—bl\/22 412

En particular, vemos que

P(Ty(B + pu1d) < oc) = lim (e XMUETHID) - utnltl — {< | Z%f(f (lmosgn“ .

Una extension de la idea anterior permite resolver el siguiente problema.

EJERCICIO 4.1. Sea B un movimiento browniano que comienza en ceroy v € R.
Sea
T=inf{t>0:|B;+n~t| =1}.
(1) Pruebe que si v = 0 entonces 7'y By son independientes.

(2) Al utilizar el teorema de Girsanov muestre la independencia entre T'y Br
cuando v # 0.

Otro ejemplo de aplicacién es el siguiente. Notemos que
E(f (sup B + ,us>) = E(f (sup BS> e“Bt) .
s<t s<t

P(SUP Bs + ps € dz, By € dy) = ]P<Sup B, edx,B; € dy) eHY—1t/2,

s<t s<t

En particular

Este es un resultado no trivial puesto que se conoce explicitamente la densidad
conjunta de (Bt, SUP<¢ BS):

_2Q2y—2) _oy_ay?ja
P(sétg) Bs € dy, B, € d:c) = W@ 1,500<y-

Una de las aplicaciones del teorema de Girsanov es a la técnica de remocién de
deriva.

EJERCICIO 4.2. Considere la ecuacion diferencial estocéstica

(7) dX; = dB, +b(X,) dt Xo==
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donde b es medible y acotada. Suponga que bajo P, X es un movimiento browniano
que comienza en z. Utilice el teorema de Girsanov para encontrar una medida de
probabilidad P tal que si definimos a

t
Bt:Xt_/ b(XS) ds
0

entonces (By),., sea un movimiento browniano bajo P. Note que X resuelve en-
tonces la ecuacién diferencial estocdstica (?7); esta solucién es llamada solucién por
transformacién de deriva.
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