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Introduccion.

Las variedades de Kéhler son un caso especial de variedades Riemannianas,
las cuales tienen como principal caracteristica el ser ademds variedades comple-
jas tales que su tensor métrico queda completamente definido por una funcién
holomorfa. También poseen una estructura simplectica de manera natural.

Al estudiar las subvariedades de Kéhler de variedades ambiente que también
son de Kihler se encuentra que son subvariedades minimas. Un caso particular son
las subvariedades totalmente geodésicas, de manera que a medida que se exploran
las inmersiones de variedades complejas en espacios Euclideanos, se presentan
muchas restricciones de este tipo.

En éste trabajo se detallan algunos resultados basicos referentes a las varieda-
des de Kihler, sus inmersiones. En [8], Umehara demuestra que toda inmersio6n
isométrica de variedades Kihler-Einstein en CV es totalmente geodésica. Por otra
parte Di Scala [3] demuestra que toda inmersién isométrica minima de una varie-
dad Kéhler-Einstein en R” también es totalmente geodésica. Estos resultados dan
algunos antecedentes para enunciar una conjetura referente a variedades Rieman-
nianas, hecha por Di Scala en [3], la cual dice que cualquier inmersion isométrica
minima de una variedad localmente homogénea o de Einstein debe ser totalmente
geodésica.

De ser cierta, esta conjetura nos indica que los ejemplos de variedades mi-
nimas de Einstein que podemos encontrar inmersas en espacios Euclideanos son
muy limitados.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo se enuncian las definiciones y resultados bésicos que se utili-
zaran a lo largo del trabajo.

Sean M" y M™ dos variedades Riemannianas de dimensién n y m respectivamente.
Una inmersion es una aplicacion suave f: M — M tal que df, : TM — T,M es
inyectivo para todo x € M. Nos apegaremos a la notacién estdndar y escribiremos
(f«)x para d fy. La codimension de la inmersién f es el nimero p = m —n. La in-
mersion se llama inmersion isométrica si para todo X, Y € T,M, se da la igualdad
X,Y ) = ((f)x(X), (f)x(Y)) 7. Si M es una variedad Riemannianay f: M — M
es una inmersion, podemos inducir una métrica en M mediante la igualdad ante-
rior. En este trabajo no distinguiremos entre campos vectoriales suaves y vectores
tangentes, es decir, usaremos la notacién X € TM para estos objetos. También
usaremos la notacion g para la métrica de una variedad Riemanniana y g;; para su
evaluacion en algin marco local del espacio tangente.

Dado que para una inmersién f : M" — M P y para cada punto x € M existe
una vecindad abierta U de x tal que f(U) es abierto con la topologia inducida,
esto es, f es localmente un encaje en su imagen, o mds aun, f es localmente la
aplicacién inclusién. Podemos considerar T,M C T,M como subsespacio lineal y
por tanto podemos hacer la descomposicién T,M = T,M ® T,M* de la cual ob-
tenemos el haz normal TM+ = UremTyM L. Asi, todo campo vectorial X € ™
con dominio restringido a f(M) se puede escribir como X = X" 4 X, donde
()" y ()* son las proyecciones ortogonales de TM en TM y TM respectiva-
mente. Si tenemos una inmersion isométrica entre dos variedades Riemannianas
f: M" — M"™P y denotamos por V y V a sus respectivas conexiones de Levi-
Civita, puede verificarse que para todo X,Y € TM, se tiene que (va )T = VY.
También es posible definir una aplicacién bilineal 11 : TM x TM — TM+ dado
por II(X,Y) = (VxY)*, llamado la segunda forma fundamental de la inmersién
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f- Asi, paratodo X,Y € TM se tiene
VxY = VyY +I1I(X,Y). (Férmula de Gauss)

Relacionado con la segunda forma fundamental tenemos al operador de forma
A:TM x TM+ — TM, dado por A(X,E) = —(Vx&)T, denotado simplemente
como A¢X. Notando que si X,Y € TMy § € TM entonces (Y, &) = 0, derivando
y usando la compatibilidad de la conexion:

Luego, de la Férmula de Gauss, tenemos

Usando la identidad anterior y la Formula de Gauss, al calcular la componente
tangencial del tensor de curvatura de M, dado por

R(X,Y)Z=VxVyZ—VyVxZ—VixyZ,
obtenemos para X,Y,W,Z € TM la expresion

(R(X,Y)Z,W) = <R(X,Y)Z,W) +{II(X,W),I1(Y,Z))
—((X,2),1[(Y,W)),
(Ecuacién de Gauss)

donde R es el tensor de curvatura de M. Si ¢ C T;M es un plano generado por
vectores ortonormales X ,Y € T.M, entonces podemos calcular las curvaturas sec-
cionales de M y M mediante K(X,Y) = (R(X,Y)Y,X) y K = (R(X,Y)Y,X), res-
pectivamente. Luego, la Ecuacién de Gauss se reescribe como

K(X,Y)=K(X,Y)+ (X, X),1Y,Y)) — |[1I(X,Y)|

El tensor de Ricci de una variedad Riemanniana M" estd definido con la
igualdad Ric(X,Y) = traza Z — R(Z,X)Y, para todo X,Y € TM. La curvatura
de Ricci en la direccién del vector unitario X € TM estd dada por Ric(X) =
1/(n—1)Ric(X,X). El vector de curvatura media H(x) de una inmersion isomé-
trica f : M" — M"*? en el punto x € M se define como H(x) = 1/nY; I1(X;,X;),
donde Xi,...,X, € T.M es un conjunto de vectores tangentes ortonormales. De-
cimos que una inmersién isométrica f : M" — M"*P es minima en x € M si
H(x) = 0. Si f es minima en todo punto x € M, diremos que f es una inmer-
sion minima. Una variedad de Einstein es una variedad Riemanniana cuyo tensor
se Ricci es un multiplo escalar de la métrica, es decir, existe p € R tal que para
todo X,Y € TM se tiene Ric(X,Y) = p(X,Y).
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Recordemos que dado un espacio vectorial V sobre R de dimension finita n,
una estructura compleja en V es un endomorfismo J : V. — V tal que J> = —Id
donde /d es la identidad en V. Un espacio vectorial real V con una estructura
compleja J necesariamente tiene dimensién par.

Un producto interno Hermitiano en un espacio vectorial real V con estructura
compleja J es un producto interno (-,-) que cumple (JX,JY) = (X,Y).

Si V es un espacio vectorial real de dimension m, la complexificacion de V
es el espacio vectorial complejo V¢ =V @iV donde i = v/—1. Si ademds V tiene
estructura compleja J, ésta se puede extender de manera tnica a un endomorfismo
en V¢ tal que J> = —Id, sus valores propios son i y —i, con subespacios V!0, 01
de vectores propios respectivos.

La siguiente proposicion serd de utilidad al extender los conceptos anteriores
a los espacios tangentes de variedades Riemannianas.

Proposicion 1.1. Sea (-,-) un producto Hermitiano en un espacio vectorial real
V con estructura compleja J. Entonces el producto Hermitiano puede extenderse
a una forma compleja bilineal simétrica de V¢ denotada por (-,-). que satisface

» (ZW).=(Z,W), ZW eV,
(27050, 0£ZEVE
. <Z,W>c:0, Z€V1’07WGV071
Demostracion. La demostracion es una aplicacion directa de las definiciones. [

Una estructura casi-compleja en una variedad Riemanniana M es un campo
tensorial J de tipo (1,1), es decir, J € T'(TM @ TM*), tal que para cada p € M,
Jp : T,M — T,M es una estructura compleja. Una variedad Riemanniana con una
estructura casi-compleja fija se llama variedad casi-compleja. Claramente, una
variedad casi-compleja es de dimension par. Nétese también que si M es una va-
riedad casi-compleja y p € M, es posible dar una base para T,M de la forma
Vi, v, Jpvi, ..., Jpva}. Toda variedad casi compleja es orientable, basta to-
mar la orientacién para M como la familia de cartas (U, (x1,...,x2,)) alrededor de
p tales que la base de T,M {d/dxi|p,...,d/dx2,|,} difiera de la anterior median-
te una transformacion lineal de determinante positivo, pues para cualesquiera dos
bases de la forma vy,...,v,,Jpv1,...,Jpv, para T,M, el determinante de la matriz
de cambio de base serd positivo ya que es un isomorfismo y ademads es de la forma

(%)

Esta eleccion es llamada la orientacion natural de la variedad casi-compleja
M.
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Una variedad compleja de dimension compleja n, es una variedad diferen-
ciable real de dimension 2n, para la cual existe una cubierta {Uy} y homeomor-
fismos @y : U — C" tales que @y 0 (p[;1 son holomorfos en @g(Uqg NUpg) C C".
Toda variedad compleja M puede dotarse de una estructura casi-compleja Jj; me-
diante las cartas (Uy, @q) al definir Jy = (d@y) ! 0Jo o d@y, donde Jy es la es-
tructura casi-compleja de C" = {(zy,...,2) : 2Zx = Xk + iy, Xk, yx € R} dada por
Jo(@/dxx) =3 /dyi , Jo(@/dyx) = —3/dxp, k=1,...,n.

Una estructura casi-compleja J en una variedad M es una estructura comple-
ja si M es una variedad compleja tal que J es inducida por sus cartas como se
describié anteriormente. En tal caso, diremos que la estructura casi-compleja es
integrable.

Proposicion 1.2. Sean U C C", abiertoy f :U — C™. Si J y J' son las estructuras
complejas de C" y C™ definidas arriba respectivamente. Decimos que f preserva
la estructura compleja si df oJ = J' odf. Entonces, [ preserva la estructura
compleja si y solo si f es holomorfa.

Demostracion. Sabemos que R?" con la estructura compleja J es ismomorfo a
C”, de manera similar pasa con R*" con la estructura J' y C™. Sean entonces

(X1yee s X, V1o Vn) Y (U1, Um, V1 ..., V), las coordenadas naturales de C" y
C™ respectivamente. Entonces la aplicacion f : C* — C™ puede escribirse como
f=u+ivy,...;um+ivy) >~ (u1,...,ty,v1...,vy) donde estamos ahora pensan-
do a ug, v : R¥" — R, como funciones de X1yeusXn,V1---,¥Vn. Luego, f es holo-
morfa si y s6lo si se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:
&uk . 8vk
axj' 8yj
8uk 8vk
8yj 8xj

paratoda j=1,...,n,ytodak=1,...,m. Por otro lado, como df : TC"* — TC™
es lineal, entonces df(d/dx;) y df(d/dy;) pueden escribirse como combinacion
lineal de la base {d/duy,...,d/dun,d/dvi,...,d/dvy,} de TC™ = C" = R,
dandose las igualdades:

df(9/dx;) =Y (Jur/0x;j)(d/dux) + ¥ (Ive/dx;)(d /i)
k=1 k=1
df(9/dy;) =) (Jux/dy;)(/u) + }_ (Ivi/y;)(/Iv)
k=1 k=1
para todo j = 1,...,n. Recordando que tanto J como J’ cumplen con

J(9/dx;) =3 /dyj, J(9/dy;) =—0d/dx;,
J'(d/duj)=2/dv;, J'(d/dv;)=—0/du;,
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laigualdad df oJ = J odf se tiene. O

En vista de la proposicion anterior diremos que una aplicaciéon f : M — N
entre dos variedades complejas es holomorfa siy s6lo sidfoJ =J' odf donde J
y J' son las estructuras casi-complejas de M y N respectivamente.

Definicion 1.1 (Variedad de Kahler). Una variedad de Kihler M es una varie-
dad compleja, dotada de una métrica Riemanniana (-, -) tal que la estructura casi-
compleja J de M cumple con

() (JX,JY) = (X,Y).
(ii) (VxJ)(Y) = VxJY —JVxY = 0.

Para todo X,Y € I'(TM), donde V es la conexién de Levi-Civita.

Es claro que toda variedad Riemanniana real de dimension par admite una es-
tructura casi-compleja definida localmente por medio de las cartas. Sin embargo,
S es un ejemplo de una variedad con una estructura casi-compleja J que no es una
estructura compleja. En 1956, A. Newlander y L. Niremberg dieron condiciones
para la integrabilidad de estructuras casi-complejas, y por las cuales sabemos que
la estructura casi-compleja de una varidad de Kéhler es una estructura compleja.

Como ejemplo de variedade de Kéhler aparece el espacio proyectivo complejo
CP" con la métrica de Fubini-Study.

Es importante notar que si tenemos una variedad de Kihler M de dimension
n, en particular es una variedad compleja, de manera que para cada p € M, exis-
te una vecindad abierta U de p y un sistema de coordenadas z : U — C”" de la

forma z = (z1,...,2,), pero éste sistema induce de manera natural un sistema
de coordenadas de la forma (xp,...,X,,y1,...,y,) en R?" al poner z; = Xy + iyy,
k=1,...,n. Por lo que viendo a M como varedad Riemanniana de dimensién

2n tenemos que el espacio tangente a M en el punto p € M tiene como base
{d/9x1lp,...,d/0x4|p,d/9¥1|p,...,0/9yn|p}, ademds de estar dotada de mane-
ra natural con la estructura compleja J. Luego, como variedades de Kéhler, la
definicién nos dice que la métrica g es Hermitiana. Asi, por la Proposicién 1.1,
g puede extenderse a la complexificacion de 7,M. Si denotamos por (T,M)° =
T,M @ iT,M, entonces una base para éste espacio es {Zj,... Zn,Zy ..., 2y} don-
de Zy = 9/dzx = 1/2(9/0x; — id/dyi) y Zy = 3/ = 1/2(3d/dx, +id/dyy)
(hemos omitido el punto de aplicacién |, y en lo sucesivo serd sobreentendi-
do). La observacién es inmediata al tenerse d/dx; = Z; + Z; y similarmente
0 /0y = i(Z; — Z). Escribiremos

8ap =8(Za,2p): 8o = 8(Za 2) = 8(Zas 28 ); 80p = 8(Za, Zp) = 8(Za Zp),
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donde usamos la misma notacién para g como extension de la métrica a (7,M)¢
y o, B = 1,...,n. Usando nuevamente la Proposicion 1.1 tenemos como conse-
cuencia las siguientes igualdades:

8ap=8ap =0 8ap=8ap
por lo que la métrica en (7,M )¢ estd dada por la igualdad

ds* =2Y g, dzdz; (1.1)
k.j
donde dz; = dx; +idy; y dzx = dx; — idyy. Por otra parte, la segunda condicién
para que M sea una variedad de Kihler, se traduce en la ecuacién
9¢ji 98k
dzy dzj

que equivale a la existencia de una funcién escalar real-valuada y analitica ®(z,7)
tal que )
8k = ai(;bz . (1.2)
JjY<k
Esta afirmacion es consecuencia del 0 —Lema de Poincaré, haciendo uso de la
Cohomologia de Dolbeault. Estos temas son de suma importancia para el estidio
de variedades complejas, sin embargo escapan de los objetivos de este trabajo.
Para la demostracién de la dltima igualdad pueden consultarse tanto [7] como [5].
En la siguiente proposicion se enuncian las propiedades del tensor de curvatura
y de la estructura casi-compleja J en las variedades de Kihler, donde se utilizan
tanto las simetrias como anti-simetrias usuales de la curvatura cuando se trabaja
como variedades Riemannianas reales.

Proposicion 1.3. Sea M una variedad de Kdhler con tensor de curvatura R. En-
tonces para cadax € My X,Y € T,M se tiene

(a) R(X,Y)oJ=JoR(X,Y).
(b) R(JX,JY)=R(X,Y).
(c¢) Ric(JX,JY)=Ric(X,Y).
Demostracion. Las pruebas son directas de la definicion del tensor de curvatura y
de la Definicién 1.1:
R(X,Y)JZ=VxVyJZ—VyVxJZ—Vx yJZ
=JVXVyZ—IVyVxZ—IVx yZ
=JR(X,Y)Z,
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lo cual prueba (a). De manera similar, usando el inciso (a) y usando las propie-
dades de simetria y antisimetria del tensor de curvatura se sigue que:

(R(JX,JY)Z,W) =

R(W,Z)JY,JX)
JR(W,Z)Y,JX)
R(W,Z)Y,X)
R(X,Y)Z,W).

o~ o~ o~ ——

Para la demostracion de la propiedad (c), recordemos que Ric(X,Y) = traza(B),
donde B(Z) = R(Z,X)Y. Nos auxiliaremos de un marco ortonormal {Xi,...,X,}
de TM. Al hacer los célculos de manera directa obtenemos

Ric(JX,JY) (B(X;),X;)

I

~
—

(R(X;,JX)JY,X;)

I

~
—_

(JR(X;,JX)Y,X;)

I
™=

~
[y

I
™=

N
I
_

(—R(X;,JX)Y,JX;)

(—R(JX;,—X)Y,JX;)

I

N
I
_

I
M=

(R(JX;, X)Y,JX;)

~.
—_

Ric(X,Y),

donde hemos usado el hecho de que JX;, i = 1...,n también es un marco ortonor-
mal de TM. O

Proposicion 1.4. El tensor de Ricci de una variedad de Kihler cumple con

2%InG
aZaaZﬁ

Ric, g =— (1.3)

donde G denota el determinante de la matriz Hermitiana (g, B)'

Referimos al lector a la demostracion detallada de este resultado en el Capitulo
12 de [7]




Capitulo 2

L.a Funcion Diastasis.

En esta capitulo escribiremos algunas ideas y resultados de E. Calabi [1], don-
de llega a condiciones necesarias y sufiecientes para la existencia de encajes iso-
métricos de una variedad compleja en un espacio CV como ambiente.

Recordemos que el potencial de Kéhler ® de la Ecuacién (1.2), es una funcién
(con valores reales) analitica definida en una vecindad de algin punto de la varie-
dad. Sin embargo este potencial no es tunico, pues al sumar la parte real de una
funcién holomorfa obtenemos otro potencial. Notemos también que al duplicar
las variables z y Z se puede obtener una funcién @ definida en una vecindad U
de la diagonal que contiene al punto (p, p) € M x M, donde M denota la variedad
conjugada de M que se obtiene al conjugar las cartas coordenadas de M, esto se
verifica mandando al punto p € M* a (p, p) € M* x M* y expresando al elemento
analitico @ como serie de potencias de las coordenadas zy,...,2x, 71 - .- Zx al iden-
tificar cada zq(p) con zq(p,p) y Zg(p) con zx g (p, p). Para los detalles de esta
construccion pueden encontrarse en [1], pdg. 2. Usaremos la notacién P tanto pa-
ra el potencial de Kihler como para su levantamiento analitico en una vecindad
V C M x M del punto (p, p).

Definicién 2.1 (Funcion diastasis). Sean M una variedad de Kéhler,ge My V C
M x M una vecindad de la diagonal con (g, 7) € V, donde est4 definida la extension
del potencial de Kihler ®. Entonces a la funciéon D : V — R dada por

D(q,r) = ®(z(q),2(q)) + P(z(r),z(r)) — P(2(q),2(r)) — P(z(r),2(q))  (2.1)
se le llama la funcion diastasis.

La definicién de la funcién diastasis [1] (proveniente del griego d1&cTtc10
que significa distancia) esta determinada de manera tinica por la métrica de Kihler
y es independiente del sistema de coordenadas complejas. Se tiene también que es
una funcién real-valuada y analitica localmente. Las siguientes son la Proposicion
3 y Proposicién 4 de [1]:
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Proposicion 2.1. La funcion diastasis cumple con las siguientes propiedades:
w Es Simétrica, es decir D(q,r) = D(r,q) y ademds D(q,q) = 0.

» Para r € M fijo, D(q,r) es una primitiva de la métrica g con respecto a la
variable q. De manera mds explicita,

azD(-,}") _ _|
8Zj32k q ~ 8jkla:

A continuacién enunciaremos dos lemas que se demuestran en [9], las cuales
usan las propiedades de la didstasis y que serdn importantes para la prueba de una
proposicion en una seccién posterior.

Lema 2.2 ([10],Umehara). Sea M una variedad de Kdhler y p € M cualquier
punto. Entonces, una vecindad U de p esta inmersa en CN de manera holomorfa
e isométrica si y solo si existen funciones holomorfas @,...,¢n definidas en U
tales que

N
D(p,q) =Y |o(q)*, qeU

k=1
o(p) =0, k=1,...,N.

Al conjunto de combinaciones lineales en R de funciones analiticas reales de
la forma hk + kh donde h y k son funciones holomorfas en M se le denotara por
A(M), la cual resulta ser un dlgebra asociativa.

Lema 2.3 ([10], Umehara). Si ¢y,..., @y son funciones holomorfas no constantes
en una variedad compleja M tales que par algin punto dado p € M se tiene
o(p)=0,k=1,...,N, entonces

L exp(Li|el*) & A(M).
2. (1=Y%|0?)~* ¢ A(M), con a > 0.




Capitulo 3

Inmersiones isométricas de
variedades de Kahler en variedades
de Kahler.

En esta seccion se enuncian dos proposiciones referente a inmersiones isomé-
tricas f : M — N donde tanto M como N son variedades de Kéhler.

Definicion 3.1. Para cada p € M, con M variedad de Kéhler y para todo plano
(real) o C T,M invariante bajo la estructura compleja J de M se define la curva-
tura seccional holomorfa de 6 como

K(X,JX)=(R(X,JX)JX,X),
donde X € T,M es un vector unitario en o.

Otra de las caracteristicas importantes de las variedades de Kihler es que cual-
quier subvariedad inmersa que también sea Kéhler resulta ser un ejemplo de varie-
dad minima. Esta afirmacion se demuestra en la siguiente proposicion, que tam-
bién puede encontrarse en [2] y serd de utilidad al calcular el tensor de Ricci en
variedades de Kéhler inmersas en espacios de curvatura holomorfa constante.

Proposicién 3.1. Sean M y M dos variedades de Kiihler con estructuras comple-
jas J y J respectivamente. Si f : M — M es una inmersién isométrica holomorfa,
entonces la segunda forma fundamental 11 de f cumple con la igualdad

H(X,JY) =JH(X,Y)=1(JX,Y),

para todo X,Y € TM. Como consecuencia [ es una inmersion minima.

10
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KAHLER EN VARIEDADES DE KAHLER.

Demostracion. Sean X,Y € TM. Como f es holomorfa entonces f, conmuta con
las estructuras complejas J y J. Ademis por ser M variedad de Kihler entonces
se cumple VyJY = JVxY y de manera similar con V, la conexién de M. Luego,
como consecuencia de la Férmula de Gauss, se sigue:

U, £u(V) = T (Vo e (V) =V ) il
= IV ix f(Y) =TV ) fo(Y
= 6f*Xjf*( )— Vf* jf*(Y
= Vix fJY) = Vi) flJY
= H(f(X), f:(JY)),

de manera que al hacer la identificacién usual de TM con f,(TM) C TM, tenemos

la igualdad
JI(X,Y)=1(X,JY).

Usando la simetria de la segunda forma fundamental obtenemos de manera analo-
ga JII(X,Y) =11(JX,Y).
De las igualdades anteriores tenemos que si & € TM~ entonces

(AgJX,Y) = (II(JX,Y),E) = (LI(X,JY),E) = (AX,JY) = —(JA:X,Y),

es decir AgJX = —JAgX, o equivalentemente, /1(X,Y) = —11(JX,JY). Por lo tan-

to, al calcular el vector de curvatura media y considerando que si E;, ..., Er, € TM
es un marco ortonormal entonces JE;, ...,JE>, € TM también lo es, se obtiene
1 2n 1 2n
=— )Y II(E,,E;))=——) II(JE; JE;) = —H 3.1
27’1 ZZZI ( 1y l) 21’1 1:21 ( 1y l) ( )
con lo que H = 0, esto es, f es inmersién minima. OJ

Proposicion 3.2. Sea M una subvariedad de Kdihler de dimension n de una varie-
dad de Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante 2c. Entonces, el tensor
de Ricci satisface

Ric < (n+1)cg

donde g es la métrica de Kdahler de M. La igualdad se obtiene si y solo si M es
totalmente geodésica.

Demostracion. Denotaremos por M" P a la variedad de Kihler de curvatura sec-
cional constante 2¢. Sean Ey,...,E,,JE,...,JE, € TM una base ortonormal de
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CAPITULO 3. INMERSIONES ISOMETRICAS DE VARIEDADES DE
KAHLER EN VARIEDADES DE KAHLER.

M de tal manera que sea parte de la base ortonormal Ey, ... ,En+p,fE1 yen ,fEn+p
de TM. Se definen los tensores de Ricci de M y M como

Ricy(X,Y) =) ((R(E;,X)Y,E;)+ (R(JE;,X)Y,JE;))

p.
I 1=

Ricy(X,Y) =Y ((R(E;,X)Y,E;)+ (R(JE;,X)Y,JE})).

Uy

~.

Usando la Ecuacién de Gauss en el lado derecho de la igualdad del tensor de Ricci
de M tenemos las identidades
(R(E;,X)Y,E;) = (R(E;, XY, E;) + (Il (E;, E;),I1(X,Y))
—(II(E;,Y),I[(X,E;) (3.2)

(RUE:,X)Y,JE;) = (RUE;, XY, JE}) + (II(JE;, JE;), II(X,Y))
— (H(JE,Y),II(X,JE)). (3.3)
De la Proposicién 3.1 tenemos J1I(X,Y) = II(JX,Y) = 11(X,JY), y dado que

la métrica es Hermitiana sabemos que se cumplen las igualdades

(I(JE,JE), II(X,Y)) = —(II(E;, E;), II(X,Y))

(H(JE;,Y) I(X,JE})) = (II(E;,Y),II(X,E))).

Por lo que podemos escribir

n
Ricy(X,Y) =) {(R(Ei,X)Y,E;)+ (R(JE;,X)Y,JE;)
i=1

—2(I(E;,Y),II(X,E))}. (3.4)

Por otro lado, en [6] Vol. 2, padg. 166-167, se demuestra en la Proposicion 7.2
que el tensor de curvatura R de una variedad cuya curvatura seccional constante en
planos invariantes bajo la estructura compleja J cumple con la igualdad R = 2¢Ry,
donde

Ro(X,Y,Z,W) —{g (X,Z)g(Y, W) —g(X,W)g(Y,Z)
+8(X,JZ)g(Y,JW) —g(X,JW)g(Y,JZ)
+2¢(X,JY)g(Z,JW)} (3.5)

12



CAPITULO 3. INMERSIONES ISOMETRICAS DE VARIEDADES DE
KAHLER EN VARIEDADES DE KAHLER.

Al aplicar estos resultados en nuestro caso obtenemos primero

1 N N
Ro(EinY, EinX) = 7 {8(X,Y) = g(Ei X)8(Y, E) + 3g(Ei, JY )8 (EinJX) }
- ~ 1 - ~
Ro(JE;, Y, JE,X) = 7{8(X,Y) = g(Ei, JX)g(JY, E;) +3g(E;, Y )3(Ei X) } .

Luego, como la métrica es Hermitiana se tiene g(E;,JY )g(E;,JX) = g(JE;,Y)g(JE;, X)
y se sigue que

Ro(Ei,Y,Ei,X)+Ro(JE;,Y,JE;,X) =
= 2 {&(X,¥) (B X)a(Y, B + g(TE: X)a(¥, i)
= 5 {8(X.¥) + glg(Y. E)E: X) + glg(Y TEDTE: X)
= 5 {8(X.¥) 4 glg(Y, )i+ g(Y JE)TE X) )

por lo que al sumar sobre i = 1,...,n se obtiene

N . 1
(RO(Ei7Y7Ei7X) +RO(JEi7Y7JEi?X)) = E(n+ 1)g(X7Y)

B

1

~.

Por tltimo, usando R = 2¢Ry la Ecuacién (3.4) se reescribe como:

Ricy (X,Y) = (n+1)eg(X,Y) — 2Zn:<II(E,~,Y),II(X,Ei)>, (3.6)
i=1

de lo cual se sigue que para todo X € TM se tiene
Ricy (X, X) < (n+1)cg(X,X).

Las demds afirmaciones son consecuencia de la Ecuacién (3.6) y de I =0
como definicién de subvariedad totalmente geodésica. [
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Capitulo 4

Inmersiones Isométricas de
Variedades Riemannianas de
Einstein en espacios Euclideanos.

A continuacion se presentan algunos resultados sobre inmersiones isométricas
tanto en R” como en CV, enfocandonos en variedades Kihler-Einstein.

Proposicion 4.1. Sea M una variedad Riemanniana, f : M — R" inmersion iso-
métrica minima. Si M tiene tensor de Ricci plano (Ric = 0), entonces f es total-
mente geodésica.

Demostracion. Por una parte tenemos, que si Ey, ..., E, € TM es base ortonormal,
entonces

n
0 = Ric(X,Y) Z (E;,X)Y,E;).

Usando la Férmula de Gauss, el hecho de que H = 0y que en R" la curvatura
es cero, es decir R = 0, obtenemos

0= ; R(E:, X)Y,Ei) + (I1(E;, E;), I1(X,Y)) — (II(E;, Y ), I1(E;, X))]

= Zn:(II(E,-,Y),H(Ei,X))-
i=1

Por lo tanto, si ponemos X =Y, tenemos Y7, [|[1I(X,E;)||> = 0, es decir
I(X,E;)=0
de donde se concluye /1 = 0, por tanto, f es totalmente geodésica. [
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CAPITULO 4. INMERSIONES ISOMETRICAS DE VARIEDADES
RIEMANNIANAS DE EINSTEIN EN ESPACIOS EUCLIDEANOS.

El siguiente teorema caracteriza a las subvariedades de Kihler-Einstein inmer-
sas en el espacio C":

Teorema 4.2 (Umehara, [8]). Toda subvariedad de CN que sea Kiihler, Einstein y
de dimension n > 1 es totalmente geodésica.

Demostracion. Si suponemos que M es una subvariedad de Einstein de una varie-
dad de curvatura seccional constante ¢ < 0, entonces en cada para x € M, existe
una carta (U,zy,...,2,) en donde se cumplen tanto

Ricyy = —Ag

como "
Ricy =2 ) KypdzadZp

a,f=1
y por tanto
Koj = —H8up (4.1)
donde u > 0 . Ademds de la Proposicion 1.4 y la Ecuacion (4.1) se sigue que
1 °InG
Sab = 3207y

Como la didstasis es una primitiva de la métrica salvo la suma de la parte real de
una funcién holomorfa, digamos 4, entonces

Dy(p,-) = ﬁ (h+h+InG). (4.2)

La demostracion serd por contradiccion. Supongamos entonces que M no es
totalmente geodésica. Entonces por la Proposicién 3.2, tenemos que (> 0. Pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que (t = 1. Del Lema 2.2, existen funcio-
nes holomorfas ¢y,...,@y en U tales que

N
Z 06(q)|*>,  VgeU. 4.3)
( ) = c=1,....N. (4.4)

Por lo tanto tenemos que la métrica de Kéhler se escribe como

=L 52 (5)

8Zﬁ




CAPITULO 4. INMERSIONES ISOMETRICAS DE VARIEDADES
RIEMANNIANAS DE EINSTEIN EN ESPACIOS EUCLIDEANOS.

Recordemos que toda matriz Hermitiana tiene determinante real, por lo tanto G
toma valores reales en todo punto de U, es decir, G € A(U). Por otra parte, de la
igualdad (4.2) y recordando que estamos suponiendo que i = 1, se tiene que

exp{Dy(p,")} = lexp(h)|*G.

Al sustituir la expresion para Dy (p,-) en (4.3) obtenemos

N
exp ( ) |¢o<->|2) = lexp(1)°G.

es decir, exp (X5_, [¢s(-)|*) € A(U), en contradiccién al Lema 2.3. Por lo tanto
M es totalmente geodésica. 0

En [3] se estudian las inmersiones minimas de variedades de Kihler en espa-
cios Euclideanos, y el teorema principal que se demuestra es el siguiente:

Teorema 4.3. Sea M una variedad de Kdhler que ademads es de Einstein. Entonces
toda inmersion isométrica 'y minima f : M — R" es totalmente geodésica.

De lo cual se desprende que las inmersiones isométricas minimas y de Einstein
en espacios Euclideanos son en realidad subespacios afines.

Asi que resulta natural preguntarse si al quitar la condicién de ser Kihler se
tiene el mismo tipo de resultado, es decir, Di Scala enuncia la siguiente conjetura
en [3]:

Conjetura 4.1. Sea M una variedad Riemanniana que sea de Einstein. Entonces
cualquier inmersién isométrica minima f : M — R es totalmente geodésica.

Es importante afadir que el Teorema 4.3 también es valido si en lugar de pedir
que la variedad M sea de Einstein, pedimos que sea Homogénea, por lo que la
Conjetura 4.1 también tiene sentido para variedades de Kéhler homogéneas, sin
embargo Di Scala [4] prueba que toda subvariedad de un espacio Euclideano que
sea homogénea (extrinseca) y minima debe ser totalmente geodésica.
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