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Proélogo

El trabajo de investigacion que a continuacion se desarrollaré tiene por objetivo contribuir a
la creacion o ampliacién de conocimientos acerca de dos de los temas por muchos estudiados:

SUPERFICIES CON ANGULO CONSTANTE Y CURVATURA MEDIA CONSTANTE.

Si bien es cierto que existe una extensa lista de publicaciones sobre problemas resueltos,
también hay, y en igual proporcién, una gran lista de conjeturas atn por demostrar, ; por qué
no tratar, en la medida de lo posible, de contribuir a alguna de las ya mencionadas extensas
listas? Conocer algo nuevo, nunca ha estado de mas.

Bajo las consideraciones que un campo cerrado y conforme es aquel con la propiedad
de que siempre que sea derivado en cualquier direcciéon tangente nos devolvera una funcién
diferenciable (la misma siempre) por la direccion tangente; y que dngulo constante se refiere
al producto interior de un campo (normalizado) con un vector tangente unitario, podemos
iniciar nuestra investigaciéon como es comun, con el planteamiento de algunas preguntas,
como son:

e ;Bajo qué condiciones la proyeccién de un campo cerrado y conforme sobre una
subvariedad resulta ser de nuevo cerrado y conforme?

e A partir del hecho, ya conocido, de que una hipersuperficie M de curvatura media
constante en R? satisface la relacion

Afa,v) +|af*a,v) =0,

donde A es el laplaciano de M, a € R? y v es un vector normal unitario a M, surge
la siguiente interrogante:

,La relacion anterior sigue siendo valida si la variedad ambiente es alguno de los
espacios modelo con curvatura seccional constante ¢ = 41, denotados por @2, y el
vector a es reemplazado por un campo cerrado y conforme? Si no es asi, jbajo qué
condiciones se sigue preservando la igualdad?

e ;FExiste una clasificacion de las superficies que, simultdneamente, sean de curva-
tura media constante, &ngulo constante y conexas, inmersas bajo isometria en algun
espacio modelo Q27

e ;Qué sucede si en lugar de considerar en el punto anterior dngulo constante se con-
sidera el producto interior de un campo cerrado y conforme con un vector tangente
unitario?
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Las respuestas a cada interrogante iran apareciendo conforme nos adentremos en la lectura,
para ello es importante conocer la estructura de nuestra investigacion. Permitanme entonces
presentarles lo que se encontraran en las paginas siguientes.

El Capitulo 1 presenta una introduccion de los conceptos y herramientas necesarias para
atacar nuestros problemas, dentro de los que destacan la definiciéon de inmersion isométrica
las formulas de Gauss y Weingarten, la relacion entre la segunda forma fundamental y el
operador de forma. También se encontrarédn las ecuaciones de Gauss y Codazzi, un Lema
que expresa la segunda forma fundamental de un producto de subvariedades como un par
ordenado cuyas entradas son las segundas formas fundamentales del primer y segundo
factor de la subvariedad producto respectivamente. Ademas nos encontraremos una curiosa
forma de expresar, dadas inmersiones de la forma L' C M™ C N™, a sus respectivas formas
fundamentales y vectores de curvatura media (de cada inmersion) en relacion con las otras.
También se estudian los campos cerrados y conformes y las subvariedades umbilicas, seguido
de un Lema de equivalencias para estas tiltimas. Para finalizar, se relacionan las definiciones
de producto alabeado, distribucion, distribuciéon integrable, foliaciéon y flujo local en un
Teorema de S. Montiel [7].

En el Capitulo 2 se define el concepto de direcciéon principal candnica relativa a un campo
y se da un ejemplo particular; después se da a conocer el concepto de angulo constante
relativo a un campo, para continuar con un Teorema de equivalencias a cargo de E. Garnica,
O. Palmas y G. Ruiz-Hernandez [6], que relaciona las dos definiciones anteriores, ademas
de enunciar un corolario desprendido del mismo. Después se da una condicién suficiente
para tener una subvariedad con direcciéon principal candnica relativa a un campo cerrado y
conforme. El capitulo concluye con un Lema que plantea el hecho de que la proyeccion de un
campo cerrado y conforme en una subvariedad también sea cerrado y conforme si y sélo si
la subvariedad es totalmente umbilica. Es este el punto donde las respuestas a las preguntas
planteadas al iniciar la investigacién comienzan a dar senal de existencia, pues sin imaginarlo,
al terminar este capitulo se habra contestado la primera interrogante.

El tercer y ultimo capitulo es el lugar donde se dan las conclusiones y resultados que
fueron obtenidos. De alguna manera es el capitulo més importante de nuestra investigacion
y es donde las tltimas preguntas son resueltas. Los principales resultados de este capitulo
destacan por su originalidad, iniciando con la Proposicion 3.1 que es una generalizacion de la
formula del laplaciano de Yuanlong Xin [11]. Importante es recalcar que tal generalizacion
ain no forma parte de la literatura. Como segundo resultado importante y original se
encontrara el Teorema 3.13 sobre caracterizacion de las superficies conexas, de angulo cons-
tante y curvatura media constante en @Q2. El tercer resultado original se encuentra plasmado
en el Teorema 3.19 que caracteriza a las superficies conexas con (Z, T') constante y de
curvatura media constante en Q2. En ultimo lugar, pero no en importancia, nos encontramos
con el Teorema 3.22 que describe a una superficie de R?* con vector de curvatura media

paralelo, cuyo espacio tangente forma un angulo constante 6 # g con respecto a un vector
fijo.
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Después de habernos dado una pequena idea de lo que nos espera en el camino, no puedo
menos que invitarlos a adentrarse en este trabajo que con gran carino e ilusién he plasmado,
esperando poder compartir con ustedes la fascinaciéon y el goce al leerlo. Asi que s6lo me
resta pedirles sigamos a la inseparable companera de todo matematico «la intuiciéon» y que
sea ella quien nos guie en este recorrido, después de todo es ella la que nos ha traido hasta
aqui. Dejémosla pues, seguir adelante.

Cinthia Barrera Cadena






Capitulo 1

Subvariedades riemannianas.

Introduccion.

Lo primero que se necesita para atacar algin problema es entender concretamente todos
los conceptos y antecedentes necesarios en él, situacion que resuelve en medida este capitulo,
ya que establecera las bases necesarias para abordar la investigacion: iniciando con las
principales definiciones como ;jqué es una inmersion? ;A qué se le llama operador de forma
y segunda forma fundamental? La relaciéon que existe entre ellos. ;Qué es el tensor de
curvatura? jQué es la curvatura media? Las interesantes ecuaciones de Gauss y Codazzi.
., Qué es un campo cerrado y conforme? También se encontrard una curiosa forma de expresar
dadas inmersiones de la forma L' C M™ C N™ a sus respectivas formas fundamentales y
vectores de curvatura media (de cada inmersion) en relacién con las otras. Equivalencias
de superficies umbilicas, un curioso e importante resultado de campos cerrados y conformes
dado por S. Montiel [7], entre muchas mas pautas que marcan el inicio de una interesante
investigacion.

1.1 Inmersiones Isométricas.

Definicion 1.1. Sean M™ y N™ variedades diferenciables cuyas dimensiones son m y n
respectivamente. Se dice que la transformacion f: M™ — N" es una tnmersion si la
diferencial f. : T,M — TN es inyectiva para todo x € M.

Definicion 1.2. Una inmersion f: M™ —s N™1P entre dos variedades Riemannianas con
métricas (,)m y (,)n respectivamente, es llamada una inmersion isométrica si

(X, Y)u=(fX, YN
para todo x € M y todo X,Y € T, M.

Notacion 1.3. Para x€ M, T,N=T,M ®T,M*, donde TM+= Usenr T, M~* es el haz
normal a M.

Sean M™ y N™*P variedades Riemannianas con conexiones de Levi-Civita denotadas
por V y D respectivamente, sea f: M™ —s N™TP una inmersion isométrica y sean (D)7
y (D)* las proyecciones de D en los haz tangente y normal respectivamente. Para todo X,
Y e '(T'M) se tiene que

(1). DyY = (DxY)T + (DyY)*

11
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donde (DxY)" es una conexién compatible con la métrica y libre de torsién, por lo tanto
debe coincidir con la conexién de M, es decir (DxY )" =VxY. De igual forma (DxY )" es
una conexion de TM~+ compatible con la métrica y libre de torsion en el haz normal, la cual
es llamada conexi6n normal.

Definicién 1.4. La aplicacion bilineal a: TM x TM —s TM* definida por
a(X,Y)=(DxY)*

es llamada segunda forma fundamental de f. Asi la formula (1) se puede reescribir
como

(2). DxY =VyY +a(X,Y),

la cual es conocida como formula de Gauss.
Lema 1.5. La segunda forma fundamental o definida en 1.4 es simétrica.

Demostraciéon. Sean X,Y € I'(T'M) y sea f: M™ — N™*P una inmersion isométrica;
identifiquese a X con f.X y a Y con f.Y, entonces X,Y € I'(TN). Del hecho que D es la
conexion de Levi-Civita de N se tiene que es libre de torsion, es decir, se cumple que

[X,Y]y=DxY —DyX =V+Y +a(X,Y) - VyX —a(Y,X) = [X,Y]y+a(X,Y)—a(Y,X).
Como X,Y €I'(T'M) entonces [X,Y]|ny=[X,Y]y. Luego a(X,Y)=0a(Y,X). O
Definicion 1.6. Dados los campos vectoriales X € T'(TM) y € € T(TM™) se define la

aplicacion bilineal simétrica A: TM x TM+— TM mediante la formula AcX =—(Dx€)".
La cual es llamada el operador de forma.

De manera analoga a la definicion de DxY', para todo X, Y € I'(TM) y £ e T(TM*) se
tiene

(3). Dxt=(Dx€)" + (Dxt)*

donde (Dx¢)* es una conexion de TM+ compatible con la métrica y libre de torsién, que se
denotara por V1. Con ayuda de la Definicion 1.6 se puede reescribir la ecuacién (3) como
sigue

(4). Dxé=—AcX + Ve

La cual se conoce como formula de Weingarten.
Proposicion 1.7. (a(X,Y), &) =(Y, AcX) para todo X,Y €T(TM) y €D (TM?).
Demostracion. Por definicion de « se tiene que
(@(X,Y), &) = ((DxY)", &).
Como ¢ es un campo vectorial normal, (VY &) =0. Entonces

(a(X,Y), ) =((DxY)*:, &)+ (VxY, &) =(DxY ,§).
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Ya que (Y, £) =0, al derivar en la direccién X se tiene que (DxY, &) = —(Y, Dx¢£). Como
Y es un campo vectorial tangente, {((Dx€)*,Y ) =0. Entonces

—(Y, Dx§) =—(Y, (Dx§)") = (Y, (Dx§) ) = (Y, (Dx§) ") = (Y, AeX). N

Corolario 1.8. El operador de forma A¢ definido en 1.6 es simétrico.

Demostraciéon. Lo que se demostrara es que para todo X, Y e ['(TM) y £ e [(TM™) se
satisface (AeX,Y) = (X, AY).

Por la Proposicion 1.7 se tiene que (A¢X, Y) = (a(X, Y), £). Por el Lema 1.5 se
cumple que (a(X, Y), &) = (a(Y, X), &), de nuevo por la Proposicion 1.7 se tiene que
(a(Y,X), &) =(X,AY). Luego (A X,Y)=(X,AY). O

1.2 Ecuaciones de Gauss y Codazzi.

Definicion 1.9. El tensor de curvatura de N se define como

R(X,Y)Z=DxDyZ — DyDxZ — Dix y\Z.
Para todo X,Y ,Z €I'(IN).

Proposicion 1.10. Sea M inmersa isométricamente en N, o su sequnda forma fundamental,
R y R los respectivos tensores de curvatura de N y M. FEntonces para todo X,Y , Z W €
[(TM) se satisface la siguiente ecuacion:

(R(X,Y)Z,W)=(R(X,Y)Z, W)+ (a(Y . W),a(X, Z)) - (a(X,W),a(Y, Z)),
conocida como ecuacion de Gauss.

Demostraciéon. Sean X,Y, Z, W € I'(TM). Analizando los términos de la definicion de
tensor de curvatura se obtiene

DXDyZ = vayZ+Oé(X,vYZ) —Aa(y7z)X—|—vg'(Oé(Y,Z)
—DyDxZ = —VyVxZ—a(Y ,VxZ)+ Aux,2)Y — Vya(X, Z)
—D[X’y}Z = —Vpgy}Z—Oé([X,Y],Z).

Haciendo producto con W resulta

(R(X,Y)Z,W) = (DxDyZ, W) —(DyDxZ , W) — (D[X,Y]Z, W)
= (R(X.Y)Z, W)+ (Aax,2)Y . W) = (Aavi X, W)
= (R(X,Y)Z,W)+(a(Y W), a(X,Z)) — (a( X, W), (Y, Z)).
L]

Definicion 1.11. Sea M inmersa isométricamente en N y a su sequnda forma fundamental,
para todo X,Y , Z €T'(TM) se define la siguiente relacion:

(Vxa)(Y,Z) := VxaY,Z)—a(VxY,Z)—a(Y,VxZ).
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Proposicion 1.12. Sea M inmersa isométricamente en N, o su sequnda forma fundamental,
R y R los respectivos tensores de curvatura de N y M. Entonces para todo X,Y ,Z € '(TM)
se satisface la siguiente ecuacion:

(R(X,Y)Z): = (Vxa)(V,Z)— (Vya)(X, Z),
la cual es conocida como ecuacion de Codazzt.

Demostracion. De la definicién de tensor de curvatura se tiene que

(R(X,Y)2)* = a(X,Vy2)+Via(Y,Z)—a(Y,VxZ) - Via(X, Z)
—Oz(VXY,Z) —|—Oé(VyX,Z)

= (Via(Y,2)—a(VxY,Z)—a(Y,VxZ))
—(Via(X,2) - a(VyX,Z) —a(X,VyZ))

= (V})‘(O&)(Y, Z) - (VSJ;O‘)(X’ Z)
Ol

Si N tiene curvatura seccional constante ¢, entonces su tensor de curvatura R estid dado por

R(X,Y) = ¢(XAY)

para todo X,Y € TN, donde para todo Z € T'N se satisface que

(XANY)Z = (Y, 2)X - (X,Z)Y.
Entonces por la ecuacion de Codazzi se tiene lo siguiente
(Vxa)(Y,Z) — (Vya)(X,Z2)=(R(X,Y)Z) ' =(c(XAY)Z2) =c({(Y,Z)X — (X, Z)Y)+=0.
Es decir, la ecuacion de Codazzi para curvatura seccional constante es

(Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X,2).
Observacién 1.13. Para M hipersuperficie de N la conexién normal V+ se anula, por lo
tanto la ecuacion de Codazzi queda escrita de la forma
(R(X,Y)2)t = a(X,Vy2)+a(VyX,Z)—a(Y,VxZ)—a(VxY,Z).

Definiciéon 1.14. Dada f: M™ — N™TP inmersion isométrica, x € M y {X1,...., X} un
marco ortonormal de T .M, se define el vector de curvatura media H(x) de f en x como

m

=1
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Es importante notar que la definicion anterior tiene sentido, es decir, que el valor de H(x)
no depende de la eleccion de { X1, ..., X,,}. Paraello sea {Y7,...,Y,,} otro marco ortonormal
de T, M, entonces por algebra lineal se tiene que existen escalares a;, parai,s=1,...,m tales
que Y;=>"" a;s X;. De lo cual se deduce que

i « }{97}/ :i <i CLiin, Y Qrs 7”) :i i i Qjs Qrs O Xz XT’)
r=1

s=1 s=1 s=1 i=1 r—1

Por otro lado obsérvese que

oy = (¥0,Y;) =<Zakz%2apj¥p> =>_ > awap (Vi V)

k=1 p=1 k=1 p=1
m m m
= E g Akl Qpj Okp = E Akl Q-
k=1 p=1 k=1

Es decir, ", a7;=1y Y|" | arar;=0sil+# k. Por lo tanto, la matriz A= (a;;) es ortogonal
va que (AA") =1, lo que implica que (A’A) =1, o bien ZZ; aikajr =015 Luego

i a(Ys, Ys) :i i at, o Xy, X;) i a(X;, Xi).
s=1 1=1

s=1 i=1

Asi la definicion de H(x) tiene sentido.
Definiciéon 1.15. Una inmersion isométrica f es minima si para todo v € M, H(x)=0.

Definicion 1.16. Una inmersion isométrica f: M™ — N™TP tiene vector de curvatura
media paralelo si VxH =0 para todo X € T(TM).

Observacion 1.17. Si una inmersion isométrica f tiene vector de curvatura media paralelo
entonces ||H || es constante a lo largo de M.

Definicion 1.18. Una inmersion isométrica [ cuya sequnda forma fundamental se anule
en todo punto (i.e «=0) es llamada totalmente geodésica.

Observacion 1.19. Toda inmersion isométrica totalmente geodésica es minima.

Lema 1.20. (véase [8]) Sean My C Ny y My C Ny subvariedades, N =Ny X Ny , M = M; x M;
y « la seqgunda forma fundamental de M con respecto a N. Entonces para todo u= (uy,us),
v=(vy,v2) en I'(TM) se tiene que

a(u,v) = (a(u1, v1), az(ug, v2)),

con a1 Y ao las sequndas formas fundamentales de My y My con respecto a N1 y No.

Demostracion. Llimese D, D' a las conexiones de Levi-Civita de M y M.
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Para todo we'(T'N;) yvel(TN;) se tiene que

(D)t = (Div)sii=j.

(Duv)l =0sii# j.
Entonces

a(u,v) =(Dyv)" =(Duy+u) (V1 +2)) " = (Duy (01 +v2) + D01+ )+
:(Dul'Ul + Dulvg + Dqul + Du21}2)l
:(Dulvl)J_ + (Du1'U2)J_ + (Du2U1)J‘ + (DU2U2)J_

:(Dul'Ul)J_ + (D’U,Q,UQ)J_ = o (u1, v1) + a(ug, v2).
O

Proposicién 1.21. Sean L' C M™ C N" inmersiones isométricas, X, Y €l'(TL) vy
{e1, eq,..., e} una base ortonormal de TL. Entonces

1. OKLJV(X,Y):OKL7M(X,Y)+04M7N(X,Y)
9. HL,N:HL,M_FZEZI on,N(ei,ei)

donde Hy, v y ar, n denotan el vector de curvatura media y la segunda forma fundamental
en L inmersa en N, andlogamente para Hy, v, o a, o, n-

Demostracion.

i. Sean D,V, VY’ las conexiones de Levi-Civita de N, M, L respectivamente; entonces
por la definicién de segunda forma fundamental se tiene que

apn(X,Y)=DxY - VLY, apm(X,Y)=VxY - V&Y,
OéM7N(X, Y) :DXY—VXY.

Lo cual indica que az pu(X,Y) +an n(X,Y)=DxY — VLY = Qg N.

ii. La definicion de Hy y y el inciso anterior implican que

l

!
Hyp n :Z ar n(ei, e;) IZ (ap,mles, e;) +anr n(es, e))

i=1

1 i !
:Z ar, mes, e) +Z amv (e, e)=Hp v+ Z am (e, €.
i=1 i=1 i=1

O

Proposicion 1.22. El producto de dos variedades totalmente geodésicas es también una
variedad totalmente geodésica.
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Demostracion. Sean M; C Ny, M, C N, variedades totalmente geodésicas con oy y ap sus
respectivas segundas formas fundamentales. Sea M = M; x My CN; x Ny y « su segunda
forma fundamental. Entonces para todo u,v € TM por el Lema 1.20 se tiene

a(u,v) =(ag(ug,vr), as(ug,v2)) =(0,0)=0

por lo tanto a=0. Luego M es totalmente geodésica. 0

1.3 Campos Cerrados y Conformes

Definicion 1.23. Sean N wariedad riemanniana y D su conexrion. Un campo vectorial
Z € I'(TN) es llamado cerrado y conforme si satisface que DxZ = @X para todo
X €T(TN), donde ¢ es una funcion diferenciable definida sobre N.

Ahora considérese superficies en espacios modelo Q? con curvatura seccional constante
c=1, -1, donde @ es conexo, simplemente conexo y completo. Lo que a continuacién se
hara es describir los campos cerrados y conformes en QQ7, que se usaran posteriormente.

Para esto hay que considerar inmersiones isométricas de $" en el espacio euclidiano
R .= R™*! (si ¢ = 1) y una inmersiéon isométrica de H™ en el espacio de Minkowski 6
R L1 de dimension cuatro (si c=—1). Es necesario aclarar que R? " tiene la métrica
riemanniana estandar si ¢ = 1 6 la métrica lorentziana si ¢ = —1, la cual esta dada por
(u,v) = U101 + UsVg + ... + ClUp41Vp41. La inmersion de Q7 en R esta dada por la inclusion
de puntos = = (1, o, ..., Tny1) € RV tales que (z,2) =c.

Sean D y V las conexiones de Levi-Civita de R**! y Q¥ respectivamente. Finalmente,
denétese por E, 41 el campo vectorial constante en R con valor constante (0, 0, ..., 1).
Resulta claro que este campo vectorial paralelo satisface que (E, 11, E,+1) = c¢. Con la
inmersion antes mencionada, se define el campo vectorial Z sobre Q¢ como la componente
tangente de F, 1 en Q7, es decir,

(5). Z(x):=Epi1(x) — c(Epir(x), z)x
Por dltimo hay que observar que la posicién del vector x es ortogonal a la inmersion de Q7
descrita con anterioridad y (z,z)=c.

Proposicion 1.24. Bajo la construccion anterior, Z es un campo cerrado y conforme en
Q7 que satisface VxZ = ¢ X, para todo campo X en QF y donde ¢ :=—(FE,1(x),z) es una
funcion sobre Q. Mds ain c|Z]*+ ¢*=1 y en particular Vxp=—c(X,Z).

Demostraciéon. Por la ecuacion (5) se tiene que
VxZ = (DxZ)" =(Dx((Ensi(x),2)x))"
= —((Ena(x), X)z = (Eppr(2), 2)X)
= —(Epi(z), 2)X = pX.
Finalmente

2

(2, 2) = (Bnin(z) + cpr, Buia(a) + )
e (Bunle), Eur(2)) + 260 (Ens (), 2) + 2z, )
= ¢—2cp®+cpt=c—cp?
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Dado que c=1, —1, entonces se puede multiplicar por ¢y se obtiene ¢|Z|?+ ¢?=1. Derivando
la ecuaciéon anterior en la direcciéon de X se obtiene:

0 =cDx|Z|*+2¢Dxy =cDx(Z,Z)+2¢pDxyp
=2c(DxZ,7Z)+2¢pDxp =2cp(X,Z)+2¢Dxp.
Por ultimo, de la ecuacion 2cp (X, Z) +2¢(Dxyp) =0, se deduce que Dxp=—c(X,Z). O

Definicion 1.25. Sea N variedad riemanniana y D su conexion. Un campo vectorial Z €
['(TN) es llamado cerrado si la forma 0(X)=(Z,X) es cerrada, es decir si df =0.

Corolario 1.26. Sea N™*! una variedad riemanniana dotada con un campo Z cerrado,
entonces para todo Xy, Xo €T'(T'N) se satisfacen los siguientes enunciados:

i <DX1Z> X2> - <DX2Z7 X1> =0.
i. Para p#0€ N, definiendo Z; ={X € T,N|{Z(p), X ) =0} se tiene que para todo X1,
X € ZIJ)', [Xl,XQ] c ZIJ,'
Demostracién. Sea p#£0e N.
i. Al desarrollar df se obtiene que
df (X1, X2) = Dx,(0(X2)) — Dx,(0(X1)) — 0([X1, X2])
= DX1<Zv X2> - DX2<Zv Xl) - <[X17 X2]7 Z>
= <DX1Za X2> + <Za DX1X2> - <DX2Za X1> - <Z> DX2X1> - <DX1X2’ Z>
+(Dx,X1,72)
= (Dx,Z,Xs5) —(Dx,Z, X1).
Dado que Z es cerrado se tiene que df =0, es decir, (Dx,Z, Xo) — (Dx,Z, X1) =0.
ii. Como X;, Xy € Zy entonces (Dx,X;,Z)=—(Dx,Z,X;) para i+ j. Lo cual implica
<[X17 X2]7 Z> :<DX1X27 Z> - <DX2X17 Z> :<DX227 Xl) - <DX127 X2>
El inciso anterior implica que ([X1, Xo], Z) =0, es decir [X;, Xo] € Z O
Definicion 1.27. Sean B y F variedades semi-riemannianas y f > 0 una funcion suave

sobre B. El producto alabeado M = B x ¢ F' es la variedad producto B x F' con la métrica
alabeada definida como

g=7"(gs) + (fom)*c*(gr)

donde gg, gr son las respectivas métricas de B y F, y m, o son las proyecciones en B y F
respectivamente.

A la variedad B se le llama base de M y a F la fibra.

En otras palabras, si X es tangente a B x F' en (p, q) entonces la métrica alabeada es de
la forma

(X,X) = (X0, X1)p+ f2(p)(X2, Xo)F,
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donde X = ( Xj, Xy ) y cada entrada representa la parte de X tangente a B y a F
respectivamente.
Si f=1, entonces B x s F' es simplemente una variedad producto semi-riemanniano.

Observaciéon 1.28. Es importante resaltar que las fibras {p} x F' = 7! (p) y las hojas
B x {q} = 07! (q) son subvariedades semi-riemannianas de M y la métrica alabeada tiene
las siguientes caracteristicas:

e Para cada ¢ € I, la aplicacion 7|4} €s una isometria sobre B.

e Para cada p € B, la palicacion o)« r es una homotecia positiva sobre F, con factor

escalar ——
f(p)®

e Para cada (p,q) € M, la hoja B x {q} y la fibra {p} x F' son ortogonales en (p, q).

Ejemplo 1.29. Las superficies de revolucién son ejemplos de productos alabeados, donde
las hojas son las posiciones al rotar la curva y las fibras son los circulos de revolucion.

Para ver un caso un poco mas particular tomese C' una curva en el plano y rotela alrededor
del eje y en R?. Sea f:C — R* la funcién que asigna la distancia de un punto de C' al eje
y. Entonces M =C x ;$'(1).

Definicion 1.30. Sea ¢ un entero tal que 1 <c<m. Una distribucion ® de dimension
¢ sobre una variedad M™, es una eleccion de un subespacio D(d) de dimension ¢ de M para
cada d € M.

D es suave si para cada d € M existe una vecindad U de m y c-campos X, ..., X. de
clase C* sobre U que generan a ® para cada punto de U. Un campo X sobre M se dice que
pertenece a la distribucion ® (X €®) si XqeD(d) para cada d € M.

Una distribucion suave ® es llamada involutiva (6 completamente integrable) si
[X,Y] €D cuando X,Y son campos suaves que yacen en D.

Definicion 1.31. (véase [9]) Sean M™ una variedad y F = {F,} una particion de M
en subconjuntos ajenos y conexos por trayectoria. Entonces F' es llamada una foliacion
de M de codimension ¢ (0 < ¢ < m) si existe una cubierta de M de subconjuntos abiertos
U y un homeomorfismo h: U — R™ que manda a cada componente F, N U # ¢ en una
traslacion paralela del hiperplano estandar R™~¢ en R™. Cada F, es llamada una hoja de
la foliacion.

Teorema 1.32. (véase [10]) Sean U CR™ un conjunto abierto y X € CY(U,R").

1. Dados xo €U, to € R, existen ¢ >0 y a: (to—e,to+e) — U una unica solucion a la
ecuacion diferencial x'= X (z) que satisface a(ty) = xo.

2. Para cada x € U, sea J(x) el intervalo mazimal donde estd definida una solucion a
la ecuacion diferencial del inciso anterior, que se escribird como pi(x) = @(t,x), con
©(0,z)=x. Entonces el conjunto Q={(t,z):x€U,t€ J(x)} es abierto y la funcion
0:Q— U es de clase C*.

3. Si se satisfacen dos de las condiciones t € J(z),t+s€ J(x),s € J(p(x)), entonces se
satisface la tercera y en tal caso oy s(x) = ps(i(x)).
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Definicion 1.33. La funcion ¢: Q2 — U dada por el Teorema 1.32 se llama el flujo local
definido por el campo vectorial X € CY(U,R"). Para cada x €U, la derivada A(t) = Dyy(z)
satisface la ecuacion diferencial A'(t) = DX (pi(x))A(t) como la primera variacion de la
ecuacion diferencial ' = X (z).

Definicion 1.34. Una inmersion isométrica f: M™ — N™TP es llamada umbilica en
o € M si Ag = \eI para todo & € T,yM=*. Si M es umbilica en todo punto es llamada
totalmente umbilica.

Algunos resultados importantes acerca de los campos cerrados y conformes se enuncian
a continuacion. (véase [7])

Teorema 1.35. Sea N™ variedad Riemanniana, Z+0 un campo cerrado y conforme en N.
Entonces

i. Z define una distribucion Z+ de dimension n — 1, la cual consiste en tomar en cada
punto el complemento ortogonal de Z+. Esta distribucion es integrable y cada hoja
de la foliacion correspondiente es totalmente umbilica en N.

it. Las funciones |Z| y ¢ son constantes alrededor de cada hoja de la foliacion.

wi. Sea L una componente conexa de una hoja de la foliacion determinada por Z y U, el
flujo local de Z, entonces en un intervalo abierto I CR la expresion p(t) =|Zw,p)|, con
p€ L, no depende de un valor particular de p y N es localmente isométrica a I x , L.
Con lo cual un campo cerrado y conforme Z puede ser escrito como: Z =|Z |0, = p@t,
donde 0; es el levantamiento a N del campo candnico tangente a I.

Demostraciéon. Sea E—m definidaen N —{pe N:Z(p)=0}. Sea V la conexion de Z+(p),

donde p es un punto del dominio de definicién de F.

i. Primero obsérvese que se satisfacen las siguientes igualdades:

- 7 Z 2|V 2Z — Z N 2|Z]
V2 = \Y
@z |2 |< Z|Z|) |Z|< 1Z]?
1 [1Z2IV2Z2-Z(VZ|Z))\ 1 |Z|<PZ—Z“0<‘ZZ‘Z>
|Z] |Z]? |1Z] |1Z]?

_ L(so_Z_w_Z)_o
1ZI\1Z] ||

Es decir V gE =0. Por otro lado, al derivar —
se obtiene lo siguiente:

\ZI en la direccion de v, para todo v € TZ;

o1 _ ViZl__ew.2)
"z ZF T Zp




1.3 CamMP0OS CERRADOS Y CONFORMES 21
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1il.

Si v € Z+(p), entonces(v, Z) =0, lo cual implica que @U% =0. Ahora se derivara F
en la direcciéon v, con v € Z1(p)

\Z|NWZ — Z V| Z] _1Zlpv _ v,

V.,E =
|Z|? A

Recordando que E es un normal para Z(p), se tiene que V,E = —Agv = %v. Lo
cual implica que Z+(p) es totalmente umbilica.

Por el inciso anterior para todo v € Z1(p) se cumple que V,|Z| =0, es decir |Z] es
constante a lo largo de Z+(p).

Sea {Y7, ..., Y} base ortonormal local de T'N, de la definicién de divergencia se
tiene que

n n

divZ =) (DyZ.Y:) =) (¢Y,Y) =) o|Yi*=en.

i=1 i=1 i=1
Despejando ¢ se obtiene que ¢ :%div Z.
Por otro lado de la definicion de campo gradiente se tiene para todo Y € TN que

(grad|Z|2Y ) =Dy|Z|*> =Dy (Z,Z)=2(DyZ,Z)=2p{(Y ,Z)={(Y ,207Z).

Lo cual implica que grad |Z|?=2¢Z.
Calculando el hessiano de la funcién |Z|? para todo X, Y € TN se tiene que

(Hess|Z|?)(X,Y) =(Dx(2¢Z),Y) =(2¢pDxZ,Y )+ (2ZDxp,Y)
=20%(X,Y)+2Dxp(Y, Z).
Lo cual implica que (Hess|Z |*)(X,Y) —20*(X,Y)=2Dx¢(Z,Y).

Dado que Hess y (,) son tensores simétricos se tiene que la ecuacion anterior es
equivalente a la siguiente: (Hess|Z|?)(Y, X) —2p*(Y, X)=2Dxp(Z,X). De lo cual
se deduce que Dxp(Z,Y ) = Dyp(Z, X).

Como (v,Z)=0y tomando Y =2y X =wv, se tiene que Dyp(Z,Z)=Dyp(Z,v),

entonces D,p|Z|?=0, lo cual implica que D =0. Es decir ¢ es constante a lo largo
de Z+(p).

Sea pe N —{peN:Z(p)=0} y L una componente conexa de una hoja de la foliacion
determinada por Z que pasa por p. Hay una vecindad V), del punto p en L y un
intervalo abierto I C IR que contiene al cero y tal que el flujo local de Z: ¥, esta
definido sobre V), para todo ¢ € I. Entonces se puede definir la aplicacién

I xV, — M
(t.q) — Wi(q)

para g € V,,. Entonces

(@) (1,0)(1,0) = Ewyiq) ¥ (d¥)1,0)(0,U) = (d¥¢)q) (U),
donde ¢ €V, y U €T,L. Entonces se tiene lo siguiente:

((d),9)(1,0), (d)) 2,9 (0, U)) =05 [(d)) 1,)(1, 0)[ =15 [(d¥))1,)(0, U)| = pult, ) |U ],
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donde p es una funciéon positiva definida para g€ L :

| Zw,(q)l
ut,q) = 2ol
G0 = %)

Considerando la aplicaciéon 1 definida sobre el producto I x V, con la métrica
7i(ds?) + |Zy|?mt g, donde 77 y my denotan las proyecciones de I X V), en las
respectivas componentes, g = (I Zl |> gp ¥ gp la métrica inducida por (, ) sobre L,

se tiene que en cada punto de N hay una vecindad que es isométrica al producto
alabeado I x,V,, donde p = |Zg,;)|, t € I. Més atn, en esta representacion local
de la variedad M, el campo Z esta dado de la siguiente manera: Z = |Z|0, = pd,
donde 0; es el levantamiento a N del campo canénico tangente a I.

O

1.4 Subvariedades umbilicas

Lema 1.36. Sea f: M™ — N™%P una inmersion isométrica. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

t. f es umbilica en xo€ M,
it. Ae=m(H(x0), &)1, €T, \M*,
tit. o(X,Y)=m(X,Y) H(xo), X,Y €T, M.
Demostracion. Sea {E, ..., E,,} un marco ortonormal de T, M, X, Y € T, M y £ € T, [ M~.
t=>11. Dado que f es umbilica A.X =\:X. Entonces

AX = D AX =" (AE, E)X =) (4B, E)X =Y (a(E., By), )X
s=1 s=1 s=1 s=1
i1 = 4%%. Del hecho que A¢=m(H(x0), &) se deduce lo siguiente:
((X,Y),§) =(AX,Y) =m(H(x0), E)(X,Y).
Lo cual implica que o(X,Y)=m(X,Y ) H ().
t1i=>1. Dado que a(X,Y)=m(X,Y) H(xo) para todo X,Y €T, M, se tiene que

m

i=1
Luego f es umbilica. O

Observacién 1.37. En los espacios modelos $2, H? y R? las superficies umbilicas completas
son las esferas de dimension 2 y los planos.
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Notacion 1.38. N, denotard una variedad riemanniana con curvatura seccional constante
c.

Proposicién 1.39. (véase [3]) Si f: M™ — NI'™P conn>2, es umbilica, entonces f tiene
vector de curvatura media paralelo y el tensor de curvatura media normal R+ se anula.

Demostraciéon. Sean XY, Z €T'(T'M), por el Lema 1.36 se tiene

(V) (Y, Z) = V%a(Y,Z)—a(VxY,Z)—a(Y,VxZ)
= VLY, 2)H)—(VxY,Z)H — (Y ,VxZ)H
= (Y, Z)VxH.

Por la ecuacion de Codazzi para el caso de curvatura seccional constante se tiene
(X,Z)VyH = (Y,Z)V%H.
Eligiendo Y = Z ortogonal a X, se tiene que
0 = (Z,Z)VxH.

Luego f tiene vector de curvatura media paralelo.
Por otro lado, para todo X,Y € (TM) y £ eT(TM™) de la ecuacion de Ricci se tiene que

RHX,Y)¢ =a(X, AY)—a(AXY) =(X,AY )H — (A:X,Y)H =0.
Es decir R+ =0. O






Capitulo 2

Superficies con direccibn principal
canonica.

Introduccioén.

Con s6lo observar el titulo de este capitulo y siguiendo el protocolo, surge en principio
una duda: jcuando una superficie tiene direccién principal canénica? Pregunta en la cual
se centra dicho capitulo, tratando de abordarla no s6lo como otro concepto mas, si no con
curiosos resultados que nos dan condiciones necesarias para satisfacer tal propiedad, asi
como un Teorema de equivalencias a cargo de E. Garnica, O. Palmas y G. Ruiz-Hernandez
[6]. También se encontrara con la explicacion de lo que quiere decir que una superficie tenga
angulo constante relativo a un campo dado y algunas condiciones necesarias y suficientes
para que una superficie sea totalmente umbilica, con lo cual damos respuesta a la primer
interrogante de la investigacion.

De esta forma continuamos avanzando sobre el camino dorado, intentando conquistar un
territorio mas del saber y adentrandonos a un mundo donde los conceptos y formas adquieren
un mejor sentido.

2.1 Hipersuperficies con direccién principal canénica.

Definicion 2.1. Sean N una variedad riemanniana, M hipersuperficie orientable de N y Z
un campo vectorial en X(N). Se dice que M tiene direccion principal candnica relativa
a Z si la proyeccion de Z en el espacio tangente de M es una direccion principal.

Ejemplo 2.2. Sean N = R?® y Z un campo vectorial constante unitario. Se dara una
parametrizacion de una superficie M de N con direcciéon principal canénica relativa a Z.
Primero, hay que fijar un plano P que sea ortogonal a Z, 7 = ~(s) una curva en P
parametrizada por longitud de arco y 1 un campo vectorial unitario en X(P) normal a ~.
Ademés hay que fijar una curva §(t) = (f(t), g(t)) también parametrizada por longitud de
arco con un plano de dimensién 2.
Considérese la superficie M parametrizada asi

p(s,t) = v(s)+ f(t)n(s) +g(t)Z.

Obsérvese que las derivadas parciales ¢; y ¢, estan dadas por

o =f't)n(s)+g'(t)Z
s =7'(s)+ f(t)n'(s) =(1— f(t)k(s))y'(s),

25
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donde k(s) representa la curvatura de 7 en s.
Para concluir se usara la formula de Serret-Frenet y el hecho que ~ es curva plana.
Obsérvese que ¢; y @, son ortogonales. Tomando vectores unitarios a lo largo de esas
direcciones se puede calcular la proyeccion de Z sobre el plano tangente de M, con lo que
se tiene

(Z, o)t +{Z, 7' (8))7'(s) = g'(t)pr

Suponiendo que g(t) no se anula se probara que ¢, es una direccion principal de M.
Noétese que un campo vectorial unitario £ normal a M estd dado por

E(s,t) = —g'(t)n(s)+ f'(t)Z.

Usando el hecho que f'f”+ g’'¢g” =0, se puede ver que la derivada parcial con respecto a t es

_ " " _-f//(t) / !/ _ f//(t)
& ==g"n(s) + 102 = gy (f(Onls) + g (1)2) == ey en

La ecuacion anterior implica que ¢; es una direcciéon principal de M.

El calculo arriba establecido da una expresion para la curvatura principal de M en la
direccion de ¢;. Para la otra curvatura principal s6lo hay que observar que

& =—9g'(t)n'(s) =g'(t)k(s)7'(s).

Es decir, las curvaturas principales A y p de una superficie M parametrizada por

p(s,t) = ~(s)+ f(t)n(s) +9(t)Z.

estan dadas por

_ ") __9'(O)k(s)
Y VT

F()k(s)’

Por ejemplo, considerando que (s) sea un circulo (k=1) y con la restriccion adicional que
M sea una superficie minima (i.e.\ 4+ p=0). Entonces las funciones f y ¢ estan dadas por

f(t) = cosh (senh™'(¢)) +1
g(t) = senh™'(2),

las cuales resultan ser la parametrizacion de la superficie catenaria. Con lo cual M es el
catenoide en R3.

Definiciéon 2.3. Se dice que una hipersuperficie M de N tiene angulo constante relativo a
Z si dado Z €T'(T'N) se cumple que para todo p € M el angulo entre Z(p) y T,M es constante.

Sea N una variedad riemanniana, M hipersuperficie orientable de N y & un campo
vectorial unitario normal a M. Sea Z € X(N) un campo vectorial cuya restriccion a M es
transversal a .

ZT

Notacion 2.4. Z'=7—(Z )¢ T:W'
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Observacion 2.5. En tal caso, M tiene angulo constante si <‘72‘, T> es constante.

Notacién 2.6. Sea h: M — R la restriccion de la proyeccion w:1 X, B — 1 en M, la cual
existe por el Teorema 1.35, ya que afirma que N es localmente isométrica a I x ,B.

Teorema 2.7. (Véase [6] )Sea N una variedad riemanniana que admite un campo cerrado y
conforme Z, M una hipersuperficie orientable de N. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. M tiene una direccion principal canonica relativa a Z.

1. El dngulo 0 entre Z y £ es constante a lo largo de las direcciones tangentes a M y
ortogonales a T.
Mads aun, si se considera un subconjunto abierto de N que sea isométrico a un
producto alabeado I X ,B y 0+ g, las condiciones anteriores también son equivalentes
a las siguientes:

11. Las curvas integrales de T son geodésicas en M.
1. La norma del gradiente de h, es constante alrededor de sus curvas de nivel.
v. La norma del gradiente de F, es constante alrededor de sus curvas de nivel.
Demostracion. Sean D la conexion de N y V la de M. Lo que primero hay que observar

es que Z puede ser descompuesto como Z = |Z|(senfT + cosf§), donde 6 denota el angulo
entre Z y £. Sea X € X(M), entonces

DxZ = Dx|Z|(senfT + cost&) + | Z|[Dx(sendT + cosH&)]
= Dx|Z|(sen0T + cost) + | Z|[(send(DxT') +(Dxsend)T + cost (D x&) (D xcosh)&)].

Del hecho que Z es cerrado y conforme se tiene que existe p: N — R tal que DxZ = pZ
para toda X € ['(T'N). Luego la ecuaciéon anterior se transforma en

©X = Dx|Z|(senfT + cost€) + | Z|(send(DxT) +(Dxsend)T + cosh(DxE) +(Dxcosh)E).
Tomando la parte tangente de la ecuacion arriba mencionada se obtiene
(6). pX=Dx|Z|(send)T + |Z|(send(V xT') +(Dxsend)T — cosf(AeX) ).
Tomando la parte normal de la misma ecuacién se obtiene
(7). 0=Dx|Z|(cost)¢+ |Z|(senfa(X,T) + (Dxcosh)E).
Bajo el supuesto de que X € X(M) es ortogonal a T, se tiene que
(X,Z)=|Z|(senf(X,T)+cosb (X, &))=0.

Lo cual implica que X es ortogonal a Z.
Por el Teorema 1.35 |Z| es constante en la direccion de X, es decir Dx|Z|=0.
Por otro lado, haciendo producto de (7) con &, se obtiene

0=|Zlsenf{(X,T), &) +|Z|Dxcosh.
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Dado que Dxcosf) = —senfDx0, entonces 0 = |Z|senf(a(X, T), &) —
0=senf({a(X,T),&) — Dxb). Del hecho que 6 € (0,7) se deduce que (a(X,T), &

SUPERFICIES CON DIRECCION PRINCIPAL CANONICA.

X - 0. Es decir:
) —Dx0=0,

6 lo que resulta similar (A7, X )= Dxb.

Ahora se analizaran las implicaciones siguientes:

i)=-ii). Suponga que 7" es direccion principal, entonces existe A € R tal que AT = AT
Lo cual implica que X - 0 = A(T', X) = 0. Luego 6 es constante en las direcciones
tangentes a M.

ii)=-i). Suponga que X - § = 0 para todo X en X(M) y que (X, T) = 0. Entonces
(AT, X)) =0, lo cual implica que A¢T no tiene componente ortogonal a X, es decir
existe A € R tal que AT =T

i)=-iii). Suponga que existe A € R tal que A¢T"=\T entonces derivando Z en la direccion
de T' se obtiene

©T' =send(Dr|Z|)T + | Z|[(Drsend)T + senfV 7T — cos§ AT.

Ahora, bajo el supuesto de que 9#% se tiene que cosf # 0. Entonces VI = T, para
algan 5 €R. Como (V7T ,T)=0, se tiene que V7T =0, lo cual implica que las curvas
integrales de T' son geodésicas en M.

iii)=>1). Suponiendo que las curvas integrales de 7" son geodésicas en M, se tiene que
VrIl'=0. Suponiendo ademés que 6 #g y derivando a Z en la direccion de T, se tiene
que A{I'= AT para algtin A € R; es decir 7' es una direccién principal.

iv)<>v). Sea t el sistema de coordenadas estandar en I C IR, entonces 0t denotara el
campo tangente a I que corresponde al levantamiento a N. Considerando a M como
la grafica de una funciéon F': B— [ se tiene que un marco tangente a M es el siguiente:

E;=(VpF, e;)pot+e; €T (F(z),2)M.

Donde e; denota el levantamiento a N de un marco tangente a B, Vg y (, )p la
conexion y la métrica en B, respectivamente.
Sea £ =(po F)?0t — VpF. Hay que observar que

<§7Ei>N :<VBF,€Z'>B(,OOF)2— <VBF,€i>B<8t,VBF>N+(pOF)2<at,€Z’>N— <€i7vBF>N
=(po F)%(VpF,e;)p— (ei, VBEF)N.

Dado que VgF' y ¢; son tangentes a B se tiene que (VgF,e;)y = (po F)*(VF, e;)p.
Es decir, el campo £ definido anteriormente es normal a M.

Sea h: M — R la funcién definida por h(F(z),x)= F(z). Sea [ una curva en B
tal que e;(B(s)) = F’(s) para todo s € I, sea a(s) = ((F o )(s), B(s)) el levantamiento
a N. Entonces

(B V)= Ei(h) = o (ho0) = h((Fo B)(s), B(5)) = o-(F o ) = ().

De aqui que (Vh, E;) =e;(F) =(VpF, ;) p.
Por otro lado (VgF, e;)p= (0t, E;) = (0tT, E;), es decir, el gradiente Vh es la
(0, &)

componente tangente a M de Ot, la cual se puede calcular como Ot — Wf .
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Al analizar cada término de la ecuacion anterior se obtiene

= {0, ~V5F)s(po F) + (01, (po F)?0t) = (po F)?
:(poF)48t—(pOF)2VBF

(0t, &)
<8t7£>N£
(£,6)v = (VBF,VaF)p(poF)+((po F)?dt, (po F)ot)=|VpF|5(po F)*+ (po F)*
(£,€)0t = |VpF|b(po F)*dt+ (po F)'ot.

Luego

o — 068 ¢ _ IVBFIE(po F)*0t +(po )'0t —(po F)'0t +(po F)*V5F
(€,€) IVBE[&(po F)*+ (po F)!

(po F)?[|VBF B0t + VBF) _ |V BE |*0t +V gF
(po F)2[[VF |3+ (po F)’] |VpE[p+(poF)*

De aqui que

IVE|*+|VFX(po F)> |VF(|VF[?+ (po F)?)

|Vah? =(Vh,Vyh) =

(IVFP+(poF)2)2  — (IVFPP+(poF)?)?
_ IVFE|?
C|VFP+(poF)¥
De donde
s _ |Vh[P(poF)?
VER = e

De lo anterior se deduce que las curvas de nivel de F' corresponden a curvas de nivel
de h y que |[VF|? es constante a lo largo de las curvas de nivel de F si y solo si [Vh|?
es constante a lo largo de las curvas de nivel de h.

iii)<iv). Si T =" entonces V4T =0 si y s6lo si

T
Vh Vi1 |
0=V o 0l |Vh|vVh|Vh| =i (VV’( V| )w’) ThE v nVh):

lo que ocurre sélo si Vg, Vh = Vh, para algin g € R.
Por otro lado, para todo Y € X(M) que satisface (Y, Vh) =0 se tiene que

Y |Vh|?=Vy(Vh, Vh) =2(VyVh, Vh);
0=Vyn(Vh,Y)=(VerVh,Y)+ (VerY,Vh).

Dado que 0=[Vh,Y|=Vg,Y — VyVh, entonces Vy,Y =VyVh.

Luego Y|Vh|2 <VVhY Vh) = —2<VVth Y)

Por lo tanto Y\Vh\z 0 siy solo si Vg Vh = BVh para algin € R y por otro
lado como Y |[Vh|*=0 si y solo si [Vh]| es constante a lo largo de las curvas de nivel
de h, de aqui se deduce que las curvas integrales de T' son geodésicas en M si y s6lo
si |[Vh| es constante a lo largo de las curvas de nivel de h. O
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Corolario 2.8. (véase [5] )Sea N una variedad Riemanniana que admite un campo cerrado y
conforme Z, M una hipersuperficie orientable de N con angulo constante 6 € (O i

,5}. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

. zT . . S
1. T:W es una direccion principal de M con

Dy |Z|(senb) — ¢ -
(P2l =2 )1 Para € (0,7)
AT =

0 Para =2
1. Las curvas integrales de T son geodésicas de M.

Demostracion. Si 6 € (0,7), de la ecuacion
X =Dx|Z|(send )T + |Z|(senb(V xT') +Dx(send)T — cosf(AX) )
para X =T se tiene que
©T = Dy|Z|(senf )T + | Z |(send(V1T) +(Drsend)T — cosf(AcT) ).
Como @ es constante entonces Drsenf =0, entonces
©T = Dr|Z|(send )T + | Z|(senf(V1T') —cos(AeT) ).
Despejando AT de la ecuacion anterior se tiene que

__ Dr|Z|(send )T + | Z|send(V1T') —T
(5). AgT = Zlcosd .

t=>14. Como T es direccion principal de M, de la ecuacion (5) se tiene que V7T = AT,
pero del hecho que (V7T',T) =0 se deduce que V7T'=0. Luego las curvas integrales
de T" son geodésicas de M.
Si § =7 entonces de la ecuacion

0=Dx|Z|(cost)& + | Z |(senfa(X,T) 4+ (Dxcosh)E)
se deduce que 0=|Z|a(X,T), lo que implica que
0=(a(X,T),8) = (AT, X)

para todo X € I'(T'M), es decir AT =0.
Por otro lado de la ecuacion Z = |Z|(senfT + cosf¢) se tiene que Z = |Z|T,
derivando esta ecuacion en la direccion de T se obtiene que

DrZ =(Dr|Z|)T + |Z|DfT.
Tomando la parte tangente de la ecuaciéon anterior se tiene

Lo cual implica que V4T = AT, pero como (V7T ,T) =0 se tiene que V7T =0. Asi
las curvas integrales de 1" son geodésicas.
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11 => 1. El caso donde 0 € (O ) es justo la implicacion i¢i=>¢ del Teorema 2.7. Para el
caso donde § = 7 se hace producto con ¢ alaecuacion DxZ = (Dx|Z|)T + |Z |a(X,T)
para todo X € I'(T'M), con lo que resulta que 0 =|Z|(AT", X), es decir AT =0, lo
que implica que 1" es una direccién principal. O]

Proposicién 2.9. Sea M? una hipersuperficie de N3, Z un campo cerrado y conforme en
N y f: N— R diferenciable en N. Si f es constante en las direcciones ortogonales a Z y
ademds f(Z,£) es constante, entonces M es una superficie con direccion principal candnica
relativa a Z.

Demostraciéon. Obsérvese que como f(Z,&)=c, con ¢ una constante, entonces (7, &) = %
Del hecho que f es constante en las direcciones ortogonales a Z, se tiene que (7, £) es

!
constante en las direcciones tangentes a M y ortogonales a T'= éT' Luego por el Teorema

2.7 M tiene direccién principal canénica relativa a Z. U

2.2 Relacion entre superficies totalmente umbilicas y
campos cerrados y conformes.

Lema 2.10. Sea N una variedad Riemanniana, M hipersuperficie de N, Z un campo cerrado
y conforme en N. La proyeccion de Z en M es también un campo cerrado y conforme en M
sty solo si M es totalmente umbilica.

Demostracion.

=>). Suponga que la proyecciéon de Z en M es un campo cerrado y conforme en M, sea
X eI'(TM), entonces X e ['(TN) y

VxZ' =(DxZ")"=(Dx(Z —(Z,£)8)" =(pX +(Z,AX)E+(Z,§)AX)T
=pX +(Z,§)AeX.
Para ¢o: N — R , la funciéon de la definicion de Z en N. Por otro lado, de las

propiedades de Z se tiene que VxZ =AX para \: M — R la funcién de la definicién
de Z en M. De aqui que

AX = ()\_(’D)X

Es decir A¢ = I lo cual implica que M es totalmente umbilica.

<

<). Suponga que M es totalmente umbilica, entonces A, = (I para 5: M — R.
Entonces para X € I'(TM) por el inciso anterior se tiene VxZ7 =X +(Z,£)AcX.

Luego VxZT = (p+(Z,£)B)X. Es decir ZT es cerrado y conforme en M. O






Capitulo 3

Hipersuperficies con curvatura media
constante.

Introduccién.

Es este un momento clave, pues es aqui cuando todo lo hecho con anterioridad adquiere
sentido, ya que en lo consiguiente veremos los resultados a los que nos ha llevado el camino
de la investigacién. Primero con la generalizacién de la conocida férmula del laplaciano
de Yuanlong Xin [11] y un corolario desprendido de ella, que sumados dan respuesta a
la segunda pregunta con la que inicia la investigaciéon. Seguimos con una caracterizacion
de las superficies totalmente geodésicas y las respuestas a las dos ultimas preguntas de
la investigacion. Finalizamos con una condicién necesaria para que una superficie tenga
curvatura media constante en $%. Es importante recalcar que las dos primeras secciones
fueron el resultado obtenido bajo la direccién de Gabriel Ruiz Hernandez y las dos tltimas
secciones fueron realizadas en coordinacién con Antonio J. Di Scala y el mismo Gabriel
Ruiz Hernandez, que en suma crean el articulo Heliz surfaces in euclidean spaces [1], cuyos
principales resultados se encuentran plasmados en los Teoremas 3.13, 3.19 y 3.22.

Asi que, sin mas que decir por el momento, los invito a ver hasta dénde nos ha llevado
nuestra companera la intuicion.

3.1 El laplaciano de la funcién angulo.

Proposicion 3.1. Sea M™ hipersuperficie inmersa isométricamente en Q™" con curvatura
media constante, « su sequnda forma fundamental y & un vector normal unitario. Entonces
para todo campo vectorial cerrado y conforme Z € T(TQM ) se tiene que

MZ, &) +alHZ, &) +me(H, &) =0.

donde p: Q7' — R es tal que DxZ = X para todo X € T(TM) y H denota el vector de
curvatura media.

33



34 HIPERSUPERFICIES CON CURVATURA MEDIA CONSTANTE.

Demostracién. Sean p € M y {e;}iZ; un marco ortonormal definido en una vecindad de
p que satisface V..e; =0 en p para todo 7, j. Primero nétese que si R denota el tensor de

curvatura de Q7! para X,Y € I'(T Q™) se tiene que
R(X,Y)Z = DxDyZ— DyDxZ — Dix y\Z.
Como QT'! es de curvatura seccional constante ¢ se cumple la siguiente ecuacion:
R(X,Y)Z = c((X,2Z2)Y —{Y,Z)X).
La cual implica lo siguiente:
DxDyZ —DyDxZ — Dix y1Z = c((X,2)Y —(Y,Z)X).
De aqui que haciendo producto con & se obtienen las relaciones siguientes:

(DxDyZ — DyDxZ — Dixy\Z,€) = c((X,Z2)Y —(Y,Z)X,¢€)
(DxDyZ, &) = (DyDxZ,§) = (Dix y1Z, &) = (X, Z)(Y, &) = (¥, Z2)(X, £))

(DxDyZ, &) — (DyDxZ, &) —(Dix v1Z, &) = 0.

Tomando X =e; y Y =e¢; se tiene [X,Y]=0 en p, lo cual implica que Dix y}Z =0 en p. Es
decir (D, D¢, Z, &) = (DeDe,Z, ) en p.
Hay que observar que el laplaciano esta dado por

&z, 8) =

L

-
Il
—

DeD.(Z, &) Z De[(DeZ, &) +(Z, D))= Del(pei, &) = (Z, Aces)]
i=1

i=1

D.[~(Z,Asei)] =) ~{DeZ, Aces) = (Z, De(Agei))

i=1

|

s
I
—

|

-
Il
—

_<906i7 A66i> - <Z7 vei(Afei» - <Z7 a(eiv A€6i>>

I

—plalei, €), §) = (2, Ve(Aeer)) = (£, alei, Agei))

=1

= —p(mH, &)=Y (Z,Ve(Aei) = > (Z,aleiAees))
i=1 i=1
Por otro lado se tiene que

Agei =) (Ageiejhe; =) {aleie), ey,
=1 =1
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Entonces analizando el siguiente término en el punto p se tiene que

i Dejez, ]

6276] 61

vei(Aﬁei) = [

||M3

= Z (De;Dejei, §)ej+(Deei, De&)e;j

7

<.
I

= Z (De;Deei, §)ej+(Deei, Def)e;j

= Z <v€j(veiei) + a(ejv V6i6i> - Aa(€i76i)ej7 5)6]' —<Oé(6j, 6,’), A§€i>€j

Lo cual implica que

Como Aee;=>"" | (e, e;), &)ey, entonces

Ms

(a(ej, Veei), &) =(Ace;, Veei) alex, €;), &) (ex, Veei) =0.

k=1

Es decir Y | V., (A¢e;) =0. De lo anterior se deduce que

AZ, &) = —mp (H, ) Z (Z,a (e, Acei))
= —mp(H, &) =) (Z{ale; Aeei), €)€)
= _m¢<H,g>—Z (Z, &) (ale, Ages), §)

=1
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También es necesario observar lo siguiente:

(ale;, Age;), & <a(ez,z ale;, e;), ej>,§> :Z (a(es, e ), &)

J=1

Es decir,

m m m
Z (afe;, Agei), Z Z ale;,e;), &) =|al?

i=1 i=1 j=1

Luego

A<Z7£> = _mSO<H7£> - <Z7£> ‘a|2‘
0

Corolario 3.2. Sea M hipersuperficie minima en Q™ o su sequnda forma fundamental

y & un vector normal unitario a M. Entonces para todo campo vectorial cerrado y conforme
Z eD(TQMY) se tiene la siguiente igualdad:

MZ,&) +alXZ,6) =

Recordando la formula del laplaciano dada por Yuanlong Xin (véase [11]) en la que afirma
que una hipersuperficie M de curvatura media constante en R? satisface la igualdad

Afa,v) +al*a,v) =0,

donde A denota el laplaciano de M, a € R® y v un vector normal a M, se puede concluir,
con ayuda de la proposicién 3.1 y el Corolario 3.2, que la misma férmula sigue siendo vélida

para espacios modelo Q™ **

en el caso de que la hipersuperficie M sea minima.

Corolario 3.3. Si M es hipersuperficie en R"™ con dngulo constante con respecto a una
direccion constante Z y curvatura media constante entonces M es, o un hiperplano o un
cilindro sobre una hipersuperficie de curvatura media constante en el hiperplano ortogonal a

Z.

Demostraciéon. Del hecho que M tenga curvatura media constante se tiene que satisface
la formula del laplaciano, es decir

MZ,&) +alXZ,8) =

Por otro lado hay que observar que si M tiene angulo constante entonces (Z, £) debe ser
constante, lo cual implica que |a|?=0 6 (Z, ) =0. Para el primer caso se tiene que M es
totalmente geodésica, lo cual implica que es un hiperplano. En el segundo caso se tiene que
la direccién Z es ortogonal en todo punto al plano normal de M, entonces M debe ser un
cilindro cuya base es una hipersuperficie de curvatura media constante (ya que M es de
curvatura media constante) en el hiperplano ortogonal a Z. O]
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3.2 Superficies de angulo constante en Espacios Modelo.
En los resultados de esta seccion el dngulo constante serd tomado relativo a Z.

Observacion 3.4. Para M hipersuperficie de Q™! | un campo cerrado y conforme Z €
(TQ™ ) puede ser descompuesto de la forma siguiente:

= |Z|(cos 8T +senb¢),

donde T =2 \ZT| y & es un vector normal unitario a M y 0 € (0 ;r)

Observa(;mn 3.5. Para Z € Q""" campo cerrado y conforme se satisfacen las relaciones
|Z| sen@ y <T’Z>:<Z,§> cotd.

Proposicion 3.6. Sea M una hipersuperficie de Q™ sean Vy D las conexiones de M y
Q! respectivamente, o la sequnda forma fundamental de M y & un vector normal unitario
a M. Sea Z eT(TQ™™) cerrado y conforme, entonces para todo X € I'(T'M) se tiene que

(DxZ)" = (p<<ZX£§>sen6’cosé’T—l—(Z E)(cot§)VXT — AcX]|

(DyZ)* = %senwgﬂz &) (cot B)a(X, T).
Demostraciéon. Sea X € I'(T'M). Entonces

Dx7Z = Dx||Z|(cosO0T +sen6¢)]
= Dx|Z|(cos0T +sen &)+ |Z|Dx(cosdT + send§)
= Dx|Z|(cos0T + senbf) + | Z|(cosd DxT + senf D x€).

Como Z es cerrado y conforme, entonces
X = Dx|Z|(cosOT + senb§) + | Z|(cosd DxT + senf DxE).

Dado que Dx|Z|*=Dx(|Z]|Z|)=2|Z|Dx|Z| y, por otro lado, Dx|Z|*=Dx(Z,Z) que a
su vez es igual a 2(DxZ,Z) =2¢(Z,X), se obtiene que Dx|Z|= ‘XT‘@
Entonces la ecuacion anterior queda escrita como sigue

0X = 90<|);|Z> (

La parte normal de la ecuacion anterior es

cosOT +senb&) + | Z|(cost DxT + senf DxE).

0 = %sen@f +|Z|cosba(X,T).

De la Observacion 3.5 se tiene que

0 = Spég—?senz%—i—(Z \eotfo( X, T).
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Ahora la parte tangente de la misma ecuaciéon resulta ser

ox = £

Z |Z> cosfT + | Z |(cosfV xT —senfA:X).

Nuevamente por la Observacion 3.5 se obtiene lo siguiente:

pX =

<Z ) Z)senf cosfT + (7, €)(cotd V xT — AeX). O

Corolario 3.7. Sea Z € (TQ2) cerrado y conforme, sea M hipersuperficie de Q2 con dngulo
constante , a su sequnda forma fundamental y & un vector normal unitario a M. Entonces
para W eT'(TM) tal que {W,T} es base ortonormal de TM se tiene que

psen?d
(Z,¢)

psen’d
(Z,¢)

a(T,T)=— & a(TW)=0=VT'=VW; AT =-— T.

Demostraciéon. Primero es importante observar la siguiente relacion:

De la parte normal de DxZ, enunciada en la Proposiciéon 3.6 se tiene que

a(X,T) = —S0<<ZX—£>Z>sen29tg9§

Para X =W en la ecuacion anterior se tiene a(W,T)=0. Para X =T lo que se obtiene es

a(T,T) = —%sen%tg@f
La Observacion 3.5 implica que «(T,T) = — <Z’£>sen29£. De lo anterior se deduce que
(AT, T =(a(T,T),€) :—%sen 0;
(A, W) =(a(T, W), &) =
(AW, T) =(a(T, W), &) =
Entonces AT = ——*—sen?0T.

<Z €)
Por otro lado, la parte tangente de DxZ enunciada en la Proposiciéon 3.6 implica que

__eX (X, Z) . o
VT = 7 €>tg9+tg9A5X AGE sen“0T.

Para X =T la ecuacion anterior se transforma en la siguiente:

2 <P<T Z> 2
Vol = tefT 4+ te0 AT — T2 "Lsen=0T
’ Z.5 BT T ey
= T _tofT sen20tefT — —F _sen20 tedT.
<Z &) " <Z,£> &L Tz e

Dado que V7I' LT v VyI'= AW para algin A € R, implica que V7I'=0.
Por otro lado del hecho que (7', W) =0 se tiene (V7T , W) =—(V, W ,T).
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Lo cual implica que VW =0. O

Corolario 3.8. Sea M hipersuperficie de Q2 con curvatura media constante y de dngulo
constante, « su seqgunda forma fundamental y & un vector normal unitario a M. Para
7 € T(TQP) cerrado y conforme se tiene que

2 2
a(W’W):(a+M)£; A£W:<a+<psen 9>W;

(Z,€) (Z,8)
B B psen?d tgh
R s A
B otgh  psen’d tgh

donde a es la curvatura media constante.

Demostracion. Por el Corolario 3.7 se tiene que

a(T,T) = —<Z¢§>sen29§.

Como H=«(T,T)+ a(W,W)=a&, de aqui se deduce la relaciéon siguiente:

a(W, W) =af —a(T,T) :(waasen?e)g,

lo cual implica que

(AW, W) =(a(W, W), &) :<a+ Ld sen29).

Entonces

_ 2
AW = (a+ Z €>sen29)W.

Ademas, la parte tangente de DxZ enunciada en la Proposiciéon 3.6 implica que

VAT = 25 (a1 tghAcX — Msexﬁeir.

(Z,€) (Z,€)°
Asi para X =W lo que se obtiene es lo siguiente:
W, Z)
VT = 2 tgow +igoAv — £ D) eor,
v <Z gy B TR <Z £)?
= T —tgfW +t 9<a—|— senze)W
7. g e <Z 3
= tgh + atgd + sen0 t 9>W.
((Z,@ - atelh+ 7 gysende

Como (T',WW) =0, entonces (Vi1 ,W)=—(VyW,T). Lo cual implica que
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tgﬂ +atgh +z

VW = —( sen’d tge) 0

(Z,

A partir de este momento se considerara el campo Z(x) = E,+1(x) — ¢(Eni1(x), x)x
descrito en la ecuacion (5) de la pagina 19.

Proposicién 3.9. Sea Z € I'(TQ?) cerrado y conforme, sea M hipersuperficie de Q¢ con
curvatura media constante y de dngulo constante, o su sequnda forma fundamental, & un
vector normal unitario de M, entonces se satisface la siguiente ecuacion:

sen?f + sen’d

A(Z, &) = —2cy+ apsen®d + y

Demostraciéon. Con ayuda de la Proposicion 1.24 se deduce que

Dr(Dr{Z,§)) =Dr[{(D1Z,&) +(Z, Dr&)| = Dr[(¢T', &) +(Z, = AcT)]

:DT[gselﬁﬂZ, T>} = Dy[psenfcosf]| = ( Drp)senfcosd = —cy cos?d.
Dw(Dw(Z,€)) =Dw[{(DwZ.&§)+(Z,Dw¢)] =Dwl{eW, &) —(Z, AW )]
— P on? —
—DW{— (a+gsen 9)<Z,W)] =0.

Do (2,6) = ~(Lrat +ated + Esen’s 0 )(Dr(2,))

a
3

= %tg@ +atgh + ; P sen2d tg@) (psenfcost)
¥ ¢’

= — T sen?) — apsen®) — T—send
Yy Yy
sen’0

4
- +cy—a<psen29—%+cysen29.

Como A(Z, &)= Dyp(Dr(Z,&))+ Dw(Dw(Z,&)) — Dy,a(Z,&) — Dv,w(Z, &) entonces las

ecuaciones anteriores implican que

2 4
A(Z,€) = —cycos®d + % — cy+agpsen?) + % — cysen®)

sen20 + send

= —2cy + apsen?d + .
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Lema 3.10. Sea Z € '(TQ}) cerrado y conforme, sea M hipersuperficie de Q2 con curvatura
media constante y de dngulo constante, o su sequnda forma fundamental, & un vector normal
unitario de M, entonces se satisface el siguiente polinomio:

Ayt =Xy = =X
donde
A1 = sen®d(a? —2c — 2csen?0)? + a? ¢ (3sen?d + 1)?
Ay = 2sen?0(a® —2c — 2csen?d)(3sen?d + sen?0) — a*sen?d(3 sen?d + 1)?
Ao = sen?f(3sen?d + sen?))?
y = (2,8

Demostracion. Por definicién de |«|? se tiene que

2 4 2
a2 =|a(T,T)]2+ |a(W, W)[2+2|a(T,W)| =227 sen’f g2y gdpsen”
y? y

Luego, las Proposiciones 3.1 y 3.9 implican las siguientes igualdades:

sen®d +senf _?sen'd

0=N{(Z, &)+ |a|*(Z,&) +ap = —2cy+ apsen®d + ; +2 )
+a?y + 2apsen?d + ap.
Multiplicando por y ambos lados de la igualdad se obtiene lo siguiente:
0 = —2cy?+ apsen®dy + send + sen?d) + 2p%sen*d + ay? + 2apsen?y + apy

Con ayuda de la Proposicién 1.24 se sustituye el valor de (2,
0 = (a®—2¢)y*+ (3apsen?d + ap)y + 2sen’d — 2cy’sen?) + sen?d + sen’d
= (a®—2c—2csen?0)y? + (3apsen®d + ap)y + 3sen’d + sen?6.
Entonces
—ap(3sen®0+1)y = (a*—2c—2csen?d)y? + 3sen’d) + sen?d.
Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad se obtiene
a’p?(3sen?0 + 1)%y* = (a® —2c — 2csen?d)?y* + (3sen’d + sen?h)?
+2(a® — 2c — 2csen?d) (3sen’d + sen?d)y>.

La Proposicion 1.24 implica lo siguiente:

1
a?(3sen0 + 1)2y2 — a? ¢ (3sen?0 + 1)2—L = (a2 — 2c — 2csen?)2yt + (3sen?d + sen2d)?

sen2f
+2(a® — 2¢ — 2csen?d) (3sen’d + sen?0) y2.

Multiplicando por sen?d,

a’sen?0(3sen?0+1)%y* — a?c(3sen?0+1)%y'=  sen?d(a® — 2c — 2csen?h)?y*
+2sen?(a® — 2¢ — 2csen?d) (3sen’d + sen?d) 2
+sen?6(3sen’d + sen?9)?.
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Luego,

0 = (sen?§(a®—2c—2csen?d)? + a?c (3sen?d +1)?)y*
+(2sen?0(a® — 2¢ — 2csen?0) (3sen’d + sen?d) — a*sen?d(3sen?d + 1)?)y>

+sen?f(3sen?d + sen?)? O

Corolario 3.11. Sea M C Q2 una superficie inmersa isométricamente con dngulo constante
y de curvatura media constante, sea Z € I'(TQ2) un campo cerrado y conforme, entonces la
restriccion de |Z| a M es una funcion constante.

Demostraciéon. Por el Lema 3.10 se tiene que existe un polinomio en la variable (Z, &)
denotado por Q({Z, £))=0, donde el término constante es \g = sen?d(3sen’d + sen?)?, el
cual no es cero si y solo si §#+0. Esto prueba que (Z, {) satisface un polinomio no cero de
grado mayor o igual a uno. Asi (7, {) es constante y entonces |Z|es constante en M por

que <%,T> es constante. U

Proposicién 3.12. Sea M superficie conexa inmersa en Q2 con curvatura media constante.
Sea Z € T(TQ2) un campo cerrado y conforme sobre Q2. Si Z es tangente a M, entonces
M es totalmente geodésica.

Demostraciéon. Sea S una superficie ortogonal a Z y llamando v:= M NS # &, sea u un
vector tangente unitario a . En particular {u, |72\} es una base ortonormal de T'M.

Dado que por hipotesis (Z, £) =0 a lo largo de M, por la proposicion 3.1 se tiene que
w(H, &) =0. En este caso se esta suponiendo que ¢ no se anula a lo largo de M, lo cual
implica que H =0, i.e. M es una superficie minima en Q?:

Z 7
OKM7Q(U,U)+06M7Q m,m =0.

Ahora la formula de Gauss descrita en la ecuacion (2) de la definicion 1.4 para la inmersion

M C @2 dice que
Z Z A
z<|Z|) <|Z|) ezl 7]
Z

donde V es la conexion de My Dlade Q. Mas ain o =0. Lo cual

IS

o
EIN
N—

implica que ays,g(u,u)=0. Finalmente aM7Q(u,‘72|) :Du(£> - u(i) Recordando

que Z es cerrado y conforme en M se tiene que D <£>=D <| ‘>Z+(‘Z‘)SDU

z
y Vu <|Z|> D (‘Z|>Z + IZ‘apu Entonces ayy Q( |Z|>
totalmente geodésica. ([

Z
0, lo cual indica que M es

Teorema 3.13. Si M C Q3 es una superficie inmersa isométricamente, coneza, con dngulo
constante y de curvatura media constante, entonces M es una superficie totalmente umbilica
o una superficie totalmente geodésica en Q2.
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Demostraciéon. Si (Z,T)#+0y (Z, &)+ 0, aplicando el Corolario 3.11 se tiene que |Z] es
constante en M. Pero |Z| es constante solo en las superficies ortogonales a Z las cuales son
totalmente umbilicas ya que Z es cerrado y conforme. Ahora, (Z,T) =0 implica que M
es ortogonal a Z y con ello una superficie totalmente umbilica. Finalmente, si (Z,£) =0
implica que Z es tangente a M y por la Proposicion 3.12 se concluye que M es una superficie
totalmente geodésica en Q2. O

La siguiente seccion fue realizada en coordinaciéon con Antonio J. Di Scala y Gabriel
Ruiz Hernandez y se encuentra basada en el articulo «Helix Surfaces in Fuclidean spaces».
(véase [1])

3.3 Superficies en Espacios modelo con (Z,T') constante.

Sea M una superficie orientada inmersa isométricamente en @2 con la propiedad de que
(Z,T)=0 es una funciéon constante sobre M. Aqui Z es un campo cerrado y conforme y T’
es la componente tangente unitaria de Z relativa a M, es decir:

(8). Z=(Z,T)T+(Z,£)¢.

Donde £ es un campo unitario ortogonal a M. Se considerarda W como un campo local de
M, con la propiedad de que {7,V } es una base ortonormal orientada de T'M.

Proposiciéon 3.14. Bajo las condiciones antes mencionadas, se tiene que la conexion V,
el operador de forma A¢ y la seqgunda forma fundamental o de M satisfacen las siguientes
1gualdades:

a(T,T):—<Z30§>§ a(T, W) =0
_ ¥ _(,OW+<Z,§>A§W
A=’ VW=
V4T =0 VW =0.

En particular, Ty W son direcciones principales de la inmersion y las curvas integrales de
T son geodésicas de M.

Demostraciéon. Derivando la expresion (Z,T) =b en la direccion de X € I'(T' M), se obtiene
(X, 2)+(2,DxT) =p(X,Z)+({Z,a(X,T)) =0.

De la ecuacion (8) se deduce que

p(X,T)
(X, )=t
S A
En particular se tiene que (T, W) =0, o(T,T) = —ﬁg v Ae(T) = —%T. Esto indica

que Ty W son direcciones principales.
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Para finalizar, derivando la ecuacién (8) se obtiene

= (Z,T)(VxT+a(X, 1)+ (X(Z,£)) = (Z,§)AcX.

Observando que la parte tangente de la ecuacion anterior es ¢ X =(Z,T)YVxT — (Z,£)AeX
y del hecho que T', W son direcciones principales se concluye que

oW +(Z,6) AW

Vil'=0 Vyl = Z.T)

O

Corolario 3.15. Si M tiene curvatura media constante en Q7 y satisface que (Z,T) es
constante, con vector de curvatura media dado por H=a(T,T)+ (W ,W)=a&, entonces

Ay = (o gy W v = (o gy Jo v =222y

Demostracion. Con ayuda de la proposicion 3.14 se deduce que

<A€WaW> :<O((W,W)’€> :a—(a(T’T)’€> :a_l_%
VW =(VaW T)T  =—(W, V)T =-20202.97 ]

A partir de aqui se asumird que el campo cerrado y conforme Z satisface la relacion
c|Z|*> + ¢? = 1, enunciada en la Proposicion 1.24. Ademas se asumira que el vector de
curvatura media de M esta dado por la expresion del corolario anterior.

Corolario 3.16. (Laplaciano extrinseco) Sea M una superficie inmersa isométricamente en

3, con (Z,T) constante y curvatura media constante, entonces

—2¢* —3ap(Z, §) —a(Z, §)*
(Z,€)

Demostracién. Por la proposicion 3.1 la siguiente ecuacion es cierta
An(Z,8)=—aXZ, &) —2¢(H, ).
Dado que 2H =a(T,T) +a(W,W)=al y —2¢(H, &) = —ayp se tiene
o = |a(T, T)]*+|a(W, W) +2|a(T, W)[*

= |a(T, T2+ |a(W,W)]?= (Z, ; +(a+(Z §>)2

— 2_ _ 2 2
Entonces —|a|}(Z, &)= 2¢ 2acp<<§,§>> a(Z,§)
i 2_ _ 2 2
MéS aflIl, AM(Z, £> = 2('0 3ag0<<§’§>> a <Za §> D
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Corolario 3.17. (Laplaciano intrinseco) Sea M una superficie inmersa isométricamente
en (Qg’, con (Z,T) constante y de curvatura media constante, entonces

Usando que c|Z|?*+ ¢*=1, se obtiene que

({2, 1) =1)(Z,T)* | 2¢°+ap(Z, &)
(Z,¢6) (Z,&)

Demostracion. La féormula intrinseca del laplaciano es

Au(Z,8) = T-T(Z, )+ W -W(Z,§) = Val'(Z,§) = VwW(Z,¢).

En este caso W(Z, &) =0y V7T =0, entonces la formula anterior queda expresada como

Dado que T(Z, &) =—(Z, A1) =—(Z,T)(T,AT) = gf; ¢. Entonces

(2T 9) = Gg (2N 9)— pHZ.T)
7, &P =20 7,7 |

_2¢0+a(Z,§) 204a(Z,&) 20 +ap(Z,§)
—zn Y =T vtz

(Z.)(Drp) — N2, T) 2+ ap(Z,¢)
(Z,8)3 (Z,8)
Por la Proposicion 1.24, Dyp = —c(Z,T). Sustituyendo

_ (Z,8)*(Dryp) —X(Z,T)  2¢0*+ap(Z,§)
AylZ, &) = (Z,(T) > ARGE +< ()Z,§>
—c(Z,6)* — ¢* 2 20 +ap(Z,§
VA A T
({2, 1) =1){Z,T)* | 20"+ ap(Z,§)
(Z,¢) (z,¢)

T-T(Z,€) =(2,T)

—VuW(Z,¢)

Mas atn Ay (Z,&)=(Z,T)

O

Corolario 3.18. Sea M wuna superficie inmersa isométricamente en Q3, con (Z,T)
constante y de curvatura media constante, entonces la restriccion de |Z| a M es una funcion
constante.

Demostracion. Aplicando el Corolario 3.17 se obtiene
(2. T =12, T)*  Ap*+a*(Z.6)" _ —dap(Z,§)
(Z,¢) (Z,¢€) (Z,&)
Multiplicando por (7, £)3,

(c(Z,T)?=1){(Z,T)*+ (4p*+a*(Z,6)*)(Z,§)* = (—dap(Z,§))(Z,¢)*.
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Hay que observar que ¢?> =1 —c(Z,T)? — c(Z, £)%, lo cual resulta de aplicar la igualdad
1 Z[2=(Z,T)*+(Z, &)

Al sustituir el valor de ¢? en la igualdad arriba mencionada y elevando al cuadrado se
obtiene un polinomio en la variable (Z, ) denotado por P({Z, ¢)). El término constante
en P((Z,€)) es ag=(c(Z,T)>—1)X(Z,T)"

Obsérvese que si c=—1 la constante ay no es cerosiy sélosi (Z,7)#0. En el caso de que
c=1 la constante ag no es cero si y sélosi (Z,7)+#+0,1. Esto implica que algin término de
grado mayor o igual que uno de P((Z, £)) no es cero. De otra manera (c(Z,T)>—1)*(Z,T)*
seria cero. Esto prueba que (7, ¢) satisface un polinomio no cero de grado mayor o igual que
uno. Asi (Z,&) es constante y entonces |7 |es constante en M por que (Z,T') es constante
v |Z1?=(2,T)*+(Z,£)* O

Teorema 3.19. Si M C Q2 es una superficie conexa inmersa isométricamente con (Z,T)
constante y de curvatura media constante, entonces M es una superficie totalmente umbilica
de Q2 ortogonal a Z.

Demostracion. Si (Z,T)#0y (Z,£)#0, por el Corolario 3.18 | Z| es constante en M. Pero
|Z| es constante so6lo en las superficies ortogonales a Z las cuales son totalmente umbilicas
por ser Z cerrado y conforme. Ahora (Z,T)=0 implica que M es ortogonal a Z y mas aun
M es totalmente umbilica. Finalmente, si (7, ) =0 implica que Z es tangente a M. Por
la ecuacion (8) se tiene que |Z|=|(Z,T)| es constante a lo largo de M. Pero esto solo es
posible si M es ortogonal a Z. En tal caso M debe ser una superficie totalmente umbilica. [J

3.4 Aplicaciones a superficies de angulo constante en R*.

Lema 3.20. Sea M C R* una superficie inmersa isométricamente. Suponiendo que M estd
contenida en la esfera unitaria $3 de R*. Si M tiene vector de curvatura media paralelo en
R* entonces M tiene curvatura media constante en 3.

Demostraciéon. Dadas las inmersiones isométricas M C $3 C R?, se denotara por oy, o,
a a las segundas formas fundamentales de M C $3, $2 C R* y M C R* respectivamente. De
manera similar se usara la notaciéon Hy;, Hg vy H para denotar los vectores de curvatura
media de las inmersiones respectivas. Hay que observar que H); es constante por hipotesis.
Lo que a continuacion se demostrara es que (Hyr, Hys) es constante en M:

Sea x € M C $* C R* algtin punto y X,Y € T,M cualesquiera dos vectores tangentes.
sabemos que ag(X,Y)=—(X,Y )z y que ay(X,Y)=a(X,Y)+as(X,Y), més atn, que
apy(X,Y)=a(X,Y)—(X,Y)x, esta ultima relacion implica la siguiente ecuacion acerca
del vector de curvatura media:

HM = H—ux.
En particular (Hy(z),z)=(H(x),z) —1=—1 porque H(x) es tangente a $ y = es ortogonal
al $3. Por tltimo obsérvese los siguientes calculos:
(Hu(x), Hu(x)) = (H(x), H)+1=2(H(x), z)
= (H(x),H(x))+1.
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De lo que se deduce que H); es de longitud constante, esto por la hipotesis de que H es
constante. O

Teorema 3.21. (Bang-yen Chen)(véase [2] )Sea M una superficie inmersa isométricamente
en un espacio euclidiano R™ con vector de curvatura media paralelo. Entonces M es alguna
de las siquientes superficies:

1. Una superficie minima de R",
1. Una superficie minima de una hiperesfera de R™ ¢

iii. Una superficie en un espacio afin IR", por lo tanto, ya sea en R ! o en
una hiperesfera de R".

Teorema 3.22. Una superficie de R* con vector de curvatura media paralelo cuyo espacio
tangente forma un dngulo constante 9#% con respecto a un vector fijo es totalmente geodésica
0 un subconjunto abierto de un cilindro de revolucion.

Demostraciéon. Por el Teorema anterior se tienen tres posibilidades:
i. Si M es una superficie minima de R?, entonces debe ser parte de un plano.

ii. Si M es una superficie minima de una 3-esfera de R* entonces M es un $?(méximo)
en un $3, o dicho de otra forma, es un «ecuador» de la 3-esfera, el cual como ya es
sabido es totalmente geodésico.

iii. Si M esta contenida en un IR® entonces M deberia ser un plano o un cilindro de
revolucion. Si M esta contenida en un $? entonces M es una superficie con (Z,T')
constante: aqui Z es la parte tangente de la direccion de M. Por la Proposiciéon 1.24
Z es cerrado y conforme en $2. Por el Lema 3.20 M es una superficie con curvatura
media constante en $* con (Z,T') constante, donde T es la componente tangente de
Z en M.

Finalmente, por el Teorema 3.19 , M es una superficie totalmente umbilica en $3
y ortogonal a Z. Entonces M es la interseccién de un hiperplano R? de IR* contenido
en $2, con $3, esto es, M es una superficie de curvatura media constante contenida
en R?. Pero por hipétesis 6 # g Por lo tanto este caso no es posible.

Luego M es totalmente geodésica 6 un subconjunto abierto de un cilindro de revoluciéon. [J
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