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Prólogo

El trabajo de investigación que a continuación se desarrollará tiene por objetivo contribuir a
la creación o ampliación de conocimientos acerca de dos de los temas por muchos estudiados:
SUPERFICIES CON ÁNGULO CONSTANTE Y CURVATURA MEDIA CONSTANTE.

Si bien es cierto que existe una extensa lista de publicaciones sobre problemas resueltos,
también hay, y en igual proporción, una gran lista de conjeturas aún por demostrar, ¿por qué
no tratar, en la medida de lo posible, de contribuir a alguna de las ya mencionadas extensas
listas? Conocer algo nuevo, nunca ha estado de más.

Bajo las consideraciones que un campo cerrado y conforme es aquel con la propiedad
de que siempre que sea derivado en cualquier dirección tangente nos devolverá una función
diferenciable (la misma siempre) por la dirección tangente; y que ángulo constante se refiere
al producto interior de un campo (normalizado) con un vector tangente unitario, podemos
iniciar nuestra investigación como es común, con el planteamiento de algunas preguntas,
como son:

• ¿Bajo qué condiciones la proyección de un campo cerrado y conforme sobre una
subvariedad resulta ser de nuevo cerrado y conforme?

• A partir del hecho, ya conocido, de que una hipersuperficie M de curvatura media
constante en R3 satisface la relación

△〈a, v〉+ |α|2〈a, v〉=0,

donde △ es el laplaciano de M , a∈R3 y v es un vector normal unitario a M , surge
la siguiente interrogante:

¿La relación anterior sigue siendo válida si la variedad ambiente es alguno de los
espacios modelo con curvatura seccional constante c = ±1, denotados por Qc

3, y el
vector a es reemplazado por un campo cerrado y conforme? Si no es así, ¿bajo qué
condiciones se sigue preservando la igualdad?

• ¿Existe una clasificación de las superficies que, simultáneamente, sean de curva-
tura media constante, ángulo constante y conexas, inmersas bajo isometría en algún
espacio modelo Qc

3?

• ¿Qué sucede si en lugar de considerar en el punto anterior ángulo constante se con-
sidera el producto interior de un campo cerrado y conforme con un vector tangente
unitario?
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Las respuestas a cada interrogante irán apareciendo conforme nos adentremos en la lectura,
para ello es importante conocer la estructura de nuestra investigación. Permítanme entonces
presentarles lo que se encontrarán en las páginas siguientes.

El Capítulo 1 presenta una introducción de los conceptos y herramientas necesarias para
atacar nuestros problemas, dentro de los que destacan la definición de inmersión isométrica
las fórmulas de Gauss y Weingarten, la relación entre la segunda forma fundamental y el
operador de forma. También se encontrarán las ecuaciones de Gauss y Codazzi, un Lema
que expresa la segunda forma fundamental de un producto de subvariedades como un par
ordenado cuyas entradas son las segundas formas fundamentales del primer y segundo
factor de la subvariedad producto respectivamente. Además nos encontraremos una curiosa
forma de expresar, dadas inmersiones de la forma Ll ⊂Mm⊂Nn, a sus respectivas formas
fundamentales y vectores de curvatura media (de cada inmersión) en relación con las otras.
También se estudian los campos cerrados y conformes y las subvariedades umbílicas, seguido
de un Lema de equivalencias para estas últimas. Para finalizar, se relacionan las definiciones
de producto alabeado, distribución, distribución integrable, foliación y flujo local en un
Teorema de S. Montiel [7].

En el Capítulo 2 se define el concepto de dirección principal canónica relativa a un campo
y se da un ejemplo particular; después se da a conocer el concepto de ángulo constante
relativo a un campo, para continuar con un Teorema de equivalencias a cargo de E. Garnica,
O. Palmas y G. Ruiz-Hernández [6], que relaciona las dos definiciones anteriores, además
de enunciar un corolario desprendido del mismo. Después se da una condición suficiente
para tener una subvariedad con dirección principal canónica relativa a un campo cerrado y
conforme. El capítulo concluye con un Lema que plantea el hecho de que la proyección de un
campo cerrado y conforme en una subvariedad también sea cerrado y conforme si y sólo si
la subvariedad es totalmente umbílica. Es este el punto donde las respuestas a las preguntas
planteadas al iniciar la investigación comienzan a dar señal de existencia, pues sin imaginarlo,
al terminar este capítulo se habrá contestado la primera interrogante.

El tercer y último capítulo es el lugar donde se dan las conclusiones y resultados que
fueron obtenidos. De alguna manera es el capítulo más importante de nuestra investigación
y es donde las últimas preguntas son resueltas. Los principales resultados de este capítulo
destacan por su originalidad, iniciando con la Proposición 3.1 que es una generalización de la
fórmula del laplaciano de Yuanlong Xin [11]. Importante es recalcar que tal generalización
aún no forma parte de la literatura. Como segundo resultado importante y original se
encontrará el Teorema 3.13 sobre caracterización de las superficies conexas, de ángulo cons-
tante y curvatura media constante en Qc

3. El tercer resultado original se encuentra plasmado
en el Teorema 3.19 que caracteriza a las superficies conexas con 〈Z, T 〉 constante y de
curvatura media constante enQc

3. En último lugar, pero no en importancia, nos encontramos
con el Teorema 3.22 que describe a una superficie de R4 con vector de curvatura media
paralelo, cuyo espacio tangente forma un ángulo constante θ � π

2
con respecto a un vector

fijo.
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Después de habernos dado una pequeña idea de lo que nos espera en el camino, no puedo
menos que invitarlos a adentrarse en este trabajo que con gran cariño e ilusión he plasmado,
esperando poder compartir con ustedes la fascinación y el goce al leerlo. Así que sólo me
resta pedirles sigamos a la inseparable compañera de todo matemático «la intuición» y que
sea ella quien nos guíe en este recorrido, después de todo es ella la que nos ha traído hasta
aquí. Dejémosla pues, seguir adelante.

Cinthia Barrera Cadena
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Capítulo 1

Subvariedades riemannianas.

Introducción.
Lo primero que se necesita para atacar algún problema es entender concretamente todos

los conceptos y antecedentes necesarios en él, situación que resuelve en medida este capítulo,
ya que establecerá las bases necesarias para abordar la investigación: iniciando con las
principales definiciones como ¿qué es una inmersión? ¿A qué se le llama operador de forma
y segunda forma fundamental? La relación que existe entre ellos. ¿Qué es el tensor de
curvatura? ¿Qué es la curvatura media? Las interesantes ecuaciones de Gauss y Codazzi.
¿Qué es un campo cerrado y conforme? También se encontrará una curiosa forma de expresar
dadas inmersiones de la forma Ll ⊂ Mm ⊂ Nn a sus respectivas formas fundamentales y
vectores de curvatura media (de cada inmersión) en relación con las otras. Equivalencias
de superficies umbílicas, un curioso e importante resultado de campos cerrados y conformes
dado por S. Montiel [7], entre muchas más pautas que marcan el inicio de una interesante
investigación.

1.1 Inmersiones Isométricas.

Definición 1.1. Sean Mm y Nn variedades diferenciables cuyas dimensiones son m y n
respectivamente. Se dice que la transformación f :Mm

� Nn es una inmersión si la
diferencial f∗x:TxM� Tf(x)N es inyectiva para todo x∈M.

Definición 1.2. Una inmersión f :Mm
� Nm+p entre dos variedades Riemannianas con

métricas 〈, 〉M y 〈, 〉N respectivamente, es llamada una inmersión isométrica si

〈X, Y 〉M = 〈f∗X, f∗Y 〉N

para todo x∈M y todo X,Y ∈TxM.

Notación 1.3. Para x∈M, TxN = TxM ⊕ TxM
⊥, donde TM⊥=

⋃

x∈M
TxM

⊥ es el haz
normal a M.

Sean Mm y Nm+p variedades Riemannianas con conexiones de Levi-Civita denotadas
por ∇ y D respectivamente, sea f :Mm

� Nm+p una inmersión isométrica y sean (D)⊤

y (D)⊥ las proyecciones de D en los haz tangente y normal respectivamente. Para todo X,
Y ∈Γ(TM) se tiene que

(1). DXY =(DXY )⊤+ (DXY )⊥
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donde (DXY )⊤ es una conexión compatible con la métrica y libre de torsión, por lo tanto
debe coincidir con la conexión de M , es decir (DXY )

⊤=∇XY . De igual forma (DXY )⊥ es
una conexión de TM⊥ compatible con la métrica y libre de torsión en el haz normal, la cual
es llamada conexión normal.

Definición 1.4. La aplicación bilineal α:TM ×TM� TM⊥ definida por

α(X, Y )= (DXY )
⊥

es llamada segunda forma fundamental de f. Así la fórmula (1) se puede reescribir
como

(2). DXY =∇XY +α(X, Y ),

la cual es conocida como fórmula de Gauss.

Lema 1.5. La segunda forma fundamental α definida en 1.4 es simétrica.

Demostración. Sean X, Y ∈ Γ(TM) y sea f :Mm
� Nm+p una inmersión isométrica;

identifíquese a X con f∗X y a Y con f∗Y , entonces X, Y ∈ Γ(TN). Del hecho que D es la
conexión de Levi-Civita de N se tiene que es libre de torsión, es decir, se cumple que

[X,Y ]N=DXY −DYX=∇XY +α(X,Y )−∇YX−α(Y ,X)= [X,Y ]M+α(X,Y )−α(Y ,X).

Como X, Y ∈Γ(TM ) entonces [X, Y ]N = [X,Y ]M. Luego α(X, Y ) =α(Y ,X). �

Definición 1.6. Dados los campos vectoriales X ∈ Γ(TM) y ξ ∈ Γ(TM⊥) se define la
aplicación bilineal simétrica A:TM ×TM⊥

� TM mediante la fórmula AξX =−(DXξ)
⊤.

La cual es llamada el operador de forma.

De manera análoga a la definición de DXY , para todo X, Y ∈ Γ(TM) y ξ ∈ Γ(TM⊥) se
tiene

(3). DXξ= (DXξ)
⊤+ (DXξ)

⊥

donde (DXξ)
⊥ es una conexión de TM⊥ compatible con la métrica y libre de torsión, que se

denotará por ∇⊥. Con ayuda de la Definición 1.6 se puede reescribir la ecuación (3) como
sigue

(4). DXξ=−AξX +∇X
⊥ξ.

La cual se conoce como fórmula de Weingarten.

Proposición 1.7. 〈α(X, Y ), ξ〉= 〈Y ,AξX 〉 para todo X,Y ∈Γ(TM) y ξ ∈Γ(TM⊥).

Demostración. Por definición de α se tiene que

〈α(X, Y ), ξ〉= 〈(DXY )
⊥, ξ〉.

Como ξ es un campo vectorial normal, 〈∇XY , ξ〉=0. Entonces

〈α(X, Y ), ξ〉= 〈(DXY )
⊥, ξ〉+ 〈∇XY , ξ〉= 〈DXY , ξ〉.

12 Subvariedades riemannianas.



Ya que 〈Y , ξ〉= 0, al derivar en la dirección X se tiene que 〈DXY , ξ〉=−〈Y , DXξ〉. Como
Y es un campo vectorial tangente, 〈(DXξ)

⊥, Y 〉=0. Entonces

−〈Y ,DXξ〉=−〈Y , (DXξ)
⊤〉− 〈Y , (DXξ)

⊥〉=−〈Y , (DXξ)
⊤〉= 〈Y ,AξX 〉. �

Corolario 1.8. El operador de forma Aξ definido en 1.6 es simétrico.

Demostración. Lo que se demostrará es que para todo X, Y ∈ Γ(TM) y ξ ∈ Γ(TM⊥) se
satisface 〈AξX, Y 〉= 〈X,AξY 〉.

Por la Proposición 1.7 se tiene que 〈AξX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), ξ〉. Por el Lema 1.5 se
cumple que 〈α(X, Y ), ξ〉 = 〈α(Y , X), ξ〉, de nuevo por la Proposición 1.7 se tiene que
〈α(Y ,X), ξ〉= 〈X,AξY 〉. Luego 〈AξX, Y 〉= 〈X,AξY 〉. �

1.2 Ecuaciones de Gauss y Codazzi.

Definición 1.9. El tensor de curvatura de N se define como

R̄ (X,Y )Z =DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z.

Para todo X, Y , Z ∈Γ(TN).

Proposición 1.10. SeaM inmersa isométricamente en N, α su segunda forma fundamental,
R̄ y R los respectivos tensores de curvatura de N y M. Entonces para todo X, Y , Z , W ∈
Γ(TM) se satisface la siguiente ecuación:

〈R̄ (X,Y )Z,W 〉= 〈R(X,Y )Z,W 〉+ 〈α(Y ,W ), α(X,Z)〉− 〈α(X,W ), α(Y , Z)〉,

conocida como ecuación de Gauss.

Demostración. Sean X, Y , Z , W ∈ Γ(TM ). Analizando los términos de la definición de
tensor de curvatura se obtiene

DXDYZ = ∇X∇YZ +α(X,∇YZ)−Aα(Y ,Z)X +∇X
⊥α(Y , Z)

−DYDXZ = −∇Y∇XZ −α(Y ,∇XZ)+Aα(X,Z)Y −∇Y
⊥α(X,Z)

−D[X,Y ]Z = −∇[X,Y ]Z −α([X,Y ], Z).

Haciendo producto con W resulta

〈R̄ (X,Y )Z,W 〉 = 〈DXDYZ,W 〉− 〈DYDXZ,W 〉− 〈D[X,Y ]Z,W 〉

= 〈R(X,Y )Z,W 〉+ 〈Aα(X,Z)Y ,W 〉− 〈Aα(Y ;Z)X,W 〉

= 〈R(X,Y )Z,W 〉+ 〈α(Y ,W ), α(X,Z)〉− 〈α(X,W ), α(Y , Z)〉.

�

Definición 1.11. Sea M inmersa isométricamente en N y α su segunda forma fundamental,
para todo X, Y , Z ∈Γ(TM) se define la siguiente relación:

(∇X
⊥α)(Y ,Z) := ∇X

⊥α(Y ,Z)−α(∇XY , Z)−α(Y ,∇XZ).

1.2 Ecuaciones de Gauss y Codazzi. 13



Proposición 1.12. SeaM inmersa isométricamente en N, α su segunda forma fundamental,
R̄ y R los respectivos tensores de curvatura de N y M. Entonces para todo X,Y ,Z ∈Γ(TM)
se satisface la siguiente ecuación:

(R̄ (X, Y )Z)⊥ = (∇X
⊥α)(Y ,Z)− (∇Y

⊥α)(X,Z),

la cual es conocida como ecuación de Codazzi.

Demostración. De la definición de tensor de curvatura se tiene que

(R̄ (X,Y )Z)⊥ = α(X,∇YZ)+∇
X

⊥α(Y ,Z)−α(Y ,∇XZ)−∇
Y

⊥α(X,Z)

−α(∇XY ,Z) +α(∇YX,Z)

= (∇
X

⊥α(Y ,Z)−α(∇XY , Z)−α(Y ,∇XZ))

−(∇
Y

⊥α(X,Z)−α(∇YX,Z)−α(X,∇YZ))

= (∇X
⊥α)(Y , Z)− (∇Y

⊥α)(X,Z).

�

Si N tiene curvatura seccional constante c, entonces su tensor de curvatura R̄ está dado por

R̄ (X,Y ) = c(X ∧Y )

para todo X, Y ∈TN , donde para todo Z ∈TN se satisface que

(X ∧Y )Z = 〈Y , Z 〉X − 〈X,Z 〉Y .

Entonces por la ecuación de Codazzi se tiene lo siguiente

(∇X
⊥α)(Y ,Z)− (∇Y

⊥α)(X,Z)=(R̄ (X,Y )Z)⊥=(c(X ∧Y )Z)⊥= c(〈Y ,Z 〉X −〈X,Z 〉Y )⊥=0.

Es decir, la ecuación de Codazzi para curvatura seccional constante es

(∇X
⊥α)(Y , Z) = (∇Y

⊥α)(X,Z).

Observación 1.13. Para M hipersuperficie de N la conexión normal ∇⊥ se anula, por lo
tanto la ecuación de Codazzi queda escrita de la forma

(R̄ (X,Y )Z)⊥ = α(X,∇YZ)+α(∇YX,Z)−α(Y ,∇XZ)−α(∇XY , Z).

Definición 1.14. Dada f :Mm
� Nm+p inmersión isométrica, x∈M y {X1,	 ., Xm} un

marco ortonormal de T xM, se define el vector de curvatura media H(x) de f en x como

mH(x) =
∑

i=1

m

α(Xi, Xi).

14 Subvariedades riemannianas.



Es importante notar que la definición anterior tiene sentido, es decir, que el valor de H(x)
no depende de la elección de {X1,	 ,Xm}. Para ello sea {Y1,	 , Ym} otro marco ortonormal
de TxM , entonces por álgebra lineal se tiene que existen escalares ais para i, s=1,	 ,m tales
que Ys=

∑

i=1

m
aisXi. De lo cual se deduce que

∑

s=1

m

α(Ys, Ys) =
∑

s=1

m

α

(

∑

i=1

m

aisXi,
∑

r=1

m

arsXr

)

=
∑

s=1

m
∑

i=1

m
∑

r=1

m

ais arsα(Xi,Xr).

Por otro lado obsérvese que

δlj=
〈

Yl, Yj
〉

=

〈

∑

k=1

m

aklYk,
∑

p=1

m

apjYp

〉

=
∑

k=1

m
∑

p=1

m

akl apj〈Yk, Yp〉

=
∑

k=1

m
∑

p=1

m

akl apj δkp =
∑

k=1

m

akl akj.

Es decir,
∑

k=1

m
akj
2 =1 y

∑

k=1

m
aklakj=0 si l� k. Por lo tanto, la matriz A=(aij) es ortogonal

ya que (AAt)= I, lo que implica que (AtA)= I, o bien
∑

k=1

m
alk ajk= δlj. Luego

∑

s=1

m

α(Ys, Ys) =
∑

s=1

m
∑

i=1

m

ais
2 α(Xi,Xi) =

∑

i=1

m

α(Xi, Xi).

Así la definición de H(x) tiene sentido.

Definición 1.15. Una inmersión isométrica f es mínima si para todo x∈M, H(x)= 0.

Definición 1.16. Una inmersión isométrica f :Mm
� Nm+p tiene vector de curvatura

media paralelo si ∇X
⊥H =0 para todo X ∈Γ(TM).

Observación 1.17. Si una inmersión isométrica f tiene vector de curvatura media paralelo
entonces ‖H‖ es constante a lo largo de M .

Definición 1.18. Una inmersión isométrica f cuya segunda forma fundamental se anule
en todo punto (i.e α≡ 0) es llamada totalmente geodésica.

Observación 1.19. Toda inmersión isométrica totalmente geodésica es mínima.

Lema 1.20. (véase [8]) SeanM1⊂N1 yM2⊂N2 subvariedades, N =N1×N2 ,M=M1×M2

y α la segunda forma fundamental de M con respecto a N. Entonces para todo u= (u1, u2),
v=(v1, v2) en Γ( TM) se tiene que

α(u, v) = (α1(u1, v1), α2(u2, v2)),

con α1 y α2 las segundas formas fundamentales de M1 y M2 con respecto a N1 y N2.

Demostración. Llámese D,Di a las conexiones de Levi-Civita de M y Mi.

1.2 Ecuaciones de Gauss y Codazzi. 15



Para todo u∈Γ(TNi) y v ∈Γ(TNj) se tiene que

(Duv)
⊥=(Du

iv) si i= j.

(Duv)
⊥=0 si i� j.

Entonces

α(u, v) =(Duv)
⊥=(D(u1+u2)(v1+ v2))

⊥=(Du1(v1+ v2) +Du2(v1+ v2))
⊥

=(Du1v1+Du1v2+Du2v1+Du2v2)
⊥

=(Du1v1)
⊥+ (Du1v2)

⊥+(Du2v1)
⊥+(Du2v2)

⊥

=(Du1v1)
⊥+ (Du2v2)

⊥=α1(u1, v1)+α(u2, v2).

�

Proposición 1.21. Sean Ll ⊂ Mm ⊂ Nn inmersiones isométricas, X, Y ∈Γ(TL) y
{e1, e2,	 , el} una base ortonormal de TL. Entonces

i. αL,N(X, Y ) =αL,M(X,Y )+αM,N(X, Y )

ii. HL,N =HL,M +
∑

i=1

l
αM,N(ei, ei)

donde HL,N y αL,,N denotan el vector de curvatura media y la segunda forma fundamental
en L inmersa en N, análogamente para HL,M, αL,M, αM,N.

Demostración.

i. Sean D,∇,∇L las conexiones de Levi-Civita de N ,M ,L respectivamente; entonces
por la definición de segunda forma fundamental se tiene que

αL,N(X, Y ) =DXY −∇X
LY , αL,M(X,Y )=∇XY −∇X

LY ,

αM,N(X,Y ) =DXY −∇XY .

Lo cual indica que αL,M(X,Y )+αM,N(X, Y ) =DXY −∇X
LY =αL,N.

ii. La definición de HL,N y el inciso anterior implican que

HL,N =
∑

i=1

l

αL,N(ei, ei) =
∑

i=1

l

(αL,M(ei, ei) +αM,N(ei, ei))

=
∑

i=1

l

αL,M(ei, ei) +
∑

i=1

l

αM,N(ei, ei) =HL,M +
∑

i=1

l

αM,N(ei, ei).

�

Proposición 1.22. El producto de dos variedades totalmente geodésicas es también una
variedad totalmente geodésica.
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Demostración. Sean M1⊆N1, M2⊆N2 variedades totalmente geodésicas con α1 y α2 sus
respectivas segundas formas fundamentales. Sea M =M1 ×M2 ⊆N1 × N2 y α su segunda
forma fundamental. Entonces para todo u, v ∈TM por el Lema 1.20 se tiene

α(u, v) =(α1(u1, v1), α2(u2, v2)) =(0, 0)= 0

por lo tanto α≡ 0. Luego M es totalmente geodésica. �

1.3 Campos Cerrados y Conformes
Definición 1.23. Sean N variedad riemanniana y D su conexión. Un campo vectorial
Z ∈ Γ(TN) es llamado cerrado y conforme si satisface que DXZ = ϕX para todo
X ∈Γ(TN), donde ϕ es una función diferenciable definida sobre N.

Ahora considérese superficies en espacios modelo Qc
3 con curvatura seccional constante

c = 1, −1, donde Qc
3 es conexo, simplemente conexo y completo. Lo que a continuación se

hará es describir los campos cerrados y conformes en Qc
n, que se usarán posteriormente.

Para esto hay que considerar inmersiones isométricas de Sn en el espacio euclidiano
Rc
n+1

6 Rn+1 (si c = 1) y una inmersión isométrica de Hn en el espacio de Minkowski ó
Rc
n+1:Ln+1 de dimensión cuatro (si c=−1). Es necesario aclarar que Rc

n+1 tiene la métrica
riemanniana estándar si c = 1 ó la métrica lorentziana si c = −1, la cual está dada por
〈u,v〉=u1v1+u2v2+	 .+ cun+1vn+1. La inmersión de Qc

n en Rc
n+1 está dada por la inclusión

de puntos x=(x1, x2,	 , xn+1)∈Rc
n+1 tales que 〈x, x〉= c.

Sean D y ∇ las conexiones de Levi-Civita de Rn+1 y Qc
n respectivamente. Finalmente,

denótese por En+1 el campo vectorial constante en Rc
n+1 con valor constante (0, 0, 	 , 1).

Resulta claro que este campo vectorial paralelo satisface que 〈En+1, En+1〉 = c. Con la
inmersión antes mencionada, se define el campo vectorial Z sobre Qc

n como la componente
tangente de En+1 en Qc

n, es decir,

(5). Z(x): =En+1(x)− c〈En+1(x), x〉x

Por último hay que observar que la posición del vector x es ortogonal a la inmersión de Qc
n

descrita con anterioridad y 〈x, x〉= c.

Proposición 1.24. Bajo la construcción anterior, Z es un campo cerrado y conforme en
Qc
n que satisface ∇XZ = ϕX, para todo campo X en Qc

n y donde ϕ6 −〈En+1(x), x〉 es una
función sobre Qc

n. Más aún c|Z |2+ ϕ2=1 y en particular ∇Xϕ=−c〈X,Z 〉.

Demostración. Por la ecuación (5) se tiene que

∇XZ = (DXZ)
⊤=(DX(〈En+1(x), x〉x))

⊤

= −(〈En+1(x),X 〉x−〈En+1(x), x〉X)⊤

= −〈En+1(x), x〉X = ϕX.

Finalmente

|Z |2 = 〈Z,Z 〉= 〈En+1(x) + cϕx,En+1(x)+ cϕx〉

= 〈En+1(x), En+1(x)〉+2cϕ〈En+1(x), x〉+ ϕ2〈x, x〉

= c− 2cϕ2+ cϕ2= c− cϕ2.
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Dado que c=1,−1, entonces se puede multiplicar por c y se obtiene c|Z |2+ϕ2=1. Derivando
la ecuación anterior en la dirección de X se obtiene:

0 =cDX |Z |2+2ϕDXϕ =cDX 〈Z,Z 〉+2ϕDXϕ

=2c〈DXZ,Z 〉+2ϕDXϕ =2cϕ〈X,Z 〉+2ϕDXϕ.

Por último, de la ecuación 2cϕ〈X,Z 〉+2ϕ(DXϕ) = 0, se deduce que DXϕ=−c〈X,Z 〉. �

Definición 1.25. Sea N variedad riemanniana y D su conexión. Un campo vectorial Z ∈
Γ(TN) es llamado cerrado si la forma θ(X)= 〈Z,X 〉 es cerrada, es decir si dθ=0.

Corolario 1.26. Sea Nm+1 una variedad riemanniana dotada con un campo Z cerrado,
entonces para todo X1, X2∈Γ(TN) se satisfacen los siguientes enunciados:

i. 〈DX1
Z,X2〉− 〈DX2

Z,X1〉=0.

ii. Para p� 0∈N, definiendo Zp
⊥= {X ∈TpN |〈Z(p),X 〉=0} se tiene que para todo X1,

X2∈Zp
⊥, [X1, X2]∈Zp

⊥.

Demostración. Sea p� 0∈N .

i. Al desarrollar dθ se obtiene que

dθ(X1, X2)= DX1
(θ(X2))−DX2

(θ(X1))− θ([X1, X2])

= DX1
〈Z,X2〉−DX2

〈Z,X1〉− 〈[X1, X2], Z 〉

= 〈DX1
Z,X2〉+ 〈Z,DX1

X2〉− 〈DX2
Z,X1〉− 〈Z,DX2

X1〉− 〈DX1
X2, Z 〉

+〈DX2
X1, Z 〉

= 〈DX1
Z,X2〉− 〈DX2

Z,X1〉.

Dado que Z es cerrado se tiene que dθ=0, es decir, 〈DX1
Z,X2〉− 〈DX2

Z,X1〉=0.

ii. Como X1,X2∈Zp
⊥ entonces 〈DXi

Xj , Z 〉=−〈DXi
Z,Xj〉 para i� j. Lo cual implica

〈[X1,X2], Z 〉 =〈DX1
X2, Z 〉− 〈DX2

X1, Z 〉 =〈DX2
Z,X1〉− 〈DX1

Z,X2〉.

El inciso anterior implica que 〈[X1, X2], Z 〉=0, es decir [X1,X2]∈Zp
⊥. �

Definición 1.27. Sean B y F variedades semi-riemannianas y f > 0 una función suave
sobre B. El producto alabeado M =B×fF es la variedad producto B×F con la métrica

alabeada definida como

g=π∗(gB)+ (f ◦π)2σ∗(gF)

donde gB, gF son las respectivas métricas de B y F, y π, σ son las proyecciones en B y F
respectivamente.

A la variedad B se le llama base de M y a F la fibra.

En otras palabras, si X es tangente a B×F en (p, q) entonces la métrica alabeada es de
la forma

〈X,X 〉 = 〈X1, X1〉B+ f 2(p)〈X2,X2〉F ,
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donde X= ( X1, X2 ) y cada entrada representa la parte de X tangente a B y a F

respectivamente.
Si f =1, entonces B ×fF es simplemente una variedad producto semi-riemanniano.

Observación 1.28. Es importante resaltar que las fibras {p} × F = π−1 (p) y las hojas
B × {q} = σ−1 (q) son subvariedades semi-riemannianas de M y la métrica alabeada tiene
las siguientes características:

• Para cada q ∈F , la aplicación π |B×{q} es una isometría sobre B.

• Para cada p∈B, la palicación σ |{p}×F es una homotecia positiva sobre F , con factor
escalar 1

f(p)
.

• Para cada (p, q)∈M , la hoja B ×{q} y la fibra {p}×F son ortogonales en (p, q).

Ejemplo 1.29. Las superficies de revolución son ejemplos de productos alabeados, donde
las hojas son las posiciones al rotar la curva y las fibras son los círculos de revolución.

Para ver un caso un poco más particular tómese C una curva en el plano y rótela alrededor
del eje y en R3. Sea f :C� R+ la función que asigna la distancia de un punto de C al eje
y. Entonces M =C ×f S

1(1).

Definición 1.30. Sea c un entero tal que 16 c6m. Una distribución D de dimensión
c sobre una variedad Mm, es una elección de un subespacio D(d) de dimensión c de M para
cada d∈M.

D es suave si para cada d ∈M existe una vecindad U de m y c-campos X1, 	 , Xc de
clase C∞ sobre U que generan a D para cada punto de U. Un campo X sobre M se dice que
pertenece a la distribución D (X ∈D) si Xd∈D(d) para cada d∈M.

Una distribución suave D es llamada involutiva (ó completamente integrable) si
[X,Y ]∈D cuando X,Y son campos suaves que yacen en D.

Definición 1.31. (véase [9]) Sean Mm una variedad y F = {Fα} una partición de M

en subconjuntos ajenos y conexos por trayectoria. Entonces F es llamada una foliación

de M de codimensión c (0 < c < m) si existe una cubierta de M de subconjuntos abiertos
U y un homeomorfismo h: U� Rm que manda a cada componente Fα ∩ U � φ en una
traslación paralela del hiperplano estándar Rm−c en Rm. Cada Fα es llamada una hoja de

la foliación.

Teorema 1.32. (véase [10]) Sean U ⊂Rn un conjunto abierto y X ∈C1(U ,Rn).

1. Dados x0∈U, t0∈R, existen ε > 0 y α: (t0− ε, t0+ ε)� U una única solución a la
ecuación diferencial x′=X(x) que satisface α(t0)= x0.

2. Para cada x ∈ U, sea J(x) el intervalo maximal donde está definida una solución a
la ecuación diferencial del inciso anterior, que se escribirá como ϕt(x)= ϕ(t, x), con
ϕ(0, x)=x. Entonces el conjunto Ω= {(t, x):x∈U , t∈J(x)} es abierto y la función
ϕ: Ω� U es de clase C1.

3. Si se satisfacen dos de las condiciones t∈J(x), t+ s∈J(x), s∈J(ϕt(x)), entonces se
satisface la tercera y en tal caso ϕt+s(x)= ϕs(ϕt(x)).
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Definición 1.33. La función ϕ: Ω� U dada por el Teorema 1.32 se llama el flujo local

definido por el campo vectorial X ∈C1(U ,Rn). Para cada x∈U, la derivada A(t) =Dϕt(x)
satisface la ecuación diferencial A ′(t) = DX(ϕt(x))A(t) como la primera variación de la
ecuación diferencial x′=X(x).

Definición 1.34. Una inmersión isométrica f : Mm
� Nm+p es llamada umbílica en

x0 ∈ M si Aξ = λξI para todo ξ ∈ Tx0M
⊥. Si M es umbílica en todo punto es llamada

totalmente umbílica.

Algunos resultados importantes acerca de los campos cerrados y conformes se enuncian
a continuación. (véase [7])

Teorema 1.35. Sea Nn variedad Riemanniana, Z � 0 un campo cerrado y conforme en N.
Entonces

i. Z define una distribución Z⊥ de dimensión n− 1, la cual consiste en tomar en cada
punto el complemento ortogonal de Z⊥. Esta distribución es integrable y cada hoja
de la foliación correspondiente es totalmente umbílica en N.

ii. Las funciones |Z | y ϕ son constantes alrededor de cada hoja de la foliación.

iii. Sea L una componente conexa de una hoja de la foliación determinada por Z y Ψ
t
el

flujo local de Z, entonces en un intervalo abierto I⊂R la expresión ρ(t)= |ZΨt(p)|, con
p∈L, no depende de un valor particular de p y N es localmente isométrica a I ×ρL.
Con lo cual un campo cerrado y conforme Z puede ser escrito como: Z= |Z |∂t= ρ∂t;
donde ∂t es el levantamiento a N del campo canónico tangente a I.

Demostración. Sea E=
Z

|Z |
definida en N −{p∈N :Z(p)=0}. Sea ∇̄ la conexión de Z⊥(p),

donde p es un punto del dominio de definición de E.

i. Primero obsérvese que se satisfacen las siguientes igualdades:

∇̃ Z

|Z |

Z

|Z |
=

1

|Z |

(

∇̃Z
Z

|Z |

)

=
1

|Z |

(

|Z |∇̃ZZ −Z ∇̃Z |Z |

|Z |2

)

=
1

|Z |

(

|Z |∇̃ZZ −Z
(

∇̃Z |Z |
)

|Z |2

)

=
1

|Z |





|Z |ϕZ −Z
ϕ〈Z,Z 〉

|Z |

|Z |2





=
1

|Z |

(

ϕZ

|Z |
−
ϕZ

|Z |

)

=0

Es decir ∇̃EE=0. Por otro lado, al derivar 1

|Z |
en la dirección de v, para todo v∈TZp⊥

se obtiene lo siguiente:

∇̃v
1

|Z |
= −

∇̃v |Z |

|Z |2
=−

ϕ〈v, Z 〉

|Z |3
.
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Si v ∈Z⊥(p), entonces〈v, Z 〉=0, lo cual implica que ∇̃v
1

|Z |
=0. Ahora se derivará E

en la dirección v, con v ∈Z⊥(p)

∇̃vE =
|Z |∇̃vZ −Z ∇̃v |Z |

|Z |2
=

|Z |ϕv

|Z |2
=

ϕ

|Z |
v.

Recordando que E es un normal para Z⊥(p), se tiene que ∇̃vE = −AEv =
ϕ

|Z |
v. Lo

cual implica que Z⊥(p) es totalmente umbílica.

ii. Por el inciso anterior para todo v ∈ Z⊥(p) se cumple que ∇̄v |Z |= 0, es decir |Z | es
constante a lo largo de Z⊥(p).

Sea {Y1, 	 , Yn} base ortonormal local de TN , de la definición de divergencia se
tiene que

divZ =
∑

i=1

n

〈DYiZ, Yi〉 =
∑

i=1

n

〈ϕYi, Yi〉=
∑

i=1

n

ϕ|Yi|
2= ϕn.

Despejando ϕ se obtiene que ϕ=
1

n
divZ.

Por otro lado de la definición de campo gradiente se tiene para todo Y ∈TN que

〈grad|Z |2, Y 〉 =DY |Z |2 =DY 〈Z,Z 〉=2〈DYZ,Z 〉=2ϕ〈Y ,Z 〉= 〈Y , 2ϕZ 〉.

Lo cual implica que grad |Z |2=2ϕZ .
Calculando el hessiano de la función |Z |2 para todo X,Y ∈TN se tiene que

(Hess|Z |2)(X, Y ) =〈DX(2ϕZ), Y 〉 =〈2ϕDXZ, Y 〉+ 〈2ZDXϕ, Y 〉

=2ϕ2〈X,Y 〉+2DXϕ〈Y ,Z 〉.

Lo cual implica que (Hess|Z |2)(X, Y )− 2ϕ2〈X, Y 〉=2DXϕ〈Z, Y 〉.
Dado que Hess y 〈, 〉 son tensores simétricos se tiene que la ecuación anterior es

equivalente a la siguiente: (Hess|Z |2)(Y ,X)− 2ϕ2〈Y ,X 〉=2DXϕ〈Z,X 〉. De lo cual
se deduce que DXϕ〈Z, Y 〉=DYϕ〈Z,X 〉.

Como 〈v,Z 〉=0 y tomando Y =Z y X = v, se tiene que Dvϕ〈Z,Z 〉=Dvϕ〈Z, v〉,
entonces Dvϕ|Z |2=0, lo cual implica que Dvϕ=0. Es decir ϕ es constante a lo largo
de Z⊥(p).

iii. Sea p∈N −{p∈N :Z(p)=0} y L una componente conexa de una hoja de la foliación
determinada por Z que pasa por p. Hay una vecindad Vp del punto p en L y un
intervalo abierto I ⊂ R que contiene al cero y tal que el flujo local de Z: Ψt está
definido sobre Vp para todo t∈ I. Entonces se puede definir la aplicación

ψ: I ×Vp � M

(t, q) � Ψt(q)

para q ∈Vp. Entonces

(dψ)(t,q)(1, 0)=EΨt(q) y (dψ)(t,q)(0, U) = (dΨt)(q) (U),

donde q ∈Vp y U ∈TqL. Entonces se tiene lo siguiente:

〈(dψ)(t,q)(1, 0), (dψ)(t,q)(0, U)〉=0; |(dψ)(t,q)(1, 0)|=1; |(dψ)(t,q)(0, U)|= µ(t, q)|U |,
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donde µ es una función positiva definida para q ∈L :

µ(t, q) =
|ZΨt(q)|

|Xq |
.

Considerando la aplicación ψ definida sobre el producto I × Vp con la métrica
πI
∗(ds2) + |Zψ |

2πV
∗ g, donde πI y πV denotan las proyecciones de I × Vp en las

respectivas componentes, g =
(

1

|Zp|

)

gp y gp la métrica inducida por 〈, 〉 sobre L,

se tiene que en cada punto de N hay una vecindad que es isométrica al producto
alabeado I ×ρ Vp, donde ρ = |ZΨt(p)|, t ∈ I. Más aún, en esta representación local
de la variedad M , el campo Z está dado de la siguiente manera: Z = |Z |∂t = ρ∂t,
donde ∂t es el levantamiento a N del campo canónico tangente a I.

�

1.4 Subvariedades umbílicas

Lema 1.36. Sea f : Mm
� Nm+p una inmersión isométrica. Entonces los siguientes

enunciados son equivalentes:

i. f es umbílica en x0∈M,

ii. Aξ=m〈H(x0), ξ〉I , ξ ∈Tx0M
⊥,

iii. α(X, Y ) =m〈X,Y 〉H(x0), X, Y ∈Tx0M.

Demostración. Sea {E1,	 ,Em} un marco ortonormal de Tx0M , X,Y ∈Tx0M y ξ∈Tx0M
⊥.

i⇒ ii. Dado que f es umbílica AξX =λξX. Entonces

AξX =
∑

s=1

m

λξX =
∑

s=1

m

〈λξEs, Es〉X =
∑

s=1

m

〈AξEs, Es〉X =
∑

s=1

m

〈α(Es, Es), ξ〉X

= m〈H(x0), ξ〉X.

ii⇒ iii. Del hecho que Aξ=m〈H(x0), ξ〉I se deduce lo siguiente:

〈α(X,Y ), ξ〉 =〈AξX, Y 〉 =m〈H(x0), ξ〉〈X,Y 〉.

Lo cual implica que α(X,Y )=m〈X, Y 〉H(x0).

iii⇒ i. Dado que α(X,Y )=m〈X,Y 〉H(x0) para todo X, Y ∈Tx0M , se tiene que

AξX =
∑

i=1

m

〈AξX,Ei〉Ei=
∑

i=1

m

〈α(X,Ei), ξ〉Ei=m〈H(x0), ξ〉
∑

i=1

m

〈X,Ei〉Ei

= =m〈H(x0), ξ〉X.

Luego f es umbílica. �

Observación 1.37. En los espacios modelos S3, H3 y R3 las superficies umbílicas completas
son las esferas de dimensión 2 y los planos.
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Notación 1.38. Nc denotará una variedad riemanniana con curvatura seccional constante
c.

Proposición 1.39. (véase [3]) Si f :Mm
� Nc

m+p con n>2, es umbílica, entonces f tiene
vector de curvatura media paralelo y el tensor de curvatura media normal R⊥ se anula.

Demostración. Sean X,Y ,Z ∈Γ(TM ), por el Lema 1.36 se tiene

(∇X
⊥α)(Y ,Z) = ∇X

⊥α(Y , Z)−α(∇XY , Z)−α(Y ,∇XZ)

= ∇X
⊥(〈Y , Z 〉H)− 〈∇XY , Z 〉H − 〈Y ,∇XZ 〉H

= 〈Y , Z 〉∇X
⊥H.

Por la ecuación de Codazzi para el caso de curvatura seccional constante se tiene

〈X,Z 〉∇Y
⊥H = 〈Y , Z 〉∇X

⊥H.

Eligiendo Y =Z ortogonal a X, se tiene que

0 = 〈Z,Z 〉∇X
⊥H.

Luego f tiene vector de curvatura media paralelo.
Por otro lado, para todo X,Y ∈Γ(TM) y ξ∈Γ(TM⊥) de la ecuación de Ricci se tiene que

R⊥(X,Y )ξ =α(X,AξY )−α(AξX, Y ) =〈X,AξY 〉H −〈AξX,Y 〉H =0.

Es decir R⊥=0. �
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Capítulo 2

Superficies con dirección principal
canónica.

Introducción.
Con sólo observar el título de este capítulo y siguiendo el protocolo, surge en principio

una duda: ¿cuándo una superficie tiene dirección principal canónica? Pregunta en la cual
se centra dicho capítulo, tratando de abordarla no sólo como otro concepto más, si no con
curiosos resultados que nos dan condiciones necesarias para satisfacer tal propiedad, así
como un Teorema de equivalencias a cargo de E. Garnica, O. Palmas y G. Ruiz-Hernández
[6]. También se encontrará con la explicación de lo que quiere decir que una superficie tenga
ángulo constante relativo a un campo dado y algunas condiciones necesarias y suficientes
para que una superficie sea totalmente umbílica, con lo cual damos respuesta a la primer
interrogante de la investigación.

De esta forma continuamos avanzando sobre el camino dorado, intentando conquistar un
territorio más del saber y adentrándonos a un mundo donde los conceptos y formas adquieren
un mejor sentido.

2.1 Hipersuperficies con dirección principal canónica.

Definición 2.1. Sean N una variedad riemanniana, M hipersuperficie orientable de N y Z
un campo vectorial en X(N). Se dice que M tiene dirección principal canónica relativa
a Z si la proyección de Z en el espacio tangente de M es una dirección principal.

Ejemplo 2.2. Sean N = R3 y Z un campo vectorial constante unitario. Se dará una
parametrización de una superficie M de N con dirección principal canónica relativa a Z .

Primero, hay que fijar un plano P que sea ortogonal a Z, γ = γ(s) una curva en P

parametrizada por longitud de arco y η un campo vectorial unitario en X(P ) normal a γ.
Además hay que fijar una curva β(t) = (f(t), g(t)) también parametrizada por longitud de
arco con un plano de dimensión 2.

Considérese la superficie M parametrizada así

ϕ(s, t) = γ(s)+ f(t)η(s) + g(t)Z.

Obsérvese que las derivadas parciales ϕt y ϕs están dadas por

ϕt =f ′(t)η(s)+ g ′(t)Z

ϕs =γ ′(s)+ f(t)η ′(s) =(1− f(t)k(s))γ ′(s),
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donde k(s) representa la curvatura de γ en s.
Para concluir se usará la fórmula de Serret-Frenet y el hecho que γ es curva plana.
Obsérvese que ϕt y ϕs son ortogonales. Tomando vectores unitarios a lo largo de esas

direcciones se puede calcular la proyección de Z sobre el plano tangente de M , con lo que
se tiene

〈Z, ϕt〉ϕt+ 〈Z, γ ′(s)〉γ ′(s) = g ′(t)ϕt.

Suponiendo que g(t) no se anula se probará que ϕt es una dirección principal de M .
Nótese que un campo vectorial unitario ξ normal a M está dado por

ξ(s, t) = −g ′(t)η(s)+ f ′(t)Z.

Usando el hecho que f ′f ′′+ g ′g ′′=0, se puede ver que la derivada parcial con respecto a t es

ξt =−g ′′(t)η(s) + f ′′(t)Z =
f ′′(t)
g ′(t)

(f ′(t)η(s)+ g ′(t)Z)=
f ′′(t)
g ′(t)

ϕt.

La ecuación anterior implica que ϕt es una dirección principal de M .
El cálculo arriba establecido da una expresión para la curvatura principal de M en la

dirección de ϕt. Para la otra curvatura principal sólo hay que observar que

ξs =−g ′(t)η ′(s) =g ′(t)k(s)γ ′(s).

Es decir, las curvaturas principales λ y µ de una superficie M parametrizada por

ϕ(s, t) = γ(s)+ f(t)η(s) + g(t)Z.

están dadas por

λ=
f ′′(t)

g ′(t)
y µ=

g ′(t)k(s)

1− f(t)k(s)
.

Por ejemplo, considerando que γ(s) sea un círculo (k=1) y con la restricción adicional que
M sea una superficie mínima (i.e.λ+ µ=0). Entonces las funciones f y g están dadas por

f(t) = cosh (senh−1(t)) + 1

g(t) = senh−1(t),

las cuales resultan ser la parametrización de la superficie catenaria. Con lo cual M es el
catenoide en R3.

Definición 2.3. Se dice que una hipersuperficieM de N tiene ángulo constante relativo a

Z si dado Z ∈Γ(TN) se cumple que para todo p∈M el ángulo entre Z(p) y TpM es constante.

Sea N una variedad riemanniana, M hipersuperficie orientable de N y ξ un campo
vectorial unitario normal a M . Sea Z ∈ X(N) un campo vectorial cuya restricción a M es
transversal a ξ.

Notación 2.4. Z⊤=Z −〈Z, ξ〉ξ y T =
Z⊤

|Z⊤|
.
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Observación 2.5. En tal caso, M tiene ángulo constante si
〈

Z

|Z |
, T
〉

es constante.

Notación 2.6. Sea h:M� R la restricción de la proyección π: I ×ρB� I en M, la cual
existe por el Teorema 1.35, ya que afirma que N es localmente isométrica a I ×ρB.

Teorema 2.7. (Véase [6])Sea N una variedad riemanniana que admite un campo cerrado y
conforme Z, M una hipersuperficie orientable de N. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

i. M tiene una dirección principal canónica relativa a Z.

ii. El ángulo θ entre Z y ξ es constante a lo largo de las direcciones tangentes a M y
ortogonales a T.

Más aún, si se considera un subconjunto abierto de N que sea isométrico a un
producto alabeado I×ρB y θ�

π

2
, las condiciones anteriores también son equivalentes

a las siguientes:

iii. Las curvas integrales de T son geodésicas en M.

iv. La norma del gradiente de h, es constante alrededor de sus curvas de nivel.

v. La norma del gradiente de F, es constante alrededor de sus curvas de nivel.

Demostración. Sean D la conexión de N y ∇ la de M . Lo que primero hay que observar
es que Z puede ser descompuesto como Z = |Z |(senθT + cosθξ), donde θ denota el ángulo
entre Z y ξ. Sea X ∈X(M ), entonces

DXZ = DX |Z |(senθT + cosθξ) + |Z |[DX(senθT + cosθξ)]

= DX |Z |(senθT + cosθξ)+ |Z |[(senθ(DXT )+(DXsenθ)T + cosθ(DXξ)+(DXcosθ)ξ)].

Del hecho que Z es cerrado y conforme se tiene que existe ϕ:N� R tal que DXZ = ϕZ

para toda X ∈Γ(TN). Luego la ecuación anterior se transforma en

ϕX = DX |Z |(senθT + cosθξ) + |Z |(senθ(DXT )+(DXsenθ)T + cosθ(DXξ)+(DXcosθ)ξ).

Tomando la parte tangente de la ecuación arriba mencionada se obtiene

(6). ϕX =DX |Z |(senθ )T + |Z |(senθ(∇XT ) +(DXsenθ)T − cosθ(AξX) ).

Tomando la parte normal de la misma ecuación se obtiene

(7). 0=DX |Z |(cosθ)ξ+ |Z |(senθα(X,T ) + (DXcosθ)ξ).

Bajo el supuesto de que X ∈X(M) es ortogonal a T , se tiene que

〈X,Z 〉= |Z |(senθ〈X, T 〉+ cosθ〈X, ξ〉) = 0.

Lo cual implica que X es ortogonal a Z.
Por el Teorema 1.35 |Z | es constante en la dirección de X, es decir DX |Z |=0.
Por otro lado, haciendo producto de (7) con ξ, se obtiene

0= |Z |senθ〈α(X,T ), ξ〉+ |Z |DXcosθ.

2.1 Hipersuperficies con dirección principal canónica. 27



Dado que DXcosθ = −senθDXθ, entonces 0 = |Z |senθ(α(X, T ), ξ) − X · θ. Es decir:
0= senθ(〈α(X,T ), ξ〉−DXθ). Del hecho que θ∈ (0, π) se deduce que 〈α(X,T ), ξ〉−DXθ=0,
ó lo que resulta similar 〈AξT ,X 〉=DXθ.

Ahora se analizarán las implicaciones siguientes:

i)⇒ii). Suponga que T es dirección principal, entonces existe λ∈R tal que AξT = λT .
Lo cual implica que X · θ = λ〈T , X 〉 = 0. Luego θ es constante en las direcciones
tangentes a M .

ii)⇒i). Suponga que X · θ = 0 para todo X en X(M) y que 〈X, T 〉 = 0. Entonces
〈AξT , X 〉= 0, lo cual implica que AξT no tiene componente ortogonal a X, es decir
existe λ∈R tal que AξT = λT .

i)⇒iii). Suponga que existe λ∈R tal que AξT =λT entonces derivando Z en la dirección
de T se obtiene

ϕT = senθ(DT |Z |)T + |Z |[(DTsenθ)T + senθ∇TT − cosθAξT ].

Ahora, bajo el supuesto de que θ� π

2
se tiene que cosθ� 0. Entonces ∇TT = βT , para

algún β ∈R. Como 〈∇TT ,T 〉=0, se tiene que ∇TT =0, lo cual implica que las curvas
integrales de T son geodésicas en M .

iii)⇒i). Suponiendo que las curvas integrales de T son geodésicas en M , se tiene que
∇TT =0. Suponiendo además que θ� π

2
y derivando a Z en la dirección de T , se tiene

que AξT =λT para algún λ∈R; es decir T es una dirección principal.

iv)⇔v). Sea t el sistema de coordenadas estándar en I ⊆ R, entonces ∂t denotará el
campo tangente a I que corresponde al levantamiento a N . Considerando a M como
la gráfica de una función F :B� I se tiene que un marco tangente aM es el siguiente:

Ei= 〈∇BF , ei〉B∂t+ ei ∈T(F (x),x)M.

Donde ei denota el levantamiento a N de un marco tangente a B, ∇B y 〈, 〉B la
conexión y la métrica en B, respectivamente.

Sea ξ=(ρ ◦F )2∂t−∇BF . Hay que observar que

〈ξ, Ei〉N =〈∇BF , ei〉B(ρ ◦F )2−〈∇BF , ei〉B〈∂t,∇BF 〉N +(ρ ◦F )2〈∂t, ei〉N − 〈ei,∇BF 〉N

=(ρ ◦F )2〈∇BF , ei〉B−〈ei,∇BF 〉N.

Dado que ∇BF y ei son tangentes a B se tiene que 〈∇BF , ei〉N =(ρ◦F )2〈∇BF , ei〉B.
Es decir, el campo ξ definido anteriormente es normal a M .

Sea h:M� R la función definida por h(F (x), x)=F (x). Sea β una curva en B
tal que ei(β(s))= β ′(s) para todo s∈ I, sea α(s)= ((F ◦ β)(s), β(s)) el levantamiento
a N . Entonces

〈Ei,∇Mh〉M =Ei(h) =
∂

∂s
(h ◦α)= h((F ◦ β)(s), β(s))=

∂

∂s
(F ◦ β) = ei(F ).

De aquí que 〈∇Mh,Ei〉= ei(F ) = 〈∇BF , ei〉B.
Por otro lado 〈∇BF , ei〉B = 〈∂t, Ei〉= 〈∂tT , Ei〉, es decir, el gradiente ∇Mh es la

componente tangente a M de ∂t, la cual se puede calcular como ∂t− 〈∂t, ξ〉

〈ξ, ξ〉
ξ.
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Al analizar cada término de la ecuación anterior se obtiene

〈∂t, ξ〉N = 〈0,−∇BF 〉B(ρ ◦F )+ 〈∂t, (ρ◦F )2∂t〉=(ρ◦F )2

〈∂t, ξ〉N ξ=(ρ ◦F )4∂t− (ρ◦F )2∇BF

〈ξ , ξ〉N = 〈∇BF ,∇BF 〉B(ρ◦F )+ 〈(ρ◦F )2∂t, (ρ◦F )∂t〉= |∇BF |B
2 (ρ◦F )2+(ρ◦F )4

〈ξ , ξ〉∂t = |∇BF |B
2 (ρ◦F )2∂t+ (ρ◦F )4∂t.

Luego

∂t−
〈∂t, ξ〉

〈ξ , ξ〉
ξ =

|∇BF |B
2 (ρ◦F )2∂t+ (ρ◦F )4∂t− (ρ ◦F )4∂t+(ρ ◦F )2∇BF

|∇BF |N
2 (ρ ◦F )2+(ρ ◦F )4

=
(ρ ◦F )2[|∇BF |B

2 ∂t+∇BF ]

(ρ ◦F )2[|∇BF |B
2 + (ρ◦F )2]

=
|∇BF |2∂t+∇BF

|∇BF |B
2 +(ρ◦F )2

.

De aquí que

|∇Mh|
2 =〈∇Mh,∇Mh〉M =

|∇F |4+ |∇F |2(ρ ◦F )2

(|∇F |2+(ρ◦F )2)2
=
|∇F |2(|∇F |2+ (ρ◦F )2)

(|∇F |2+(ρ ◦F )2)2

=
|∇F |2

|∇F |2+ (ρ ◦F )2
.

De donde

|∇F |2 =
|∇h|2(ρ◦F )2

1− |∇h|2
.

De lo anterior se deduce que las curvas de nivel de F corresponden a curvas de nivel
de h y que |∇F |2 es constante a lo largo de las curvas de nivel de F si y sólo si |∇h|2

es constante a lo largo de las curvas de nivel de h.

iii)⇔iv). Si T =
∇h

|∇h|
, entonces ∇TT =0 si y sólo si

0=∇ ∇h

|∇h|

∇h

|∇h|
=

1

|∇h|
∇∇h

∇h

|∇h|
=

1

|∇h|

(

∇∇h

(

1

|∇h|

)

∇h

)

+
1

|∇h|2
(∇∇h∇h),

lo que ocurre sólo si ∇∇h∇h= β∇h, para algún β ∈R.
Por otro lado, para todo Y ∈X(M ) que satisface 〈Y ,∇h〉=0 se tiene que

Y |∇h|2=∇Y 〈∇h,∇h〉=2〈∇Y∇h,∇h〉;

0=∇∇h〈∇h, Y 〉= 〈∇∇h∇h, Y 〉+ 〈∇∇hY ,∇h〉.

Dado que 0= [∇h, Y ] =∇∇hY −∇Y∇h, entonces ∇∇hY =∇Y∇h.
Luego Y |∇h|2=2〈∇∇hY ,∇h〉=−2〈∇∇h∇h, Y 〉.
Por lo tanto Y |∇h|2= 0 si y sólo si ∇∇h∇h= β∇h para algún β ∈R y por otro

lado como Y |∇h|2=0 si y sólo si |∇h| es constante a lo largo de las curvas de nivel
de h, de aquí se deduce que las curvas integrales de T son geodésicas en M si y sólo
si |∇h| es constante a lo largo de las curvas de nivel de h. �
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Corolario 2.8. (véase [5])Sea N una variedad Riemanniana que admite un campo cerrado y
conforme Z,M una hipersuperficie orientable de N con ángulo constante θ∈

(

0,
π

2

]

. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

i. T =
Z⊤

|Z⊤|
es una dirección principal de M con

AξT =















(

DT |Z |(senθ)− ϕ

|Z |cosθ

)

T Para θ∈
(

0,
π

2

)

.

0 Para θ=
π

2

ii. Las curvas integrales de T son geodésicas de M.

Demostración. Si θ ∈
(

0,
π

2

)

, de la ecuación

ϕX =DX |Z |(senθ )T + |Z |(senθ(∇XT )+DX(senθ)T − cosθ(AξX) )

para X =T se tiene que

ϕT =DT |Z |(senθ )T + |Z |(senθ(∇TT )+(DTsenθ)T − cosθ(AξT ) ).

Como θ es constante entonces DTsenθ=0, entonces

ϕT =DT |Z |(senθ )T + |Z |(senθ(∇TT )−cosθ(AξT ) ).

Despejando AξT de la ecuación anterior se tiene que

(5). AξT =
DT |Z |(senθ )T + |Z |senθ(∇TT )−ϕT

|Z |cosθ
.

i⇒ ii. Como T es dirección principal de M , de la ecuación (5) se tiene que ∇TT =λT ,
pero del hecho que 〈∇TT , T 〉=0 se deduce que ∇TT =0. Luego las curvas integrales
de T son geodésicas de M .

Si θ= π

2
entonces de la ecuación

0=DX |Z |(cosθ)ξ+ |Z |(senθα(X,T ) + (DXcosθ)ξ)

se deduce que 0= |Z |α(X, T ), lo que implica que

0= 〈α(X,T ), ξ〉= 〈AξT ,X 〉

para todo X ∈Γ(TM), es decir AξT =0.
Por otro lado de la ecuación Z = |Z |(senθT + cosθξ) se tiene que Z = |Z |T ,

derivando esta ecuación en la dirección de T se obtiene que

DTZ =(DT |Z |)T + |Z |DTT .

Tomando la parte tangente de la ecuación anterior se tiene

ϕT = (DT |Z |)T + |Z |∇TT .

Lo cual implica que ∇TT = λT , pero como 〈∇TT , T 〉= 0 se tiene que ∇TT = 0. Así
las curvas integrales de T son geodésicas.
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ii⇒ i. El caso donde θ∈
(

0,
π

2

)

es justo la implicación iii⇒ i del Teorema 2.7. Para el
caso donde θ= π

2
se hace producto con ξ a la ecuación DXZ=(DX |Z |)T + |Z |α(X,T )

para todo X ∈ Γ(TM), con lo que resulta que 0 = |Z |〈AξT , X 〉, es decir AξT = 0, lo
que implica que T es una dirección principal. �

Proposición 2.9. Sea M 2 una hipersuperficie de N 3, Z un campo cerrado y conforme en
N y f :N� R diferenciable en N. Si f es constante en las direcciones ortogonales a Z y
además f 〈Z, ξ〉 es constante, entonces M es una superficie con dirección principal canónica
relativa a Z.

Demostración. Obsérvese que como f 〈Z, ξ〉= c, con c una constante, entonces 〈Z, ξ〉= c

f
.

Del hecho que f es constante en las direcciones ortogonales a Z, se tiene que 〈Z, ξ〉 es

constante en las direcciones tangentes a M y ortogonales a T =
Z⊤

|Z⊤|
. Luego por el Teorema

2.7 M tiene dirección principal canónica relativa a Z. �

2.2 Relación entre superficies totalmente umbílicas y
campos cerrados y conformes.

Lema 2.10. Sea N una variedad Riemanniana, M hipersuperficie de N, Z un campo cerrado
y conforme en N. La proyección de Z en M es también un campo cerrado y conforme en M
si y sólo si M es totalmente umbílica.

Demostración.

⇒). Suponga que la proyección de Z en M es un campo cerrado y conforme en M , sea
X ∈Γ(TM), entonces X ∈Γ(TN) y

∇XZ
⊤ =(DXZ

⊤)⊤= (DX(Z −〈Z, ξ〉ξ))⊤ =(ϕX + 〈Z,AξX 〉ξ+ 〈Z, ξ〉AξX)⊤

=ϕX + 〈Z, ξ〉AξX.

Para ϕ: N � R , la función de la definición de Z en N . Por otro lado, de las
propiedades de Z se tiene que ∇XZ=λX para λ:M� R la función de la definición
de Z en M . De aquí que

AξX =
(λ− ϕ)

〈Z, ξ〉
X.

Es decir Aξ=
(λ− ϕ)

〈Z, ξ〉
I, lo cual implica que M es totalmente umbílica.

⇐). Suponga que M es totalmente umbílica, entonces Aξ = βI para β: M � R.
Entonces para X ∈Γ(TM) por el inciso anterior se tiene ∇XZ

T = ϕX+ 〈Z, ξ〉AξX.

Luego ∇XZ
T =(ϕ+ 〈Z, ξ〉β)X. Es decir ZT es cerrado y conforme en M . �
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Capítulo 3

Hipersuperficies con curvatura media
constante.

Introducción.
Es este un momento clave, pues es aquí cuando todo lo hecho con anterioridad adquiere

sentido, ya que en lo consiguiente veremos los resultados a los que nos ha llevado el camino
de la investigación. Primero con la generalización de la conocida fórmula del laplaciano
de Yuanlong Xin [11] y un corolario desprendido de ella, que sumados dan respuesta a
la segunda pregunta con la que inicia la investigación. Seguimos con una caracterización
de las superficies totalmente geodésicas y las respuestas a las dos últimas preguntas de
la investigación. Finalizamos con una condición necesaria para que una superficie tenga
curvatura media constante en S3. Es importante recalcar que las dos primeras secciones
fueron el resultado obtenido bajo la dirección de Gabriel Ruiz Hernández y las dos últimas
secciónes fueron realizadas en coordinación con Antonio J. Di Scala y el mismo Gabriel
Ruiz Hernández, que en suma crean el artículo Helix surfaces in euclidean spaces [1], cuyos
principales resultados se encuentran plasmados en los Teoremas 3.13, 3.19 y 3.22.

Así que, sin más que decir por el momento, los invito a ver hasta dónde nos ha llevado
nuestra compañera la intuición.

3.1 El laplaciano de la función ángulo.

Proposición 3.1. SeaMm hipersuperficie inmersa isométricamente en Qc
m+1 con curvatura

media constante, α su segunda forma fundamental y ξ un vector normal unitario. Entonces

para todo campo vectorial cerrado y conforme Z ∈Γ(TQc
m+1) se tiene que

△〈Z, ξ〉+ |α|2〈Z, ξ〉+mϕ〈H, ξ〉=0.

donde ϕ:Qc
m+1
� R es tal que DXZ = ϕX para todo X ∈ Γ(TM) y H denota el vector de

curvatura media.
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Demostración. Sean p ∈M y {ei}i=1
m un marco ortonormal definido en una vecindad de

p que satisface ∇ejei= 0 en p para todo i, j. Primero nótese que si R̄ denota el tensor de

curvatura de Qc
m+1, para X,Y ∈Γ(TQc

m+1) se tiene que

R̄ (X,Y )Z = DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z.

Como Qc
m+1 es de curvatura seccional constante c se cumple la siguiente ecuación:

R̄ (X,Y )Z = c(〈X,Z 〉Y − 〈Y ,Z 〉X).

La cual implica lo siguiente:

DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z = c(〈X,Z 〉Y −〈Y ,Z 〉X).

De aquí que haciendo producto con ξ se obtienen las relaciones siguientes:

〈DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z, ξ〉 = c〈〈X,Z 〉Y −〈Y ,Z 〉X, ξ〉

〈DXDYZ, ξ〉− 〈DYDXZ, ξ〉− 〈D[X,Y ]Z, ξ〉 = c(〈X,Z 〉〈Y , ξ〉− 〈Y ,Z 〉〈X, ξ〉)

〈DXDYZ, ξ〉− 〈DYDXZ, ξ〉− 〈D[X,Y ]Z, ξ〉 = 0.

Tomando X = ej y Y = ei se tiene [X,Y ] = 0 en p, lo cual implica que D[X,Y ]Z =0 en p. Es
decir 〈DejDeiZ, ξ〉= 〈DeiDejZ, ξ〉 en p.

Hay que observar que el laplaciano está dado por

△〈Z, ξ〉=
∑

i=1

m

DeiDei〈Z, ξ〉=
∑

i=1

m

Dei[〈DeiZ, ξ〉+ 〈Z,Deiξ〉] =
∑

i=1

m

Dei[〈ϕei, ξ〉− 〈Z,Aξei〉]

=
∑

i=1

m

Dei[−〈Z,Aξei〉] =
∑

i=1

m

−〈DeiZ,Aξei〉− 〈Z,Dei(Aξei)〉

=
∑

i=1

m

−〈ϕei, Aξei〉− 〈Z,∇ei(Aξei)〉− 〈Z, α(ei, Aξei)〉

=
∑

i=1

m

−ϕ〈α(ei, ei), ξ〉− 〈Z,∇ei(Aξei)〉− 〈Z,α(ei, Aξei)〉

= −ϕ〈mH, ξ〉−
∑

i=1

m

〈Z,∇ei(Aξei)〉−
∑

i=1

m

〈Z, α(eiAξei)〉.

Por otro lado se tiene que

Aξei =
∑

j=1

m

〈Aξei, ej〉ej =
∑

j=1

m

〈α(ei, ej), ξ〉ej ,
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Entonces analizando el siguiente término en el punto p se tiene que

∇ei(Aξei) = ∇ei

[

∑

j=i

m

〈α(ei, ej), ξ〉ej

]

=∇ei

[

∑

j=i

m

〈Dejei, ξ〉ej

]

=
∑

j=i

m

〈DeiDejei, ξ〉ej+ 〈Dejei, Deiξ〉ej

=
∑

j=i

m

〈DejDeiei, ξ〉ej+ 〈Dejei, Deiξ〉ej

=
∑

j=1

m

〈Dej(∇eiei+α(ei, ei)), ξ〉ej+ 〈∇ejei+α(ej , ei),Deiξ〉ej

=
∑

j=1

m

〈∇ej(∇eiei) +α(ej ,∇eiei)−Aα(ei,ei)ej , ξ〉ej−〈α(ej , ei), Aξei〉ej

=
∑

j=1

m

〈α(ej ,∇eiei), ξ〉ej.

Lo cual implica que

∑

i=1

m

∇ei(Aξei) =
∑

i=1

m
∑

j=1

m

〈α(ej ,∇eiei), ξ〉ej

Como Aξej=
∑

k=1

m
〈α(ek, ej), ξ〉ek entonces

〈α(ej ,∇eiei), ξ〉 =〈Aξej ,∇eiei〉 =
∑

k=1

m

〈α(ek, ej), ξ〉〈ek,∇eiei〉=0.

Es decir
∑

i=1

m
∇ei(Aξei) = 0. De lo anterior se deduce que

∆〈Z, ξ〉 = −mϕ 〈H , ξ 〉−
∑

i=1

m

〈Z , α ( ei , Aξ ei ) 〉

= −mϕ〈H, ξ〉−
∑

i=1

m

〈Z, 〈α(ei, Aξei), ξ〉ξ〉

= −mϕ〈H, ξ〉−
∑

i=1

m

〈Z, ξ〉〈α(ei, Aξei), ξ〉
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También es necesario observar lo siguiente:

〈α(ei, Aξei), ξ〉 =

〈

α

(

ei,
∑

j=1

m

〈α(ei, ej), ξ〉ej

)

, ξ

〉

=
∑

j=1

m

〈α(ei, ej), ξ〉
2.

Es decir,

∑

i=1

m

〈α(ei, Aξei), ξ〉 =
∑

i=1

m
∑

j=1

m

〈α(ei, ej), ξ〉
2 =|α|2.

Luego

△〈Z, ξ〉 = −mϕ〈H, ξ〉− 〈Z, ξ〉 |α|2.

�

Corolario 3.2. Sea M hipersuperficie mínima en Qc
m+1, α su segunda forma fundamental

y ξ un vector normal unitario a M. Entonces para todo campo vectorial cerrado y conforme
Z ∈Γ(TQc

m+1) se tiene la siguiente igualdad:

△〈Z, ξ〉+ |α|2〈Z, ξ〉=0.

Recordando la fórmula del laplaciano dada por Yuanlong Xin (véase [11]) en la que afirma
que una hipersuperficie M de curvatura media constante en R3 satisface la igualdad

△〈a, v〉+ |α|2〈a, v〉=0,

donde △ denota el laplaciano de M , a ∈R3 y v un vector normal a M , se puede concluir,
con ayuda de la proposición 3.1 y el Corolario 3.2, que la misma fórmula sigue siendo válida
para espacios modelo Qc

m+1 en el caso de que la hipersuperficie M sea mínima.

Corolario 3.3. Si M es hipersuperficie en Rn con ángulo constante con respecto a una
dirección constante Z y curvatura media constante entonces M es, o un hiperplano o un
cilindro sobre una hipersuperficie de curvatura media constante en el hiperplano ortogonal a
Z.

Demostración. Del hecho que M tenga curvatura media constante se tiene que satisface
la fórmula del laplaciano, es decir

△〈Z, ξ〉+ |α|2〈Z, ξ〉=0.

Por otro lado hay que observar que si M tiene ángulo constante entonces 〈Z, ξ〉 debe ser
constante, lo cual implica que |α|2= 0 ó 〈Z, ξ〉= 0. Para el primer caso se tiene que M es
totalmente geodésica, lo cual implica que es un hiperplano. En el segundo caso se tiene que
la dirección Z es ortogonal en todo punto al plano normal de M , entonces M debe ser un
cilindro cuya base es una hipersuperficie de curvatura media constante (ya que M es de
curvatura media constante) en el hiperplano ortogonal a Z. �
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3.2 Superficies de ángulo constante en Espacios Modelo.

En los resultados de esta sección el ángulo constante será tomado relativo a Z .

Observación 3.4. Para M hipersuperficie de Qc
m+1 , un campo cerrado y conforme Z ∈

(TQc
m+1) puede ser descompuesto de la forma siguiente:

Z = |Z |(cos θT + sen θξ),

donde T =
Z⊤

|Z⊤|
y ξ es un vector normal unitario a M y θ ∈

(

0,
π

2

)

.

Observación 3.5. Para Z ∈Qc
m+1 campo cerrado y conforme se satisfacen las relaciones

|Z |=
〈Z, ξ〉

senθ
y 〈T ,Z 〉= 〈Z, ξ〉 cotθ.

Proposición 3.6. Sea M una hipersuperficie de Qc
m+1, sean ∇y D las conexiones de M y

Qc
m+1 respectivamente, α la segunda forma fundamental de M y ξ un vector normal unitario

a M. Sea Z ∈Γ(TQc
m+1) cerrado y conforme, entonces para todo X ∈Γ(TM) se tiene que

(DXZ)
⊤ =

ϕ 〈X,Z 〉

〈Z, ξ〉
sen θ cos θT + 〈Z, ξ〉[(cot θ )∇XT −AξX ]

(DXZ)
⊥ =

ϕ 〈X,Z 〉

〈Z, ξ〉
sen2 θξ+ 〈Z, ξ〉(cot θ)α(X,T ).

Demostración. Sea X ∈Γ(TM). Entonces

DXZ = DX[|Z |(cos θT + sen θξ)]

= DX |Z |(cos θT + sen θξ)+ |Z |DX(cosθT + senθξ)

= DX |Z |(cosθT + senθξ)+ |Z |(cosθDXT + senθDXξ).

Como Z es cerrado y conforme, entonces

ϕX = DX |Z |(cosθT + senθξ) + |Z |(cosθDXT + senθDXξ).

Dado que DX |Z |2=DX(|Z | |Z |) = 2|Z |DX |Z | y, por otro lado, DX |Z |2=DX 〈Z, Z 〉 que a

su vez es igual a 2〈DXZ,Z 〉=2ϕ〈Z,X 〉, se obtiene que DX |Z |=
ϕ〈X,Z 〉

|Z |
.

Entonces la ecuación anterior queda escrita como sigue

ϕX =
ϕ〈X,Z 〉

|Z |
(cosθT + senθξ) + |Z |(cosθDXT + senθDXξ).

La parte normal de la ecuación anterior es

0 =
ϕ〈X,Z 〉

|Z |
senθξ+ |Z |cosθα(X,T ).

De la Observación 3.5 se tiene que

0 =
ϕ〈X,Z 〉

〈Z, ξ〉
sen2θξ+ 〈Z, ξ〉cotθα(X,T ).
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Ahora la parte tangente de la misma ecuación resulta ser

ϕX =
ϕ〈X,Z 〉

|Z |
cosθT + |Z |(cosθ∇XT − senθAξX).

Nuevamente por la Observación 3.5 se obtiene lo siguiente:

ϕX = ϕ〈X,Z 〉

〈Z, ξ〉
senθ cosθT + 〈Z, ξ〉(cotθ∇XT −AξX). �

Corolario 3.7. Sea Z ∈Γ(TQc
3)cerrado y conforme, sea M hipersuperficie de Qc

3 con ángulo
constante , α su segunda forma fundamental y ξ un vector normal unitario a M. Entonces
para W ∈Γ(TM) tal que {W ,T } es base ortonormal de TM se tiene que

α(T , T )=−
ϕ sen2θ

〈Z, ξ〉
ξ; α(T ,W )= 0=∇TT =∇TW ; AξT =−

ϕsen2θ

〈Z, ξ〉
T .

Demostración. Primero es importante observar la siguiente relación:

〈W ,Z 〉= 〈W ,Z 〉⊤+ 〈W ,Z 〉⊥= 〈W ,Z⊤〉= 〈W ,T 〉 |Z⊤|=0.

De la parte normal de DXZ, enunciada en la Proposición 3.6 se tiene que

α(X,T ) = −
ϕ〈X,Z 〉

〈Z, ξ〉2
sen2θ tgθξ.

Para X =W en la ecuación anterior se tiene α(W ,T )= 0. Para X =T lo que se obtiene es

α(T , T ) = −
ϕ〈T ,Z 〉

〈Z, ξ〉2
sen2θ tgθξ.

La Observación 3.5 implica que α(T , T )=−
ϕ

〈Z, ξ〉
sen2θξ. De lo anterior se deduce que

〈AξT , T 〉 =〈α(T , T ), ξ〉 =−
ϕ

y
sen2θ;

〈AξT ,W 〉 =〈α(T ,W ), ξ〉 =0;

〈AξW ,T 〉 =〈α(T ,W ), ξ〉 =0.

Entonces AξT =−
ϕ

〈Z, ξ〉
sen2θT .

Por otro lado, la parte tangente de DXZ enunciada en la Proposición 3.6 implica que

∇XT =
ϕX

〈Z, ξ〉
tgθ+ tgθAξX −

ϕ〈X,Z 〉

〈Z, ξ〉2
sen2θT .

Para X = T la ecuación anterior se transforma en la siguiente:

∇TT =
ϕ

〈Z, ξ〉
tgθT + tgθAξT −

ϕ〈T , Z 〉

〈Z, ξ〉2
sen2θT

=
ϕ

〈Z, ξ〉
tgθT −

ϕ

〈Z, ξ〉
sen2θtgθT −

ϕ

〈Z, ξ〉
sen2θ tgθT .

Dado que ∇TT ⊥T y ∇TT = λW para algún λ∈R, implica que ∇TT =0.
Por otro lado del hecho que 〈T ,W 〉=0 se tiene 〈∇TT ,W 〉=−〈∇TW ,T 〉.
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Lo cual implica que ∇TW =0. �

Corolario 3.8. Sea M hipersuperficie de Qc
3 con curvatura media constante y de ángulo

constante, α su segunda forma fundamental y ξ un vector normal unitario a M. Para
Z ∈Γ(TQc

3) cerrado y conforme se tiene que

α(W ,W )=

(

a+
ϕ sen2θ

〈Z, ξ〉

)

ξ; AξW =

(

a+
ϕsen2θ

〈Z, ξ〉

)

W ;

∇WW =

(

−
ϕ

〈Z, ξ〉
tgθ− a tgθ−

ϕsen2θ tgθ
〈Z, ξ〉

)

T ;

∇WT =

(

ϕtgθ
〈Z, ξ〉

+
ϕsen2θ tgθ
〈Z, ξ〉

+ a tgθ

)

W ,

donde a es la curvatura media constante.

Demostración. Por el Corolario 3.7 se tiene que

α(T , T ) = −
ϕ

〈Z, ξ〉
sen2θξ.

Como H =α(T , T ) +α(W ,W )= aξ, de aquí se deduce la relación siguiente:

α(W ,W ) =aξ −α(T , T ) =

(

a+
ϕ

〈Z, ξ〉
sen2θ

)

ξ ,

lo cual implica que

〈AξW ,W 〉 =〈α(W ,W ), ξ〉 =

(

a+
ϕ

〈Z, ξ〉
sen2θ

)

.

Entonces

AξW =

(

a+
ϕ

〈Z, ξ〉
sen2θ

)

W.

Además, la parte tangente de DXZ enunciada en la Proposición 3.6 implica que

∇XT =
ϕX

〈Z, ξ〉
tgθ+ tgθAξX −

ϕ〈X,Z 〉

〈Z, ξ〉2
sen2θT .

Así para X =W lo que se obtiene es lo siguiente:

∇WT =
ϕ

〈Z, ξ〉
tgθW + tgθAξW −

ϕ〈W ,Z 〉

〈Z, ξ〉2
sen2θT .

=
ϕ

〈Z, ξ〉
tgθW + tgθ

(

a+
ϕ

〈Z, ξ〉
sen2θ

)

W

=

(

ϕ

〈Z, ξ〉
tgθ+ a tgθ+

ϕ

〈Z, ξ〉
sen2θ tgθ

)

W.

Como 〈T ,W 〉=0, entonces 〈∇WT ,W 〉=−〈∇WW ,T 〉. Lo cual implica que
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∇WW = −
(

ϕ

〈Z, ξ〉
tgθ+ a tgθ+ ϕ

〈Z, ξ〉
sen2θ tgθ

)

T . �

A partir de este momento se considerará el campo Z(x) = En+1(x) − c〈En+1(x), x〉x
descrito en la ecuación (5) de la página 19.

Proposición 3.9. Sea Z ∈ Γ(TQc
3) cerrado y conforme, sea M hipersuperficie de Qc

3 con
curvatura media constante y de ángulo constante, α su segunda forma fundamental, ξ un
vector normal unitario de M, entonces se satisface la siguiente ecuación:

∆〈Z, ξ〉 = −2cy+ aϕsen2θ+
sen2θ+ sen4θ

y
.

Demostración. Con ayuda de la Proposición 1.24 se deduce que

DT(DT 〈Z, ξ〉) =DT [〈DTZ, ξ〉+ 〈Z,DTξ〉] =DT [〈ϕT , ξ〉+ 〈Z,−AξT 〉]

=DT

[

ϕ

y
sen2θ〈Z, T 〉

]

=DT [ϕsenθcosθ] = (DTϕ)senθcosθ=−cy cos2θ.

DW(DW 〈Z, ξ〉) =DW [ 〈DWZ, ξ 〉+ 〈Z ,D W ξ 〉 ] =DW [〈ϕW , ξ〉− 〈Z,AξW 〉]

=DW

[

−

(

a+
ϕ

y
sen2θ

)

〈Z,W 〉

]

=0.

D∇WW 〈Z, ξ〉 = −

(

ϕ

y
tgθ+ a tgθ+

ϕ

y
sen2θ tgθ

)

(DT 〈Z, ξ〉)

= −

(

ϕ

y
tgθ+ a tgθ+

ϕ

y
sen2θ tgθ

)

(ϕsenθcosθ)

= −
ϕ2

y
sen2θ− aϕsen2θ−

ϕ2

y
sen4θ

= −
sen2θ

y
+ cy−aϕsen2θ−

sen4θ

y
+ cy sen2θ.

Como ∆〈Z, ξ〉=DT(DT 〈Z, ξ〉)+DW(DW 〈Z, ξ〉)−D∇TT 〈Z, ξ〉−D∇WW 〈Z, ξ〉 entonces las
ecuaciones anteriores implican que

∆〈Z, ξ〉 = −cy cos2θ+
sen2θ

y
− cy+aϕsen2θ+

sen4θ

y
− cy sen2θ

= −2cy+ aϕsen2θ+
sen

2θ+ sen
4θ

y
. �
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Lema 3.10. Sea Z ∈Γ(TQc
3)cerrado y conforme, sea M hipersuperficie de Qc

3 con curvatura
media constante y de ángulo constante, α su segunda forma fundamental, ξ un vector normal
unitario de M, entonces se satisface el siguiente polinomio:

λ4y
4−λ2y

2 = −λ0

donde

λ4 = sen2θ(a2− 2c− 2c sen2θ)2+ a2 c (3 sen2θ+1)2

λ2 = 2sen2θ(a2− 2c− 2c sen2θ)(3sen4θ+ sen2θ)− a2 sen2θ(3 sen2θ+1)2

λ0 = sen2θ(3sen4θ+ sen2θ)2

y = 〈Z, ξ〉

Demostración. Por definición de |α|2 se tiene que

|α|2 =|α(T , T )|2+ |α(W ,W )|2+2|α(T ,W )| =2
ϕ2 sen4θ

y2
+ a2+2

aϕsen2

y

Luego, las Proposiciones 3.1 y 3.9 implican las siguientes igualdades:

0=△〈Z, ξ〉+ |α|2〈Z, ξ〉+ aϕ = −2cy+ aϕsen2θ+
sen2θ+ sen4θ

y
+2

ϕ2 sen4θ

y

+a2y+2aϕsen2θ+ aϕ.

Multiplicando por y ambos lados de la igualdad se obtiene lo siguiente:

0 = −2cy2+ aϕsen2θy+ sen2θ+ sen4θ+2ϕ2sen4θ+ a2y2+2aϕsen2θy+ aϕy

Con ayuda de la Proposición 1.24 se sustituye el valor de ϕ2,

0 = (a2− 2c )y2+(3aϕsen2θ+ aϕ)y+2sen4θ− 2cy2sen2θ+ sen2θ+ sen4θ

= (a2− 2c− 2c sen2θ)y2+(3aϕsen2θ+ aϕ)y+3sen4θ+ sen2θ.

Entonces

−aϕ(3 sen2θ+1)y = (a2− 2c− 2c sen2θ)y2+3sen4θ+ sen2θ.

Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad se obtiene

a2ϕ2(3sen2θ+1)2y2 = (a2− 2c− 2c sen2θ)2y4+ (3sen4θ+ sen2θ)2

+2(a2− 2c− 2c sen2θ)(3sen4θ+ sen2θ)y2.

La Proposición 1.24 implica lo siguiente:

a2(3sen2θ+1)2y2− a2 c (3sen2θ+1)2
y4

sen2θ
= (a2− 2c− 2c sen2θ)2y4+ (3sen4θ+ sen2θ)2

+2(a2− 2c− 2c sen2θ)(3sen4θ+ sen2θ)y2.

Multiplicando por sen2θ,

a2sen2θ(3sen2θ+1)2y2−a2c(3sen2θ+1)2y4= sen2θ(a2− 2c− 2c sen2θ)2y4

+2sen2θ(a2−2c−2c sen2θ)(3sen4θ+ sen2θ)y2

+sen2θ(3sen4θ+ sen2θ)2.
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Luego,

0 = (sen2θ(a2− 2c− 2c sen2θ)2+ a2 c (3sen2θ+1)2)y4

+(2sen2θ(a2− 2c− 2c sen2θ)(3sen4θ+ sen2θ)− a2sen2θ(3sen2θ+1)2)y2

+sen2θ(3sen4θ+ sen2θ)2 �

Corolario 3.11. Sea M ⊂Qc
3 una superficie inmersa isométricamente con ángulo constante

y de curvatura media constante, sea Z ∈Γ(TQc
3) un campo cerrado y conforme, entonces la

restricción de |Z | a M es una función constante.

Demostración. Por el Lema 3.10 se tiene que existe un polinomio en la variable 〈Z, ξ〉
denotado por Q(〈Z, ξ〉)=0, donde el término constante es λ0 = sen2θ(3sen4θ + sen2θ)2, el
cual no es cero si y sólo si θ � 0. Esto prueba que 〈Z, ξ〉 satisface un polinomio no cero de
grado mayor o igual a uno. Así 〈Z, ξ〉 es constante y entonces |Z |es constante en M por

que
〈

Z

|Z |
, T
〉

es constante. �

Proposición 3.12. Sea M superficie conexa inmersa en Qc
3 con curvatura media constante.

Sea Z ∈ Γ(TQc
3) un campo cerrado y conforme sobre Qc

3. Si Z es tangente a M, entonces
M es totalmente geodésica.

Demostración. Sea S una superficie ortogonal a Z y llamando γ6 M ∩ S � ∅, sea u un

vector tangente unitario a γ. En particular
{

u,
Z

|Z |

}

es una base ortonormal de TM .

Dado que por hipótesis 〈Z, ξ〉 = 0 a lo largo de M , por la proposición 3.1 se tiene que
ϕ〈H, ξ〉 = 0. En este caso se está suponiendo que ϕ no se anula a lo largo de M , lo cual
implica que H =0, i.e. M es una superficie mínima en Qc

3:

αM,Q(u, u)+αM,Q

(

Z

|Z |
,
Z

|Z |

)

=0.

Ahora la fórmula de Gauss descrita en la ecuación (2) de la definición 1.4 para la inmersión
M ⊂Qc

3 dice que

0=D Z

|Z |

(

Z

|Z |

)

= ∇ Z

|Z |

(

Z

|Z |

)

+αM,Q

(

Z

|Z |
,
Z

|Z |

)

,

donde ∇ es la conexión de M y D la de Qc
3. Más aún αM,Q

(

Z

|Z |
,
Z

|Z |

)

=0. Lo cual

implica que αM,Q(u, u)= 0. Finalmente αM,Q

(

u,
Z

|Z |

)

=Du

(

Z

|Z |

)

−∇u

(

Z

|Z |

)

. Recordando

que Z es cerrado y conforme en M se tiene que Du

(

Z

|Z |

)

= Du

(

1

|Z |

)

Z +
(

1

|Z |

)

ϕu

y ∇u

(

Z

|Z |

)

= Du

(

1

|Z |

)

Z +
1

|Z |
ϕu. Entonces αM,Q

(

u,
Z

|Z |

)

= 0, lo cual indica que M es

totalmente geodésica. �

Teorema 3.13. Si M ⊂Qc
3 es una superficie inmersa isométricamente, conexa, con ángulo

constante y de curvatura media constante, entonces M es una superficie totalmente umbílica
o una superficie totalmente geodésica en Qc

3.
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Demostración. Si 〈Z, T 〉 � 0 y 〈Z, ξ〉 � 0, aplicando el Corolario 3.11 se tiene que |Z | es
constante en M . Pero |Z | es constante sólo en las superficies ortogonales a Z las cuales son
totalmente umbílicas ya que Z es cerrado y conforme. Ahora, 〈Z, T 〉 = 0 implica que M
es ortogonal a Z y con ello una superficie totalmente umbílica. Finalmente, si 〈Z, ξ〉 = 0
implica que Z es tangente aM y por la Proposición 3.12 se concluye queM es una superficie
totalmente geodésica en Qc

3. �

La siguiente sección fue realizada en coordinación con Antonio J. Di Scala y Gabriel
Ruiz Hernández y se encuentra basada en el artículo «Helix Surfaces in Euclidean spaces».
(véase [1])

3.3 Superficies en Espacios modelo con 〈Z,T 〉 constante.

Sea M una superficie orientada inmersa isométricamente en Qc
3 con la propiedad de que

〈Z, T 〉= b es una función constante sobre M . Aquí Z es un campo cerrado y conforme y T
es la componente tangente unitaria de Z relativa a M , es decir:

(8). Z = 〈Z, T 〉T + 〈Z, ξ〉ξ.

Donde ξ es un campo unitario ortogonal a M . Se considerará W como un campo local de
M , con la propiedad de que {T ,W } es una base ortonormal orientada de TM .

Proposición 3.14. Bajo las condiciones antes mencionadas, se tiene que la conexión ∇,
el operador de forma Aξ y la segunda forma fundamental α de M satisfacen las siguientes
igualdades:

α(T , T )=−
ϕ

〈Z, ξ〉
ξ α(T ,W ) = 0

AξT =−
ϕ

〈Z, ξ〉
T ∇WT =

ϕW + 〈Z, ξ〉AξW

〈Z, T 〉
∇TT =0 ∇TW =0.

En particular, T y W son direcciones principales de la inmersión y las curvas integrales de
T son geodésicas de M.

Demostración. Derivando la expresión 〈Z,T 〉= b en la dirección de X ∈Γ(TM), se obtiene

ϕ〈X,Z 〉+ 〈Z,DXT 〉 =ϕ〈X,Z 〉+ 〈Z, α(X,T )〉 =0.

De la ecuación (8) se deduce que

α(X, T )=−
ϕ〈X,T 〉

〈Z, ξ〉
ξ.

En particular se tiene que α(T ,W )= 0, α(T , T )=−
ϕ

〈Z, ξ〉
ξ y Aξ(T )=−

ϕ

〈Z, ξ〉
T . Esto indica

que T y W son direcciones principales.
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Para finalizar, derivando la ecuación (8) se obtiene

ϕX = 〈Z, T 〉DXT +(X 〈Z, ξ〉)ξ+ 〈Z, ξ〉DXξ

= 〈Z, T 〉(∇XT +α(X, T ))+ (X 〈Z, ξ〉)ξ −〈Z, ξ〉AξX.

Observando que la parte tangente de la ecuación anterior es ϕX = 〈Z,T 〉∇XT −〈Z, ξ〉AξX

y del hecho que T ,W son direcciones principales se concluye que

∇TT =0 ∇WT =
ϕW + 〈Z, ξ〉AξW

〈Z, T 〉
.

�

Corolario 3.15. Si M tiene curvatura media constante en Qc
3 y satisface que 〈Z, T 〉 es

constante, con vector de curvatura media dado por H =α(T , T )+α(W ,W )= aξ, entonces

AξW =

(

a+
ϕ

〈Z, ξ〉

)

W ; α(W ,W )=

(

a+
ϕ

〈Z, ξ〉

)

ξ; ∇WW =−
2ϕ+ a〈Z, ξ〉

〈Z, T 〉
T .

Demostración. Con ayuda de la proposición 3.14 se deduce que

〈AξW ,W 〉 =〈α(W ,W ), ξ〉 =a− 〈α(T , T ), ξ〉 =a+ ϕ

〈Z, ξ〉

∇WW =〈∇WW ,T 〉T =−〈W ,∇WT 〉T =−
2ϕ+ a〈Z, ξ〉

〈Z, T 〉
T .

�

A partir de aquí se asumirá que el campo cerrado y conforme Z satisface la relación
c|Z |2 + ϕ2 = 1, enunciada en la Proposición 1.24. Además se asumirá que el vector de
curvatura media de M está dado por la expresión del corolario anterior.

Corolario 3.16. (Laplaciano extrínseco) Sea M una superficie inmersa isométricamente en
Qc

3, con 〈Z, T 〉 constante y curvatura media constante, entonces

∆M 〈Z, ξ〉 =
−2ϕ2− 3aϕ〈Z, ξ〉− a2〈Z, ξ〉2

〈Z, ξ〉
.

Demostración. Por la proposición 3.1 la siguiente ecuación es cierta

∆M 〈Z, ξ〉=−|α|2〈Z, ξ〉− 2ϕ〈H, ξ〉.

Dado que 2H =α(T , T ) +α(W ,W )= aξ y −2ϕ〈H, ξ〉=−aϕ se tiene

|α|2 = |α(T , T )|2+ |α(W ,W )|2+2|α(T ,W )|2

= |α(T , T )|2+ |α(W ,W )|2=
ϕ2

〈Z, ξ〉2
+

(

a+
ϕ

〈Z, ξ〉

)

2

.

Entonces −|α|2〈Z, ξ〉=
−2ϕ2− 2aϕ〈Z, ξ〉− a2〈Z, ξ〉2

〈Z, ξ〉
.

Más aún, ∆M 〈Z, ξ〉=
−2ϕ2− 3aϕ〈Z, ξ〉− a2〈Z, ξ〉2

〈Z, ξ〉
. �
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Corolario 3.17. (Laplaciano intrínseco) Sea M una superficie inmersa isométricamente
en Qc

3, con 〈Z, T 〉 constante y de curvatura media constante, entonces

△M 〈Z, ξ〉 = 〈Z, T 〉
〈Z, ξ〉2(DTϕ)− ϕ2〈Z, T 〉

〈Z, ξ〉3
+

2ϕ2+ aϕ〈Z, ξ〉
〈Z, ξ〉

.

Usando que c|Z |2+ ϕ2=1, se obtiene que

△M 〈Z, ξ〉 =
(c〈Z, T 〉2− 1)〈Z, T 〉2

〈Z, ξ〉3
+

2ϕ2+ aϕ〈Z, ξ〉

〈Z, ξ〉
.

Demostración. La fórmula intrínseca del laplaciano es

△M 〈Z, ξ〉 = T ·T 〈Z, ξ〉+W ·W 〈Z, ξ〉−∇TT 〈Z, ξ〉−∇WW 〈Z, ξ〉.

En este caso W 〈Z, ξ〉=0 y ∇TT =0, entonces la fórmula anterior queda expresada como

△M 〈Z, ξ〉 = T ·T 〈Z, ξ〉−∇WW 〈Z, ξ〉.

Dado que T 〈Z, ξ〉=−〈Z,AξT 〉=−〈Z, T 〉〈T ,AξT 〉=
〈Z, T 〉

〈Z, ξ〉
ϕ. Entonces

T ·T 〈Z, ξ〉 =〈Z, T 〉
〈Z, ξ〉(T · ϕ)− ϕ2 〈Z, T 〉

〈Z, ξ〉

〈Z, ξ〉2
=〈Z, T 〉

〈Z, ξ〉2(T · ϕ)− ϕ2〈Z, T 〉

〈Z, ξ〉3
.

−∇WW 〈Z, ξ〉 =
2ϕ+ a〈Z, ξ〉

〈Z, T 〉
T · 〈Z, ξ〉 =

2ϕ+ a〈Z, ξ〉

〈Z, ξ〉
ϕ=

2ϕ2+ aϕ〈Z, ξ〉

〈Z, ξ〉
.

Más aún △M 〈Z, ξ〉= 〈Z, T 〉
〈Z, ξ〉2(DTϕ)− ϕ2〈Z, T 〉

〈Z, ξ〉3
+

2ϕ2+ aϕ〈Z, ξ〉

〈Z, ξ〉
.

Por la Proposición 1.24, DTϕ=−c〈Z, T 〉. Sustituyendo

△M 〈Z, ξ〉 = 〈Z, T 〉
〈Z, ξ〉2(DTϕ)− ϕ2〈Z, T 〉

〈Z, ξ〉3
+

2ϕ2+ aϕ〈Z, ξ〉

〈Z, ξ〉

=
−c〈Z, ξ〉2− ϕ2

〈Z, ξ〉3
〈Z, T 〉2+

2ϕ2+ aϕ〈Z, ξ〉

〈Z, xi〉

=
(c〈Z, T 〉2− 1)〈Z, T 〉2

〈Z, ξ〉3
+

2ϕ2+ aϕ〈Z, ξ〉

〈Z, ξ〉
.

�

Corolario 3.18. Sea M una superficie inmersa isométricamente en Qc
3, con 〈Z, T 〉

constante y de curvatura media constante, entonces la restricción de |Z | a M es una función
constante.

Demostración. Aplicando el Corolario 3.17 se obtiene

(c〈Z, T 〉2− 1)〈Z, T 〉2

〈Z, ξ〉3
+

4ϕ2+ a2〈Z, ξ〉2

〈Z, ξ〉
=

−4aϕ〈Z, ξ〉

〈Z, ξ〉
.

Multiplicando por 〈Z, ξ〉3,

(c〈Z, T 〉2− 1)〈Z, T 〉2+ (4ϕ2+ a2〈Z, ξ〉2)〈Z, ξ〉2 = (−4aϕ〈Z, ξ〉)〈Z, ξ〉2.
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Hay que observar que ϕ2 = 1 − c〈Z, T 〉2 − c〈Z, ξ〉2, lo cual resulta de aplicar la igualdad
|Z |2= 〈Z, T 〉2+ 〈Z, ξ〉2.

Al sustituir el valor de ϕ2 en la igualdad arriba mencionada y elevando al cuadrado se
obtiene un polinomio en la variable 〈Z, ξ〉 denotado por P (〈Z, ξ〉). El término constante
en P (〈Z, ξ〉) es a0= (c〈Z, T 〉2− 1)2〈Z, T 〉4.

Obsérvese que si c=−1 la constante a0 no es cero si y sólo si 〈Z,T 〉� 0. En el caso de que
c=1 la constante a0 no es cero si y sólo si 〈Z, T 〉� 0, 1. Esto implica que algún término de
grado mayor o igual que uno de P (〈Z, ξ〉) no es cero. De otra manera (c〈Z,T 〉2−1)2〈Z,T 〉4

sería cero. Esto prueba que 〈Z, ξ〉 satisface un polinomio no cero de grado mayor o igual que
uno. Así 〈Z, ξ〉 es constante y entonces |Z |es constante en M por que 〈Z, T 〉 es constante
y |Z |2= 〈Z, T 〉2+ 〈Z, ξ〉2. �

Teorema 3.19. Si M ⊂Qc
3 es una superficie conexa inmersa isométricamente con 〈Z, T 〉

constante y de curvatura media constante, entonces M es una superficie totalmente umbílica
de Qc

3 ortogonal a Z.

Demostración. Si 〈Z,T 〉� 0 y 〈Z, ξ〉� 0, por el Corolario 3.18 |Z | es constante enM . Pero
|Z | es constante sólo en las superficies ortogonales a Z las cuales son totalmente umbílicas
por ser Z cerrado y conforme. Ahora 〈Z,T 〉=0 implica que M es ortogonal a Z y más aún
M es totalmente umbílica. Finalmente, si 〈Z, ξ〉=0 implica que Z es tangente a M . Por
la ecuación (8) se tiene que |Z |= |〈Z, T 〉| es constante a lo largo de M . Pero esto sólo es
posible siM es ortogonal a Z. En tal casoM debe ser una superficie totalmente umbílica. �

3.4 Aplicaciones a superficies de ángulo constante en R4.

Lema 3.20. Sea M ⊂R4 una superficie inmersa isométricamente. Suponiendo que M está
contenida en la esfera unitaria S3 de R4. Si M tiene vector de curvatura media paralelo en
R4 entonces M tiene curvatura media constante en S3.

Demostración. Dadas las inmersiones isométricas M ⊂S3⊂R4, se denotará por αM, αS,
α a las segundas formas fundamentales de M ⊂S3, S3⊂R4 y M ⊂R4 respectivamente. De
manera similar se usará la notación HM, HS y H para denotar los vectores de curvatura
media de las inmersiones respectivas. Hay que observar que HM es constante por hipótesis.
Lo que a continuación se demostrará es que 〈HM , HM 〉 es constante en M :

Sea x ∈M ⊂ S3 ⊂ R4 algún punto y X, Y ∈ TpM cualesquiera dos vectores tangentes.
sabemos que αS(X, Y ) =−〈X, Y 〉x y que αM(X, Y ) =α(X, Y ) +αS(X, Y ), más aún, que
αM(X, Y ) = α(X, Y )− 〈X, Y 〉x, esta última relación implica la siguiente ecuación acerca
del vector de curvatura media:

HM = H −x.

En particular 〈HM(x), x〉= 〈H(x), x〉−1=−1 porque H(x) es tangente a S3 y x es ortogonal
al S3. Por último obsérvese los siguientes cálculos:

〈HM(x), HM(x)〉 = 〈H(x), H 〉+1− 2〈H(x), x〉

= 〈H(x), H(x)〉+1.
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De lo que se deduce que HM es de longitud constante, esto por la hipótesis de que H es
constante. �

Teorema 3.21. (Bang-yen Chen)(véase [2])Sea M una superficie inmersa isométricamente
en un espacio euclidiano Rn con vector de curvatura media paralelo. Entonces M es alguna
de las siguientes superficies:

i. Una superficie mínima de Rn,

ii. Una superficie mínima de una hiperesfera de Rn ó

iii. Una superficie en un espacio afín Rn, por lo tanto, ya sea en Rn−1 o en
una hiperesfera de Rn.

Teorema 3.22. Una superficie de R4 con vector de curvatura media paralelo cuyo espacio
tangente forma un ángulo constante θ�

π

2
con respecto a un vector fijo es totalmente geodésica

ó un subconjunto abierto de un cilindro de revolución.

Demostración. Por el Teorema anterior se tienen tres posibilidades:

i. Si M es una superficie mínima de R4, entonces debe ser parte de un plano.

ii. Si M es una superficie mínima de una 3-esfera de R4 entonces M es un S2(máximo)
en un S3, o dicho de otra forma, es un «ecuador» de la 3-esfera, el cual como ya es
sabido es totalmente geodésico.

iii. Si M está contenida en un R3 entonces M debería ser un plano o un cilindro de
revolución. Si M está contenida en un S3 entonces M es una superficie con 〈Z, T 〉
constante: aquí Z es la parte tangente de la dirección de M . Por la Proposición 1.24
Z es cerrado y conforme en S3. Por el Lema 3.20 M es una superficie con curvatura
media constante en S3 con 〈Z, T 〉 constante, donde T es la componente tangente de
Z en M .

Finalmente, por el Teorema 3.19 , M es una superficie totalmente umbílica en S3

y ortogonal a Z. EntoncesM es la intersección de un hiperplano R3 de R4 contenido
en S3, con S3, esto es, M es una superficie de curvatura media constante contenida
en R3. Pero por hipótesis θ � π

2
. Por lo tanto este caso no es posible.

Luego M es totalmente geodésica ó un subconjunto abierto de un cilindro de revolución. �
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