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Introduccion

La Fisica y las Matemaéticas han caminado juntas a lo largo de siglos y es
precisamente la Geometria una de las disciplinas en las que esta unién ha
sido mas notoria; esta tesis es una muestra de ello.

Aunque los temas aqui abordados son de naturaleza matemaética, el len-
guaje usado fue del interés de los matematicos después que la Fisica mostrara
su utilidad en la descripcion de ciertos fenémenos fisicos tales como la gravi-
tacion en el marco de la Teoria de la Relatividad. Asi, si bien en este trabajo
no se persigue ningin resultado de la Fisica se encontraran nombres en las
definiciones a hacer que nos recordaran la motivacion de comprender el uni-
verso. Mas alld de lo anterior, el presente trabajo se basa en una serie de
articulos de investigacion.

Uno de los temas de mayor interés en la geometria de superficies es el
de superficies minimas, aquellas que cumplen con H = 0. Es un resultado
conocido que las coordenadas de una superficie minima encajada en R3 son
armoénicas, es decir, si ¢ es un inmersion isométrica de la superficie en el es-
pacio Euclidiano, se tiene que A¢ = 0. A lo largo de la historia los gedmetras,
curiosos como son, quisieron entender la geometria detras de una condicién
ain mas general y encontrar, de existir, las superficies tales que A¢p = A\
para alguna A € R. Asi es como se han generalizado las pesquisas de los
geometras hasta llegar al tema que nos ocupara aqui.

Esta tesis expone con cierto detalle los resultados obtenidos en [2] por
Luis J. Alias, Angel Ferrandez y Pascual Lucas, usando ademas los resultados
en [6] por los ultimos dos y en [12] por Martin A. Magid. Por lo tanto, el
objetivo de esta tesis es clasificar de manera local las superficies del espacio
de Minkowski de dimensién tres, R, que cumplan con la condicién A¢ =
Ag¢ + B, donde ¢ es una inmersién isométrica de la superficie en R?, A es un
operador lineal de R? y B un vector en este espacio.

Para lograr esto me armaré con la herramienta necesaria a lo largo de
tres capitulos para lograr el objetivo, el cual se expone en el cuarto y ultimo.

En el primer capitulo se presenta el dlgebra lineal basica de R}, pasando
por la definicién de causalidad en términos de la métrica, una nueva nocion
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VIII INTRODUCCION

de ortogonalidad y la version Lorentziana del método de Gram-Schmidt, al-
gunas propiedades de las isometrias en R} y el Grupo de Lorentz. Al final de
este capitulo sobresale una seccion abocada a las propiedades de los operado-
res auto-adjuntos en el espacio de Minkowski, y se demuestra parcialmente
un resultado sobre las representaciones candnicas que tienen este tipo de
operadores.

El segundo capitulo es una introduccion a las variedades de Lorentz, cuyo
material reconocera cualquier lector con un conocimiento basico del lenguaje
de la Geometria Diferencial, rescatando la tltima seccion en la que se dan
condiciones suficientes para la existencia de métricas de Lorentz en una varie-
dad C*°. Ademas, en este capitulo se introducen las 1-formas de la conexion
y la ecuaciones de estructura, que mostraran su utilidad en el tltimo capitulo
adecudndolas a superficies en R?.

En el tercero se presenta la geometria de subvariedades y se muestran
unas ecuaciones que son conocidas como fundamentales, las cuales se usaran
mucho en el ultimo capitulo.

El cuarto capitulo, donde se encuentra el resultado principal de la tesis,
es el tnico en el cual se fija la dimensién de las variedades a dos, y se toma
por espacio ambiente R?. Las primeras secciones de este capitulo preparan
el material que se usard especificamente en la demostracion de los teore-
mas principales, material que estd basado principalmente en la herramienta
desarrollada en los capitulos primero y tercero.

Con base en lo expuesto en los articulos [6] y [2], la exposicién del resul-
tado deseado empieza por encontrar una expresion explicita del Laplaciano
del vector de curvatura media de una superficie inmersa en R, lo cual se
logra expresando en términos de la funcion curvatura media, h, la traza del
operador (VxS¢) (Y). Después de esto se exponen algunas propiedades de
las superficies que cumplen con la condicién deseada y asi mostrar una se-
rie de ejemplos de tales superficies. Es asi como se prepara el camino para
el Teorema de mayor importancia en este trabajo, el cual asegura que toda
superficie que cumpla con la condicién A¢ = A¢ + B es una superficie de
curvatura media constante, y asi, pasar a mostrar que tales superficies deben
ser las isoparamétricas de R}, que junto con los resultados obtenidos en [12],
logran la clasificacién deseada.

La clasificacion de superficies aqui mostrada es susceptible de una pos-
terior generalizacion, donde los objetos a clasificar sean hipersuperficies en
una variedad semi-Riemanniana conexa, completa y de curvatura constante.
Este resultado se expone en [1] por los mismos tres autores del articulo [2].
Con esto, el presente trabajo puede ser tomado como una introduccién a una
clasificacién geométrica mucho mas rica y por supuesto, general.

Antes de comenzar con la exposicion de esta tesis es necesario hacer una
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observacion. A lo largo de este trabajo se usa la convencién de suma de
indices de Einstein y se intenta seguir en todo caso la misma; en algunas
partes no sera del todo conveniente usarla y se regresara a la notacion usual
o se hard una modificacién de la misma. En caso que el acomodo de los
indices no implique una suma implicita se hara la observacién conveniente.
Esta convencién determina que indices arriba y abajo se contraen, es decir,
se suman; esto se logra numerando las coordenadas de un vector con indices
superiores, y los vectores con indices inferiores. Por ejemplo, seav € R"y f =
{e1, -+ ,en} la base usual; entonces v se puede expresar como combinacién
lineal de la base como:

Por 1ultimo, en el primer capitulo también se conviene que los indices
en letras griegas corren a partir del cero, mientras que los indices en letras
latinas empiezan en el uno; estd ultima convencion no se puede seguir del
todo en los demas capitulos ya que la superficie puede ser tipo tiempo o tipo
espacio.
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Capitulo 1

Espacio de Minkowski

En el ano de 1905 Einstein publicé una serie de articulos entre los cuales
destacd uno que resolvia, ente otras cosas, las inconsistencias entre las ecua-
ciones de Maxwell y el principio de relatividad de Galileo; las ecuaciones de
Mazwell parecian referirse a un sistema de referencia absoluto, es decir, uno
respecto al cual los demds sistemas inerciales se encuentran en movimiento y
en principio se podria calcular la velocidad absoluta de estos; el principio de
Galileo, asegura que ningun experimento puede medir la velocidad absoluta
de uno de éstos sistemdas inerciales.

En la teoria propuesta por Einstein se preserva el principio de relatividad
de Galileo para conservar la nocion de que los fenémenos fisicos son indepen-
dientes del observador que los mida, es decir, no dependen de las coordenadas
usadas para describirlos. Esta teoria, llamada Relatividad Especial, depende
de otro principio:

s Uniwersalidad de la velocidad de la luz: La velocidad de la luz para
cualquier observador no acelerado (observador , sistema inercial) es
¢ = 3 x 10®ms~! sin importar el estado de movimiento de la fuente
de luz. Esto quiere decir que dados dos observadores inerciales estos
miden, para el mismo rayo de luz, que este se mueve con una velocidad
c respecto a ellos independientemente del movimiento relativo entre los
mismos.

En un principio, la exposicion dada por Einstein del tema fue meramente
algebraica, introduciendo primero las transformaciones de Lorentz para des-
pués entender fenémenos como la dilatacién del tiempo, la contraccién del
espacio y sus consecuencias en la dindamica, particularmente, de objetos car-
gados en movimiento. A los pocos anos de la publicacién de este articulo
por Einstein, Minkowski noté que era de mayor utilidad usar (¢, x,y, z) como
coordenadas en un espacio vectorial de cuatro dimensiones reales (en la base
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usual de R?), al cual se llamé espacio-tiempo o espacio de Minkowski, en el
cual uno puede desarrollar el lenguaje de la geometria diferencial.

Un sistema inercial es un espacio-tiempo tal que para cada t constante,
la geometria es euclidiana en las restantes coordenadas. Para facilitar la no-
tacion, los fisicos hacen un cambio de coordenadas al que llaman natural;
con esto se refieren a expresar la velocidad de la luz como una constante
adimensional e igual a uno, es decir, ¢ = 1. Esto con el objetivo de medir el
tiempo en metros, lo cual es til en lo siguiente.

Usando los principios en los que se basa esta teoria supongamos dos sis-
temds inerciales (O y O) en movimiento relativo el uno respecto del otro, y
un rayo de luz tal que se medira el tiempo que transcurre en llegar de un
lugar A a otro B en las coordenadas O. Dado que la velocidad de la luz
es igual a uno y se mide en metros, las diferencias (At, Az, Ay, Az) entre
la coordenadas de A a un tiempo t* y de B a un tiempo t® cumplen con
la relacion (Az)? + (Ay)? + (Az)? — (At)? = 0. Por lo universalidad de la
velocidad de la luz se tiene que en el sistema de coordenadas O se cumple
la relacion (AZ)? + (Ay)? + (Az)? — (At)? = 0. Por la tanto el cambio de
coordenadas O — O debe ser tal que deje invariante la forma cuadratica:

—(At)? + (Az)* + (Ay)* + (Az)> (1.1)

Con esto se puede ver que la forma cuadratica (1.1) va a funcionar en
este caso como la norma del vector y, que los cambios de coordenadas de un
sistema inercial a otro deberan ser isometrias del espacio-tiempo. Recordan-
do que toda forma cuadratica viene de una forma bilineal simétrica, se puede
ver la necesidad de construir un nuevo producto interno que admita vectores
distintos del cero (como aquellos que unen distintos puntos sobre un mismo
rayo de luz) tal que al hacer producto con ellos mismos este se haga cero.
Esto nos lleva a definir el espacio de Minkowski como se hace a continua-
cién, y desarrollar la herramienta matematica necesaria para la teoria de la
Relatividad Especial, la cual no se expondra aqui, pero que ha motivado la
investigacion de la geometria diferencial.

1.1. Meétrica de Lorentz

En el caso clasico o euclidiano se tiene al espacio vectorial R" acompanado
de un producto interno, el cual es una forma bilineal simétrica tal que su
forma cuadratica asociada es positiva definida; esto nos lleva a las nociones
clasicas de medida, dadas por la trigonometria y el teorema de Pitagoras.
Siendo asi, el tnico vector con producto interno consigo mismo igual a
cero es el vector cero, y como se vio con anterioridad en la introduccion, se
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necesita de una forma cuadratica (la cual estd asociada a una forma bilineal
simétrica) que tome vectores distintos del vector cero y los lleve al cero.

Tomando la forma cuadrética (1.1) en las coordenadas usuales de R? se
obtiene la forma bilineal

(u,v) = —u®0" + ulv' + u?? + uP? (1.2)

cuya matriz asociada es

100 0
[ o100
= 0010

0001

Es claro que esta funcién no define un producto interno ya que existe un
subconjunto de R* con vectores distintos del vector cero con la propiedad de
que (u,v) = vInv = 0, y no solo eso, sino que algunos vectores dardn como
resultado ntimeros negativos. Por lo tanto se necesita debilitar la condicién
de positivo definido, para que la forma bilineal definida en la ecuacién (1.2)
tome el papel del producto interno, alejandonos por supuesto, del caso clésico.

Definicién 1.1. Una forma bilineal simétrica b, sobre un espacio vectorial
V es:

1. Positiva (negativa) definida si para toda u € V distinta de cero se tiene
que b(u,u) >0 (b(u,u) <0).

2. Positiva (negativa) semidefinida si para toda u € V se cumple que
b(u,u) >0 (b(u,u) <0).

3. No degenerada si b(u,v) = 0 para toda v € V', implica que u = 0

Para lograr que 1 tome el lugar del producto interno es necesario revisar,
aunque sea someramente, la teoria de formads bilineales; dado que el tema
principal de esta tesis no es el dlgebra, no se demostraran todos los detalles
salvo los que se consideren necesarios. Cabe mencionar que a lo largo de toda
la tesis todos los espacios vectoriales estaran definidos sobre el campo de los
numeros reales.

Definicién 1.2. Sea § = {wvg, - ,v,} una base ordenada de un espacio
vectorial V' de dimensién finita y b una forma bilineal sobre V. Se define la
matriz asociada o representacion matricial de b en la base § como [A,,] =: A
donde Auy = b(va, V).
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Si definimos ahora el conjunto de todas las formds blineales sobre un
espacio vectorial V', el cual se denota B(V'), con las siguientes operaciones:

w (D) + bo)(u,v) := by(u,v) + ba(u, v)

n (cby)(u,v) := cby(u,v)
Uno puede demostrar el siguiente resultado, donde by,b, € B(V) y ¢ € R.
Teorema 1.3. El conjunto B(V') tiene estructura de espacio vectorial.

El siguiente resultado es de mucha importancia, ya que nos permitira usar
la matriz asociada a una forma bilineal sin ser ambiguos en su uso.

Teorema 1.4. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita y § una base
ordenada de V. Entonces, la funcién ¢35 : B(V) — M,«,(R) que asocia a
cada forma bilineal una matriz, es un isomorfismo lineal.

De ahora en adelante se podra usar de forma indistinta un solo simbolo
para referirse tanto a la forma bilineal como a su representacién matricial;
lo mismo para todas las formds bilineales que se introduzcan a lo largo de la
tesis.

Siendo un poco méas formales, dada una base ordenada [ en un espacio
vectorial V' de dimensién finita, existe una funcién ¢z : V' — R", la cual nos
permite describir cada vector u € V' en términos de sus coordenadas respecto
a la base como una matriz de 1 xn. Siendo asi, se obtiene el siguiente corolario
al Teorema 1.4.

Corolario 1.5. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita y sea § una
base ordenada de V. Sean b € B(V) y A € M, «,(R), entonces, 15(b) = A si
y s6lo si b(u,v) = [pg(u)]’ Alps(v)] para toda u,v € V.

El punto 3 en la Definicién 1.1 sera de gran utilidad para lograr el objetivo
deseado; vale la pena demostrar algo al respecto de este tipo de funciones.

Lema 1.6. Sea b una forma bilineal simétrica sobre un espacio vectorial V'
de dimensién finita; b es no degenerada si y solo si su matriz asociada en
invertible.

Demostracion. Supongamos primero que b es no degenerada y u € V tal que
b(u,w) = 0 para toda w € V. Si f = {wp,...,v,} es una base ordenada de
V' se obtiene que b(u,v,) = 0 para toda a« = 0,...,n.

En esta misma base u = u"v.,. Entonces

b(u,ve) = b(u vy, v,) = byqu” =0 para toda o =0,...,n
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Como b es no degenerada, u = 0. Por lo tanto u” = 0 para toda vy =0, ...,n.
Dado que cada u” multiplica a toda una columna de la matriz asociada
a b, se obtiene de lo anterior que las columnas de b son linealmente indepen-
dientes; como b es simétrica tambien lo son los renglones de b. Por lo tanto,
la matriz asociada a b es invertible.
Por un argumento similar se obtiene el regreso.

O

Teorema 1.7. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre R. En-
tonces, toda forma bilineal simétrica en V' es diagonalizable.

Una demostracion del Teorema 1.7 se puede encontrar en [7] para campos
que no sean de caracteristica dos.

Lema 1.8. Sea b una forma bilineal simétrica sobre un espacio vectorial V'
de dimensién finita; b es positiva definida si y sélo si b es positiva semidefinida
y no degenerada.

Demostracion. Si b es positiva definida, claramente es positiva semidefinida
y no degenerada. Supongamos ahora que b es positiva semidefinida y no
degenerada. Haciendo uso del Teorema 1.7, existe una base de V' tal que b es
diagonal en esa base.

Como b es positiva semidefinida, se tiene que los elementos de la diagonal
son mayores o iguales a cero; de no ser asi bgg < 0 para alguna 3, lo cual
implicaria que existe un subespacio W C V' tal que bjyes negativa definida,
lo cual seria una contradiccién.

Ademas, b es no degenerada y por el Lema 1.6 su matriz asociada es
invertible; entonces, en su forma diagonal, los elementos de la diagonal son
todos distintos de cero. Por lo tanto los elementos de la diagonal son mayores
que cero, lo cual nos lleva a que b es positiva definida. [

A continuacion se definird el indice de una forma bilineal simétrica, el
cual sera una de las definiciones mas importantes de esta seccién.

Definicién 1.9. El indice v de una forma bilineal sobre V' es la dimension
del mayor subespacio W C V tal que by es negativa definida.

Entonces, 0 < v < dimV. Ademas, claramente v = 0 si y sélo si b es
positiva semidefinida.

Con todo esto, ahora se puede dar la definicién buscada para que se pueda
usar a n como si fuera el producto interno.

Definicién 1.10. Un producto escalar en un espacio vectorial V', es una
forma bilineal simétrica no degenerada.
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Sea g un producto escalar, si g tiene indice v = 0 éste es un producto
interno. Por lo tanto, la Definiciéon 1.10 generaliza la nocién de producto
interno, permitiendo distintas formas de medir en espacios vectoriales; si el
indice de un producto escalar es distinto de cero, éste no induce una métrica
en el sentido analitico; aunque 7 no induzca una métrica en R", es comun
referirse a n como la métrica del espacio de Minkowski.

Definicién 1.11. Sea (-, -) : R* x R"™ — R una forma bilineal simétrica sobre
R™ que en la base candnica de este espacio se define como sigue:

<U, U> = —u%° + -+ u Lyl

Asi definida, su matriz asociada en dicha base es de la forma:

10 0 --- 0
o1 0 -+ 0
n= 0 0
00 --- --- 1

Entonces, se define el espacio de Minkowski como la pareja (R™, (-,-)) para
n > 2, donde (-,-) es un producto escalar de indice v = 1.

Para no cargar la notacion, es comin designar al espacio de Minkowski
como R7; en el caso de un espacio vectorial V' con un producto escalar de
indice v se suele denotar a este como V,; si la dimension de V es finita,
V, ~ R?. Claramente la ecuacién (1.2) es el producto escalar del espacio de
Minkowski cuando n = 4; en este caso al espacio de Minkowski se le conoce
mejor como espacio-tiempo.

Causalidad

Como se ha visto hasta ahora, con este nuevo producto escalar n tendre-
mos vectores tales que su producto consigo mismos puede incluso ser negati-
vo. Por ejemplo, témese la base canénica {eg, €1, €2, e3} de R?*; entonces, para
€p-

<€0, €0> =-1
para ey + e;:
<€0 + é1,€9 + €1> =0
y para e;:
(e;,e;) = 1 para todai=1,2,3

Esto nos lleva a clasificar a los vectores en R} por el signo de su producto

consigo mismo; es a esta clasificacién a la que llamamos causalidad.
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Definicién 1.12. Un vector v € R} es:

tipo espacio si (v,v) >0 o v=0
tipo luz o nulo si (v,v) =0 y v#0
tipo tiempo si (v,v) <0

Aqui se puede apreciar, por los nombres en la clasificacién, que la cau-
salidad que se acaba de definir refleja ciertas cualidades fisicas del espacio-
tiempo. Por ejemplo, que v sea tipo espacio quiere decir que éste une dos
eventos (puntos en el espacio-tiempo) tales que uno no depende del otro cau-
salmente, es decir, para que suceda uno no se necesita que suceda el otro;
esto implica que que si un observador inercial ve suceder primero el evento
A que el evento B, existe otro que observara sucede B antes que A. Que
un vector sea tipo luz significa que une dos eventos por los cuales pasa un
mismo rayo de luz. Que sea tipo tiempo significa que no existen dos sistemds
inerciales distintos tales que no se respete el orden temporal de los eventos
que une el vector, es decir, estos eventos estan relacionados causalmente.

Figura 1.1: Cono de luz

Al conjunto de todos los vectores nulos (ver figura 1.1) se le conoce como
el cono de luz C. Los vectores tipo tiempo forman otro conjunto al cual se le
da el nombre de cono tipo tiempo T.
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Como se vio en el ejemplo al inicio de esta seccion, el vector ej es el inico
en la base {eg, - ,e,} que es tipo tiempo, esto quiere decir que en esta base
la primera coordenada de un vector tipo tiempo siempre es distinta de cero.
Al ser el vector cero tipo espacio se tiene que 7 es una unién disjunta de los
conjuntos 7y 7T~ definidos como sigue:

Tr={ueT|u>0}; T :={ueT|u <0}

Se pueden definir los conjuntos C* y C~ para C de la misma forma; siendo
asi, C es también una unién disjunta.

Proposicién 1.13. Sean u y v dos vectores en 7. Si u,v se encuentran en
la misma componente de 7 entonces (u,v) < 0, de lo contrario (u,v) > 0.

Demostracién. Nétese que RY puede ser visto como el producto Ry x R™ ! tal
que R"! es el factor que al restringir el producto escalar a este subespacio,
éste se vuelve positivo definido. Por lo tanto, n restringida a R"™! es el
producto interno usual que coincide con la norma euclidiana. Sea @ := 7, (u)

donde:

7.t R x R — R™! tal que 7, (uo, ut, ... ,u”_l) = (O, TR ,u”_l)
y defino ||@|| :== y/(@, @). Cuando u y v se encuentran en la misma componente

de T se tiene que u’v® > 0. Por hipétesis:
(u,u) = —(u®) + [|la]* < 0y (v,0) = =(°)* + [|o[]* <0
(W) > [lal® 5 () > [|o]|? (1.3)
Por otro lado:
(u,v) = —uv" + nu'v?
= —u’" +||a]|||9] cos o
< —u®’ +[lal]|o]

donde 6 es el angulo entre las proyecciones de los vectores. De las ecua-
ciones (1.3) se obtiene la siguiente desigualdad:

2 T
(u®®)” > (llaf|o])*
Como u%v° > 0 se tiene que u®v® > ||@]|||9]|. Por lo tanto:
(u,v) < —u®” + [laljo]| <0

En caso de que u y v estén en distintas componentes se tiene que u%° < 0;
en este caso, las ecuaciones (1.3) implican que |u%°| > ||||||2]]. Por lo tanto:

(u,v) > —u"0” — laf|f|3]] >0
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Asi como se definié la causalidad para los vectores de R, también se
puede definir para los subespacios vectoriales de R} en términos de la métrica
restringida.

Definicién 1.14. Sea 7 la métrica del espacio de Minkowski, y sea U C R}
un subespacio vectorial; decimos que:

U es tipo espacio si mu es positiva definida
U es tipo luz o nulo si nu es degenerada
U es tipo tiempo si ny tiene indice uno

1.2. Ortogonalidad

En este caso al igual que en el euclidiano diremos que dos vectores u,v en
R} son ortogonales si (u,v) = 0, y de la misma forma, diremos que un
subconjunto de R} es ortogonal si todos los vectores del subconjunto son
ortogonales entre si. La idea geométrica de ortogonalidad no coincidira con
la que se tenia antes, es decir, dos vectores que eran ortogonales en R" no lo
seran, en general, con el producto de RY.

El caso de los vectores nulos en R es el que mas se aleja de la intuicién
euclidiana que poseemos puesto que un vector nulo siempre es ortogonal
consigo mismo, y por lo tanto a todos los vectores que se encuentran en el
subespacio generado por el mismo.

Proposicion 1.15. Dos vectores nulos son ortogonales , si y sélo si, son
linealmente dependientes

Demostracion. Tomemos dos vectores nulos [ y k, entonces:
2 ~ 2 ~
@) =Py (*°) =& (1.4)

Por lo hecho en la demostracién del Teorema 1.13 se tiene que ([, k) =
—I°KY + ||I]|]| k|| cos 6. Entonces, por las ecuaciones (1.4) se tiene:

(k)" = (17101

Supongamos que | y k son ortogonales; para el caso que [°k° > 0 se tiene
que —I°k° + ||]|||k|| = 0. Por lo tanto & = 0 y k = ¢l con ¢ > 0. Como [° y k°
son ntimeros reales puedo afirmar que existe » € R tal que £ = ra®. Por lo
tanto queda la siguiente ecuacion:

—r (1) + ¢]i|* = 0,
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y finalmente que r = c. Con esto se tiene que [ y k son linealmente
dependientes; para el caso que que [°k° < 0 se tiene que § = &7 y siguiendo
de manera andaloga lo anterior, pero con ¢ < 0, se obtiene el mismo resultado.

El regreso es trivial; basta con recordar que si dos vectores son linealmente
dependientes, uno es multiplo escalar del otro. O

Con todo esto jexisten vectores no nulos en R} que sean ortogonales a
un vector nulo dado? La respuesta es si, y no sélo eso, también se puede
determinar la causalidad de estos.

Proposicién 1.16. Dado un vector nulo [/, no existe u € T tal que (I,u) =0

Demostracion. Hasta aqui debe ser claro que para un vector nulo como [,
19 £ 0, de no ser asf ||I|| serfa igual a cero y el vector [ serfa el vector cero,
el cual por definicién es tipo espacio. Entonces, si u es cualquier vector tipo

tiempo se tiene: B
(W°)? > Jlal® 5 (1) = [l7|f?

0702 i) 2
(ut%)* > (i)
Como se ha visto en el desarrollo de la tesis, existen dos casos u°l® > 0y
u’lY < 0; tomemos el segundo caso. Entonces:

[ = =1 > Jall||i]
y finalmente se obtiene:

<U,l> = —UOZO—FT]ijUilj
= —uP1° + ||@||||1)| cos 6
> —a’l’ —all|i] >0

En el caso restante se prosigue de manera analoga, como se ha visto en
previas demostraciones a lo largo de este capitulo. O

Se puede notar que gran parte de estos resultados dependen de que la
primera coordenada de los vectores no se anule; lo mismo pasara para los
vectores tipo espacio cuya primera coordenada no sea cero, es decir, si [ es
nulo y, v algin vector tipo espacio tal que v° # 0, entonces [ y v no serdn
ortogonales.

Pensemos en un vector v tipo espacio tal que v° = 0, entonces (v,l) =
|9|[/7]] cos 6. Por lo tanto, los tinicos vectores en R? que son ortogonales a un
vector nulo dado, son tipo espacio tales que su primera coordenada es cero
y que sus imagenes bajo la proyeccion m, son ortogonales en el sentido usual
o euclidiano, es decir, el angulo entre sus proyecciones en de £7.
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Hasta aqui se han expuesto algunos de los resultados que se tienen con esta
nueva concepcién de ortogonalidad, pero algunos casos se mantienen igual,
por ejemplo, la base {e,}!_, conserva sus propiedades de ser un subconjunto
ortogonal de RY. ;jConserva su ortonormalidad? Para esto seria necesario
volver a definir lo que significa que un conjunto sea ortonormal.

Definicién 1.17. Decimos que una coleccién de vectores {u,}r_, es orto-
normal en R} si:

| (e ug)| = dap

Como se puede ver, esta definicion excluye la posibilidad de que existan
vectores nulos en un conjunto ortonormal. Aun asi, en el caso de que un
conjunto sea ortogonal no se excluye la posibilidad de que alguno de estos
sea nulo, es mas, no basta con la hipotesis de ortogonalidad para que el
conjunto sea linealmente independiente.

Teorema 1.18. Sea S = {u,}*_, un subconjunto ortogonal de R} formado
con vectores distintos de cero tal que span(S) = U es un subespacio no nulo.
Entonces u, no es un vector nulo para ninguna a.

Demostracion. Si U es tipo espacio no hay nada que demostrar ya que 7y
es positiva definida y (uq, u,) # 0 para toda a.

Si U es tipo tiempo existe w = wu, tipo tiempo en U tal que, tomando
ug €S-

(w, ug) = (W ta, ug) = w’(ug, ug).

Si supongo que ug es un vector nulo, por la Proposicién 1.16 se tiene que
(w,ug) # 0y por lo anterior que (ug,ug) # 0, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto ug no puede ser un vector nulo, y como este vector se tomé de
manera arbitraria, ningiin elemento de S puede ser nulo.

]

Corolario 1.19. Sea S = {u, }*_, un subconjunto ortogonal de R} formado
con vectores distintos de cero tal que span (S) = U es un subespacio no nulo.
Entonces S es linealmente independiente.

Demostracion. Por el Teorema 1.18 se tiene que ninguin vector en S es nulo;
asi, si a“u, = 0 es una combinacion lineal de los elementos de S se tiene que:

0= (a®uq, ug) = a6<u5,u5>.

Como ningtin vector en S es nulo, necesariamente a” = 0 para toda 3. Por
lo tanto en una combinacién lineal de elementos de S igualada a cero, los
coeficientes de la combinacion lineal son cero.

]
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Hasta aqui, los resultados expuestos parecen depender de que exista una
base ortonormal para R}, la cual por construccion existe, pero no es la tnica
base que se pudiera tener para este espacio. Para mostrar que estos resulta-
dos no dependen de la base candnica, necesito una forma de ortogonalizar
toda base dada y asi, al poder siempre ortogonalizar (y despues normalizar)
cualquiera, darle sentido a los resultados expuestos y seguir usando la base
canoénica. El siguiente teorema es el conocido método de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt, aplicado ahora a subconjuntos de RY.

Teorema 1.20. Sea S = {u, }*_, un subconjunto linealmente independiente
de R} que consiste de vectores no nulos tal que span (S) = U es un subespacio
no nulo. Si S = {v,}*_, es otro subconjunto de R7 tal que vy = ug y:

i—1
w:ui—z<u“vj>vj cpara 1 <i<k. (1.5)

Entonces, S es un conjunto ortogonal de vectores no nulos tal que span (5 ) =

U.

Demostracion. La prueba sera por induccién sobre el niimero de elementos
k de los conjuntos Sy y Si. El caso k = 0 es trivial ya que al existir un solo
elemento en Sy, vy = ug v Sy = Sp. Por las hipétesis se tiene que Uy es no
nulo.

En el caso del espacio de Minkowski se vuelve un poco necesario desa-
rrollar el caso k£ = 1, ya que no es del todo evidente que los elementos del
conjunto S; sean vectores no nulos. Entonces, sea S; un subconjunto de R?
que cumpla con las hipdtesis del teorema y sea vy := ug; lo que se busca es
construir un vector v; que sea ortogonal a v, y que span(S;) = U;. Siendo
asi, conviene expresar a v; como una combinacién lineal de los elementos de
Si.

Sea p un escalar tal que:
V1 = U — HUg.

Entonces:
0 - <U07 Ul) - <U07U1> - M(U()a U0>,
y tomando en cuenta que vy = ug

_ (w1, vo)
"= (vo,vo)

Por lo tanto:
(Ul, Uo)

{vo, vo)

V1 = U — Vo-
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Lo cual esta bien definido ya que ug es no nulo; ademaés, siempre y cuando
S no sea un subconjunto ortogonal de R la constante real i es distinta de
cero.

Con lo anterior es facil ver que la independencia lineal de S implica la in-
dependencia lineal del conjunto S, el cual genera un subespacio de dimensién
dos de R?, lo que implica que span(S;) = Uj.

Por 1tltimo, para mostrar que S; no contiene vectores nulos basta con
recordar que U; es un subespacio no nulo y por lo tanto el determinante de
nu debe ser distinto de cero. La representacion de 7 en la base S, debe ser
diagonal, lo cual restringe los valores de la diagonal a ser distintos de cero,
es decir, (vg,vg) y (v1,v1) deben ser distintos de cero.

Ahora si, supongamos el enunciado de este teorema valido para algin
k—1 > 2. Entonces podemos asumir que existe el conjunto ortogonal Sj_; =
{v,}F-1 donde cada vector en este conjunto esté dado por la ecuacién (1.5),
tal que span(Sk_1) = Up_1.

Para el conjunto Sy, ya que por hipétesis de induccién se cumple el teo-
rema para k — 1 vectores en este conjunto, basta con ver que el vector vy
cumple con las propiedades deseadas asi como para Sj,. Por la ecuacién (1.5)
se obtiene que vy # 0 ya que el vector u; ¢ Uk_y y por lo tanto la resta
en (1.5) nunca se anula, asi, el conjunto Sy consta de vectores distintos del
vector cero.

Ahora bien, para 0 <[ < k — 1 se tiene:

(og, ) = (g, ) =) <u%7vj:><vjavl>,

asumiendo que Sj_; no contiene vectores no nulos, por la hipétesis de in-
duccién. Entonces S; es un conjunto ortogonal, y por (1.5) se tiene que
span (Sk) C Uy, faltando ver que son iguales.

Si al agregar al vector vy, el conjunto S; perdiera independencia lineal,
se obtendrfa que u, € span(Si_1) = Ui_; contradiciendo las hipétesis del
teorema; siendo asi, S, es un conjunto linealmente independiente y tiene
dimensién k. Por lo tanto span (5’) = Uy.

Como Uy, es un subespacio no nulo de R} el Teorema 1.18 asegura que no
existen vectores nulos en S'k.

]

Atn con esto, no queda del todo claro qué es lo que pasa cuando se tiene
un espacio vectorial V' de dimension finita con un producto escalar arbitrario
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de indice uno. Llamemos a tal espacio vectorial V] y w a su producto escalar.
Entonces, en V] existe una base tal que w es diagonal. El siguiente teorema
se conoce por el nombre de ley de inercia de Sylvester, [7].

Teorema 1.21. Sea H una forma bilineal simétrica en un espacio vectorial
de dimension finita W. Entonces el nimero de entradas positivas y negativas
en la diagonal, en cualquier representacion diagonal de H, es independiente
de la representacién diagonal

Por lo tanto, con este teorema en mano y el Teorema 1.7, se tiene que
la forma en la que se han expuesto los resultados hasta ahora no dependen
de la base usada, ya que son ciertos en cualquier base, es decir, sin importar
cual sea el producto w que se tenga en Vi, al ser el indice un invariante se
puede concluir que siempre existe un cambio de base Q tal que n = QTwQ, y
basta con hacer el cambio de base para que las técnicas usadas hasta ahora
cobren sentido.

Una consecuencia del Teorema 1.21 es que en toda base ortonormal de
R? existe solo un vector tipo tiempo, siendo los demés tipo espacio.

Definicion 1.22. Sea U un subespacio de R}. Se define su complemento
ortogonal U+ como sigue

Ut ={veR? | (u,v) =0V uclU}

Es claro que U+ es a su vez un subespacio de R?. ; Pero es verdad que la
suma de U+ con U es directa e igual a R}? A diferencia del caso clésico, esto
no sucedera siempre.

Lema 1.23. Sea U un subespacio de R}, entonces:
1. dim(U*) =dim(RY) —dim(U).
2. (UY) =U.
3. U es no degenerado si y sélo si U+ es no degenerado.

Demostracion. 1. Sea 8 = {v,}£_, una base de U tal que 8 = {v, }'Zj es

la extension de la base § a una base de RY. Si w = w"v, es un elemento
de U+ en la base 3, se obtiene lo siguiente:

(W', v,) = W (v, v,) = guw" =0 donde 1 <v <k
Esto se puede expresar de forma matricial como sigue:

Jgoo " Yon—1 w? 0

gko  * Gkn—1 w 0
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Entonces, si A = [gu], ..., ;, A es un automorfismo de rango maximo ya

que la métrica es no degenerada. Como ker (A) = U=, por el teorema de
la dimensién se tiene que dim (U*) = n—(k — 1) = dim (R})—dim (U).

2. Dado que para todo u € (UL)L se cumple que (u,v) = 0siv € UL,
se obtiene la contencién (U L)l C U. Por 1 de este lema se tiene que
estos conjuntos son iguales ya que tienen la misma dimension.

3. Como U no es tipo luz existe una base ortonormal del mismo, ademas,
esta se puede extender a una base ortonormal de R}. Siendo asi, para
todo v € U se tiene que v/ = 0si k+1 < j < n — 1 asumiendo que
B = {ea}¥_, es una base ortonormal de U y 3 = {eg}g;(l) su extension
a una base ortonormal de R. Entonces, para todo v € R} y para todo
u € U se tiene que:

(u,v)y = Ful® £ £y "
= 4% £ £ uFP

En la base 3, sea W = {w € R}|w’ = 0si 0 < ¢ < k}. Claramente
W es un subespacio de U+ y ademss, {eﬁ}g;,lﬁl es una base para WW.
Asi, por el nimero 1 de esta demostracion se tiene que W y U~ tienen
la misma dimensién y por lo tanto son iguales, siendo {Gg}g;i 41 una
base ortonormal de U'; entonces, la métrica en esta base tiene una
representacion matricial diagonal con 1 en la diagonal. Con esto, U~
no es tipo luz. El regreso se obtiene usando el niimero 2 de este teorema
y el mismo argumento que se hizo sobre U ahora para U-+.

[

El enunciado 3 del Lema 1.23 implica que si U es degenerado U+ también
lo sera, lo cual nos lleva a preguntar en que caso la suma de U con su com-
plemento ortogonal es directa. El siguiente teorema resuelve esta cuestion.

Teorema 1.24. Sea U un subespacio de R}, entonces, U es no nulo si y s6lo
siUNU+ =0.

Demostracion. Si U es no nulo existe una base ortonormal (3 para este espa-
cio. Supongamos que existe un vector u distinto de cero en U N U~+. Como u
es elemento del complemento ortogonal de U se cumple que:

(u, 8;) = 0 ; para todo f3; € (.

Pero u también es elemento de U y se puede expresar en la base [ como
u = ' 3;. Entonces:

(u’B;, Bi) = u'(Bi, Bi) = 0. ; para todo §; € B



16 CAPITULO 1. ESPACIO DE MINKOWSKI

Esto por ser # una base ortonormal. Pero ya que u es distinto de cero, para
algin f; el producto consigo mismo es cero, lo cual es una contradiccién y
por tanto u debe ser el vector cero.

Para demostrar la otra implicacién supongamos que U es nulo. Por el
Teorema 1.7 sabemos que existe una base de U tal que contiene solo un
vector nulo v y que este es ortogonal a los demas elementos de dicha base,
los cuales no pueden ser tipo tiempo por la Proposicion 1.16; por el Lema
1.23 U+ es nulo también. Asi, si w es el vector nulo en la base de U+ que
tiene las mismas propiedades que la base en U, por la Proposicién 1.15, v y

w son linealmente dependientes y con esto U N U+ # 0.
]

Con este resultado es claro que la suma de U con su complemento orto-
gonal es directa e igual a R} si y sélo si U es no degenerado. Con esto se
puede enunciar el siguiente resultado sin necesidad de demostracién.

Teorema 1.25. U es tipo tiempo si y sélo si U+ es tipo espacio.

1.3. Vectores tipo tiempo

Para los vectores tipo tiempo se cumple una desigualdad tipo Cauchy-
Schwarz, la cual nos permitira deducir una nueva forma de calcular el pro-
ducto de dos vectores tipo tiempo y una desigualdad del triangulo invertida.
Para esto seran necesarios los siguientes resultados.

Proposicién 1.26. Sea U un subespacio tipo tiempo. Entonces existe una
base de vectores nulos para U.

Demostracion. Ya que n restringida a U es no degenerada existe una base
ortonormal {e,}*_, de U. Los vectores de la forma ey + ¢; son nulos y li-
nealmente independientes para 1 < ¢ < k; entonces existen k vectores nulos
linealmente independientes en U.

Para obtener una base de vectores nulos para U el vector nulo e; — eg
puede servir; sean a y b nimeros reales, entonces si:

aleg+e1) +b(eg —ep) =0

(@a—b)eg+ (a+b)eg =0

Por lo tanto (a — b) = (a + b) = 0 de donde se sigue que a = b = 0. Es claro
que los vectores ey 4+ e; no generan al vector e; — ey, construyendo asi una
base de vectores nulos para U. O
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Definicién 1.27. Dado cualquier vector u en RY, se define la norma de este
como [[ul] := v/[{u, )]

Teorema 1.28. Sean u y v vectores tipo tiempo en R}. Entonces:
[(u, 0)| = [l lv]]. (1.6)

Donde la igualdad se logra cuando uno de los vectores es multiplo escalar del
otro. En caso de que los vectores se encuentren en la misma componente de
T existe un tnico numero ¢ > 0 tal que

(u,0) = —[lul[[v]| cosh .

Al nimero ¢ se le conoce como el dangulo hiperbdlico entre los vectores u y
v.

Demostracion. Considérense dos vectores tipo tiempo u y v linealmente in-
dependientes y el plano U = span (u,v) que generan. Por la Proposicién 1.26
se tiene que la siguiente ecuacion tiene dos soluciones distintas con a y b
distintos de cero.

{au + bv, au + bv) = a*(u, u) + 2ab{u,v) + b*(v,v) =0

Dividiendo la ecuacién entre a? se obtiene la siguiente ecuacién de segundo
grado con A\ = g
A v, v) + 22X (u, v) + (u,u) =0

Como a y b son reales el discriminante de la forma general que soluciona la
ecuaciéon de segundo grado debe ser mayor que cero. Entonces:

<U,U>2 > <u,u><v,v) > (_<u7u>) (_<U7U>)

Lo cual demuestra la desigualdad deseada; el caso de la igualdad es sencillo
al proponer que uno de los vectores, digamos u, es miltiplo escalar de v.

Para la segunda parte de la demostraciéon, usando la ecuacion (1.6) y que
u 'y v se encuentran en la misma componente de 7T, se tiene lo siguiente.

—(u,v)
e[l

Ya que la funcién coshp : [0,00) — (1,00) es inyectiva, existe un tnico
nimero ¢ € [0, 00) tal que:

_<u> U>

coshp = ————.
[[ull[fv]]

Demostrando el teorema. O]



18 CAPITULO 1. ESPACIO DE MINKOWSKI

Corolario 1.29. Si u y v son dos vectores tipo tiempo que se encuentran en
la misma componente de 7T, entonces

[+l = [[ull +[Jo]
y la igualdad se da si y sélo si u y v son proporcionales.

Demostracion. Usando la definicion de norma y que ambos vectores se en-
cuentran en la misma componente de 7 se tiene lo siguiente.

lu+o|> = [{u+v,u+0v)
= ull®+ [[v]]* + 2[(u, v)]
[[ull? + [[v]|* + 2[Jull[|v]| cosh ¢

De ser v y v linealmente dependientes, por lo visto en el Teorema 1.28 ¢ = 0.
Por lo tanto |Ju+v[]? = ||u||* + ||v]|* + 2||u||[|[v]| 1o cual demuestra la parte de
la igualdad. Si los vectores son linealmente independientes, coshy > 1y se
tiene que [[u+v|* > ||ul*+||v||*+2||ull||v]|, lo cual demuestra el corolario. [

En R} se puede seguir hablando de la orientaciéon de una base ya que es
una cuestion que no depende de ningiin producto interno, sin embargo, ahora
se puede hablar de una segunda orientacién que dependera del producto
interno. Por ejemplo, en la base candnica de R} el vector ey apunta en la
direccion en la que avanza el tiempo; este vector serd siempre tomado como
referencia, lo cual se ve en la siguiente definicién.

Definicion 1.30. Dado un vector v tipo tiempo, se dice que este estd orien-
tado al futuro si (v, eg) < 0; se dird que esta orientado al pasado si (v, eq) > 0.

Por lo tanto, dada una base ortonormal de R} diremos que esta se en-
cuentra orientada al futuro si su vector tipo tiempo se encuentra en la misma
componente de T que eq, de lo contrario diremos que tal base esta orientada
al pasado.

1.4. Isometrias

Una isometria es una funcién que preserva la nocién de distancia de un

espacio a otro, es decir, si (X, d) y (Y,d) son espacios métricos, se dice que
una biyeccion ¢ : X — Y es una isometria si

d(z,y) =d(¢(x),6(y)) paratoda z,y € X.

Si X =Y y d = d, entonces se dice que ¢ es una isometria de X. Dado
que toda morma induce una métrica, si X es ahora un espacio normado, una
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isometria es una biyeccion tal que ||z — y||x = [|[¢ (x) — ¢ (y) ||y para toda
x,y € X.

Ahora, si V' es un espacio vectorial con producto interno, este induce una
norma de la siguiente forma

1
— P
[ollv == (v, v)e.
Por lo tanto, una isometria en V' es una biyeccién tal que

(u=v,u=v)e = (p(u) = d(v), d(u) = P(v))e.

En el caso del producto escalar con el cual se ha trabajado a lo largo de esta
tesis es claro que este no induce alguna norma y, mucho menos una métrica;
es por eso que existe la necesidad de rastrear la métrica hasta el producto
interno.

Definiciéon 1.31. Sea ¢ : Rf — R} una funcién biyectiva. Decimos que esta
es una isometria de RY si para toda u,v € R} se cumple que

(u—v,u—v) = ($(u) = ¢(v), p(u) — ¢(v)).

Antes de seguir adelante, demostraré un lema que sera de importancia en
lo siguiente.

Lema 1.32. Sean u, v cualesquiera dos vectores en R} tales que para toda
w € R} se cumple que (u,w) = (v, w). Entonces u = v.

Demostracion. Restando el término en el lado derecho de la ecuacion a toda
la ecuacién se obtiene

(u—wv,w) =0 paratoda w € RY.

Por lo tanto u — v = 0 ya que el producto interno es no degenerado, lo cual
demuestra el lema. ]

A continuacion se mostrara que toda isometria de R} se puede descom-
poner en la suma de una transformaciéon lineal con una traslacion al igual
que en el caso clésico. Para lograr esto definiré la funcién A : R} — RY como
A(u) := ¢(u) — ¢o, donde ¢g := ¢(0) tal que ¢ es una isometria.

Para esta funcién se cumplen tres propiedades muy importantes respecto
del producto escalar.

» (u,u) = (A(u), A(u)) para toda u € RY.
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Para toda u € RY se tiene
(A(w), Aw)) = (d(u) = b0, 6(u) — o)
= (u—0,u—0)
= (u,u)

Esto quiere decir que la funciéon A respeta la causalidad de los vectores,
asi como preserva la norma de estos.

» (u—v,u—v) = (A(u) —A(v), A(u) — A(v)) para cualesquiera u,v € RY.
Siendo u, v vectores cualesquiera en R} se cumple que:
(A(u) = A(v), Au) = A(v)) =
(9(u) = g0 — (¢(v) = do), ¢(u) — do — (¢(v) — Po))
(¢(u) = @(v), p(u) — G(v))

(u—v,u—v).

Es claro que A es una funcién biyectiva ya que ¢ lo es. Por lo tanto A es una
isometria también.

v (u,v) = (A(u), A(v)) para todo u,v € R
Para toda u,v € R} se tiene

(A(u) = A(v), Aw) = A(v)) = (A(w), Au)) = 2{A(u), A(v)) + (A(v), A(v))

Por otro lado
<'LL—’U,'LL— U> = <u7u> o 2<U,U> + <va>

Lo cual demuestra la igualdad deseada. Este ultimo punto junto con el teo-
rema siguiente nos llevard a un resultado muy familiar.

Teorema 1.33. La funcién A : R} — R} que se define como A(u) := ¢(u) —
¢o, es una isometria lineal.

Demostracion. Como se ha visto hasta ahora la funciéon A es una biyeccién;
entonces, para cualquier w € R se tiene que existe un unico w tal que
A(w) = w. Entonces, siendo ¢ cualquier nimero real se tiene que

(cA(u), w) = c(Au), A()) = c(u, )
Y por otro lado se obtiene que

(Acw), w) = (Acu), A(w)) = c(u, @)
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Resultando que A(cu) = cA(u) por el Lema 1.32. Para ver que A abre las
sumas se procede de la misma forma

(AMu+v),w) = (Au+v), A(0)) = (u+ v, W)

(A(u) + Av), w) (A(u) + A(v), A(w))
= (A(w), Aw)) + (A(v), A(w))
= (u,w) + (v, W)
= (u+uv,0)

Una vez maés por el Lema 1.32 se obtiene que A(u + v) = A(u) + A(v). Por
lo tanto A es una isometria lineal. ]

Ya que A respeta el producto escalar y es lineal, A toma una base or-
tonormal y la manda en otra base ortonormal, justo como los operadores
ortogonales en el caso clasico. Esto quiere decir que las columnas de la ma-
triz asociada a A, como vectores de R, son vectores unitarios y ortogonales;
en este caso la inversa de A no serd AT como se verd mas adelante.

El siguiente corolario se sigue inmediatamente del teorema anterior.

Corolario 1.34. Dada una isometria ¢ de R}, existen una transformacién
lineal A y un vector vy tales que

¢(u) = Au) + vg para toda u € RY.

Al conjunto de todas las isometrias del espacio de Minkowski se le conoce
como el grupo de Poincaré. A lo largo de la tesis solo se estudiara el conjunto
de las isometrias lineales al cual se nombra grupo de Lorentz. Es claro que
el conjunto de las isometrias del espacio de Minkowski tiene estructura de
grupo con la composicion de funciones; ya que la composicién de funciones
lineales es también una funcién lineal, el conjunto de las isometrias lineales
es a su vez un grupo al cual se denotara como O;(n), donde 1 es el indice del
producto escalar y n la dimension del espacio.

Expresando el producto escalar como producto de matrices, si utilizamos
que (u,v) = (A(u), A(v)) para toda A € O1(n) se obtiene lo siguiente.

T = (Auw)" 1 (Av) = u” (ATnA) v para todo u,v € R}

Por lo tanto 7 = ATnA; usando las propiedades del determinante se obtiene
finalmente que det A = £1. Entonces se deduce que O;(n) tiene al menos dos
componentes disjuntas.
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Sea A € O1(n) tal que su determinante es positivo; usando la notacién de
indices se tiene lo siguiente.

A NG = o (1.7)
SiA=0=0
Ao AG = 100
= (A (M) (A5 =1
Entonces, (A8)2 debe ser mayor o igual a —1. Por lo tanto

Aj>1 6 Aj<—1

Lo cual muestra que la componente de isometrias lineales con determinante
positivo tiene dos componentes disjuntas. Lo mismo pasara para aquellas que
tienen determinante negativo. Por lo tanto O;(n) tiene cuatro componentes
disjuntas las cuales se denotan como sigue.

A€ Oi(n)™ si detA=1 y AJ>1
AeOi(n)™™ si detA=1 y AJ<1
A€eOi(n)™" si detA=-1y Aj>1

(n)™= si detA=-1y AJ<1

Teorema 1.35. El grupo de Lorentz O1(n) con n > 2, tiene cuatro compo-
nentes conexas.

Este teorema se demostrarda mas adelante en la tesis ya que se necesi-
tard de mayor herramienta a la expuesta hasta ahora; sin embargo, podemos
examinar lo que pasa cuando la dimensién del espacio de Minkowski es igual
a dos.

Ejemplo 1.36. El grupo O;(2) tiene cuatro componentes conexas.

Fijémonos en la componente O1(2)"* del grupo de Lorentz. Todos los
elementos de esta componente cumplen con lo siguiente; sean Aj las compo-
nentes de una representacién matricial de A.

ASAT — AIAS = det A =1
Y por la ecuacién (1.7)
= (89)"+ (A9)" = -1 (L)

AVAG = AJA (1.9)
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Si uno despeja (AL)? en la ecuacién (1.8), al sustituir este valor en la ecuacién
(1.9) multiplicada por A} se obtiene

2
AgATAG = —A7 + A (Ag)
Como AJ > 1 se puede dividir la ecuacién anterior por este niimero resultando

Al
Aj

AOAL = T30 4 AIAD
Usando la hipétesis de que det A = 1 se obtiene finalmente que A = Al.
Anélogamente se puede obtener que A} = A} suponiendo que AY 6 A} son
distintos de cero; digamos que A} = 0, entonces, por la ecuacién (1.9) se
obtiene que A = 0 también.

Por lo tanto, existe ¢ € R tal que

A = cosh ¢ senh ¢
¥\ senhy coshyp

Para toda A € O(2)"". Para cada ¢, a este tipo de matrices se les da el
nombre de boost de R? por un angulo de Lorentz . En general se le llama
boost a cualquier elemento de Oy (n)* ™.

Ahora bien, definiremos la funcién h(yp) : R — O1(2)"* como h(p) = A,.
Haciendo uso de las identidades

cosh(p + ) = cosh ¢ cosh @ + senh p senh 6

senh(p + 6) = senh ¢ cosh 6 + cosh ¢ senh 6

se puede notar que h es un homeomorfismo de grupos. Ademas, dado que
las funciones cosh y senh son par e impar respectivamente, las identidades
pasadas aplicadas a ¢ — 6 nos permiten demostrar la inyectividad de h; por
lo dicho con anterioridad es obvio que esta funcién es sobre, y asi, h es un
isomorfismo.

Por otro lado, la funcién h determina una curva en O (2)*T C Mayo (R) ~
R*; de momento asumiré la existencia de una estructura diferenciable sobre
el grupo de Lorentz, al final del tercer capitulo regresaré sobre esto.

Siendo asi, h tiene una diferencial definida en todo su dominio

_ senh 6y cosh 6,
dgyh(c) = ¢ < cosh @, senhf, )

La diferencial dg,h no es la funcién cero para toda 6, € R. Por lo tanto h es
un difeomorfismo, lo cual demuestra que O;(2)*" es conexo.
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Sean P := diag{1l,—1} y T := diag{—1, 1} los operadores de inversion
espacial e inversion temporal respectivamente; se puede notar que PT €
O1(2)T,P € 01(2) ", T € 0:(2)" . Con esto tltimo, las restantes tres
componentes de O1(2) se pueden expresar como cosets de O1(2)"" con el uso
de os operadores PT, P,T.

Entonces se puede definir para el caso del conjunto O;(2)~* la funcién
hp : R = 01(2)~" como hp(p) = (P)(h(e)) = PA,, la cual de manera
analoga resultara ser un difeomorfismo. Prosiguiendo con funciones hpr y hr,
definidas analogamente a hp, se llega al mismo resultado para las restantes
componentes de O1(2) demostrando asi que el grupo de Lorentz de R? tiene
cuatro componentes conexas.

En general, el grupo de Lorentz O1(n) con la topologia inducida de R
no es compacto ya que la familia de elementos de la forma

Ayl 0
0 In72

Donde A, es la matriz de 2 x 2 descrita en la demostracién anterior y la
matriz I,, 5 es la identidad de (n — 2) x (n — 2), no es acotada.

1.5. Operadores adjuntos y auto-adjuntos

Como se ha visto en el desarrollo de este capitulo, muchas de las propie-
dades que se tenian en un espacio vectorial con producto interno sobreviven
en el caso de un producto escalar de indice uno, salvo ciertas modificaciones.
El caso de los operadores adjuntos y auto-adjuntos en R} sigue una linea
similar, en general se seguiran valiendo gran parte de los teoremas del caso
clasico salvo ciertas particularidades que se presentaran a lo largo de esta
seccion.

Teorema 1.37. Sea g : R — R una funciéon lineal. Entonces, existe un
unico vector v € R} tal que g(u) = (u,v) para toda u € RY.

Demostracion. Sea {ey,...,e,_1} una base ortonormal para R} y definimos
v € R} como sigue

v=—g"y+ g'e; ;donde ¢“:= g(eq)

Definamos ahora la funcién f : R — R como f(u) := (u,v). Claramente
esta funcién es lineal; ademads, si se valia f en la base se obtiene que

flea) = (ea,v)
= (ea,—9"e0 +g'e;)
= —{eq,g%0) + (ea, g'e;)
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Entonces, si a = 0 se tiene que f(eg) = g(ep), si o es mayor o igual que 1 se
tiene que f(e;) = g(e;); asi, f y g coinciden en una base. Por lo tanto f = g.

Para ver que v es tinico supongamos que existe otro vector v € R} tal que
g(u) = (u,v); entonces (u,v) = (u,d) para toda u € R}, y por el Lema 1.32,
v =1. [

Definicién 1.38. Sea T': R} — RY un operador lineal. Se define el operador
adjunto T™ : R — RY, de T' como aquel que cumple

(T'(w),v) = (u, T"(v))
Para todo u,v € RY.

Como se puede observar la definicién es la misma que en el caso de un
producto interno, aunque falta ver que T™ es en realidad lineal y tnico.

Teorema 1.39. Sea 1" un operador lineal sobre R}. Entonces, el operador
adjunto de T, T*, es lineal y el inico que cumple con la relacién

(T'(u),v) = (u, T*(v)) ; para todo u,v € RY.

Demostracion. Sea v un vector en R} y g : R} — R la funcién definida por
g(u) := (T(u),v); dado que T es lineal y el producto escalar en una forma
bilineal, 1la funcién ¢ asi definida es lineal.

Ahora, por el Teorema 1.37 existe un unico vector de R}, w, tal que
(T'(u),v) = (u,w) para todo u € R}. Definamos ahora al operador T como
aquel que toma v y lo lleva a w para todo v € R}, entonces (T'(u),v) =
(u, T*(v)) para toda u,v € RY.

Sean vy, vs € R} y ¢ € R, entonces

(u, T*(cvy + va)) = (T(u),cv; + vy)
c(T(u),v1) + (T'(u),va)
= {u, eI (v1)) + (u, T"(v2))
= (u,cT*(avy) + T*(vg))

para toda u € R} y, por el Lema 1.32, se deduce que 7™ es un operador lineal.
Para ver que T™ es tinico, supongamos que existe otro operador U : R} —
RT tal que cumple con la propiedad de ser el adjunto de 7', entonces

{u, T"(v)) = (u, U(v))

para toda u,v € R}, y una vez mas por el Lema 1.32 se obtiene que 7' = U.
Por lo tanto, el operador T™ es lineal y es el tinico que cumple con ser el
adjunto de T'.

]
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Ademas, usando la simetria del producto escalar se tiene lo siguiente:
(u,T(v)) = (T'(v),u) = (v, T"(u)) = (T"(u),v).

Con esto, la operacién de adjuntar no depende del orden y solo depende del
producto escalar.

Como se vio en la demostracion del teorema anterior, la existencia del
operador adjunto dependié por completo de la finitud de la dimensién de
R7; en el caso que la dimensién no sea finita no se puede asegurar siem-
pre la existencia de tal operador, pero eso es un detalle algebraico que no
investigaré en esta tesis.

Sea A la representacién matricial de de una transformacién lineal T :
R? — R y B la representacion matricial de 7™ en una base ortogonal;
entonces (Au,v) = (u, Bv) para toda u,v € R}. Por lo tanto A”n = nB. Con
esto uno tiene una forma clara de saber quién es el operador adjunto 7™, ya
que su matriz asociada es B = nATn en una base ortonormal.

En el caso de tener un producto interno, ya que la matriz asociada al
producto en una base ortonornal resulta ser la matriz identidad, hubiera
bastado con transponer A para obtener B. Si defino A* := nATn el siguiente
teorema queda demostrado en una notacién mas simple.

Teorema 1.40. Sea 7' : R} — R} una transformacién lineal y, [T]s su
representacion matricial en una base ortonormal 5. Entonces:

[T = [TT5-

Si A es una matriz de n x n, la transformacion lineal asociada a A en
una base ortonormal se denota como L,4. Entonces, el siguiente corolario se
demuestra trivialmente ya que [L4]s = A.

Corolario 1.41. Sea A una matriz de n x n. Entonces L4« = (L4)*.

A continuacién demostraré una serie de resultados basicos sobre opera-
dores auto-adjuntos que son de mucha utilidad.

Teorema 1.42. Sean T'y U operadores lineales sobre R}. Entonces se cum-
plen las siguientes propiedades:

L (T+U) =T+ U

2. (¢T')" = ¢T* para cualquier c € R
3. (TUY = U*T*

4T =T
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5. I* = I donde [ es el operador identidad

Demostracion. Los cinco puntos se demuestran de forma similar por lo que
solo se demostrara con detalle el primero, mientras que en los puntos restantes
solo se mostrara parte de la demostracién. Sean u,v € RY.

1.

(u, (T +U)" (v)) =

Para todo u,v € RY; entonces, haciendo uso del Lema 1.32 se obtiene
que (T+U)" =T+ U

2.
(w, (cT)" (v)) = (T (u),v) = (u,T"(v))
3.
(u, (TU)" (v)) = (T (U(u)) ,v) = (U(u), T"(v))
4.
(u, (T7)" (v)) = (1" (u), v) = (u, T (v))
5.

Corolario 1.43. Sean A y B matrices de n X n. Entonces:
1. (A+B)" = A*+ B*
2. (cA)" = cA* para cualquier c € R
3. (AB)" = B*A*
4. A=A

5. A* = A donde A es la matriz identidad
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Este corolario es una consecuencia directa del teorema anterior y del
Corolario 1.41, por lo cual se omitira la demostracion.

Antes de dar la definicién de lo que es un operador auto-adjunto, se nece-
sitardn de algunos resultados previos referentes a los wvectores propios de un
operador y su adjunto.

Lema 1.44. Sea T un operador lineal sobre RY. Si T" tiene un vector propio
no nulo, entonces T también tiene un vector propio no nulo.

Demostracion. Sea v un vector propio de T' con walor propio A. Entonces,
para todo w € R} se cumple lo siguiente

0={(0,w) =T —\)v,w) = (v,(T —N)" w) = (v,(T* — \) w)

Por lo tanto w es ortogonal a la imagen de (7" — AI); con esto, la imagen
de (T* — M) es un subconjunto de (v)* el cual tiene dimensiéon n — 1, y
por el teorema de la dimension se tiene que el nicleo de (7% — AI) no es
trivial. Cualquier elemento del nicleo es un vector propio de (7 — AI) con
valor propio A; dado que v no es nulo este no se encuentra en la imagen de
(T* — M) y es un elemento del nticleo, demostrando el lema.

O

A continuacién demostraré una version del teorema de Schur para nuestro
caso, pero antes necesitaré de otro teorema el cual solo enunciaré.

Teorema 1.45. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial de di-
mension finita V' y, sea W un subespacio T-invariante de V. Entonces, el
polinomio caracteristico de Ty divide al polinomio caracteristico de T

Recordando, se dice que un espacio es T-invariante si la imagen de Tjy
esta contenida en W. Por otro lado, para el teorema que sigue es necesario
recordar que un polinomio P(t) se factoriza si este se escribe en términos de la
forma (A —t); ahora se tiene lo necesario para llevar a cabo una demostracién
del teorema de Schur en RY.

Teorema 1.46. Sea T" un operador lineal sobre R} tal que no tiene vectores
propios nulos. Supongamos que el polinomio caracteristico de T se factoriza,
entonces existe una base ortonormal 5 tal que en ella [Tz es triangular
superior.

Demostracion. La demostracién se elaborard sobre la dimensién de R}. Em-
pezaré con el caso n = 2; ya que el polinomio caracteristico de 7" se factoriza,
por el Lema 1.44 puedo suponer que 7™ tiene un vector propio unitario v;
ya que este no es nulo, su complemento ortogonal tampoco lo sera, el cual
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tiene dimensién uno y v ¢ (v)* = W. Si tomo v+ € W unitario, el conjunto
B = {v,vt} es una base ortonormal para R?. Ademds, para todo u € W'y
c € R se tiene lo siguiente

(T'(u), cv) = (u,cT™(v)) = (u, cAv) = cA{u,v) =0 (1.10)

Por lo tanto, W es un subespacio T-invariante lo cual demuestra que [T]s es
triangular superior.

Ahora puedo suponer cierto el resultado para operadores lineales que
cumplan con las hipétesis en un espacio de dimensiéon n — 1. Por el Lema
1.44 puedo tomar una vez mas un vector propio v € R} de 7™ unitario; al
igual que en la base de induccion, llamaré W al complemento ortogonal de
vy por el mismo argumento expresado en la ecuacién (1.10) se tiene que W
es T-invariante. Ahora, por el Teorema 1.45 el polinomio caracteristico de
Tyw divide al polinomio caracteristico de T', y como este tltimo se factoriza,
el primero se factoriza también; ya que dimW = n — 1 por el Lema 1.23
y Tjw no tiene vectores propios nulos, existe una base ortonormal v en la
cual [T}y ], es triangular superior. Esto se sigue de la hipétesis de induccién
cuando v es tipo espacio y W ~ R !; si v es tipo tiempo, W ~ R"! y la
afirmacién anterior se sigue de utilizar el teorema de Schur clésico.

Por lo tanto, el conjunto f = 7 U v es una base ortonormal de R} en la
cual, al ser W un espacio T-invariante, [T]s es triangular superior.

]

Definiciéon 1.47. sea T un operador lineal sobre R}. Decimos que 7T es
Auto-adjunto si T = T*; a su vez, se dice que una matriz A de n X n es
Auto-adjunta si A = A*.

La mayoria de las propiedades de los operadores auto-adjuntos son claras
cuando el campo es el de los niimeros complejos, asi que por un momento
comlejificaremos los operadores lineales a los que nos refiramos.

Pero el espacio en el que hemos estado trabajando no es el clasico R
si no el espacio de Minkowski y, por eso debemos llevar al caso complejo
el producto escalar. La forma de llevar un producto interno al espacio C"
es a través de un producto Hermitiano, entonces, el equivalente al producto
Lorentziano se define de la siguiente manera

(u,v)gr i = —u'° + - -u" !

para todo u,v € C"

Donde la barra significa como siempre conjugacion compleja; entonces, la
pareja (C, (-, ) ) ~ C7 es la versién compleja del espacio de Minkowski. A la
matriz asociada en este caso le llamaremos ng. Ademas, viendo el producto
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en forma matricial este se expresaria como u’ nv, entonces, si A es una matriz
con coeficientes en los complejos se tiene lo siguiente:

(Au)" no = uT ATy = (Au,v) = (u, A*v) = u"'nAv = uTnA*o

Para toda u,v € C?. Entonces ATnp = nA* y A* = nATn. Por lo tanto, en
este contexto adjuntar un operador lineal se asocia no solo a la operacién de
transponer, sino también a la de conjugar.

Ya con esta adecuacion, es necesario volver a demostrar el punto niimero
dos del Teorema 1.42, cabe mencionar que la definicién de operador adjunto
no cambia para este caso. Entonces, sea ¢ € C y T un operador sobre C}

(u, (cI)" ()i = (T(w),v)r = c{u, T*(v)) i = (u, T (v))
para todo u,v € C}. Por lo tanto, (¢T')" = €T para todo ¢ € C.

Teorema 1.48. Sea T un operador lineal sobre C} tal que 7T = T"T,
entonces las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. (T(u), T(u)) = (T*(u), T*(u)) para todo u € C7.
2. SiU =T —cl, entonces UU* = U*U para toda c € C.
Demostracion. 1. Para todo u € C} se cumple lo siguiente
(T(w), T(w)) = (TT(u),u) = (TT*(u), u) = (T*(u), T*(u))
Lo cual demuestra el enunciado.
2. Sea v € C} un vector arbitrario, entonces

UU*(w) = (T —el) (T"(v) — el(v))
(T —cI) (T*(v)) — (T — cI) (ev)
= TT*(v) — T (v) —cT'(v) + cev

UUw) = (T"—c¢l)(T(v) —cl(v))
= (T*—=cl)(T(v)) = (T* —¢I) (cv)
T*T(v) — cT'(v) — ¢T*(v) + ccv

Como T'y T* conmutan se tiene finalmente que UU* = U*U.
O

Teorema 1.49. Sea T un operador lineal sobre C} tal que conmuta con
T* y no tiene vectores propios nulos. Entonces se cumplen los siguientes
enunciados:
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1. Si v es vector propio de T, entonces también es vector propio de T™.
Ademés, si T'(v) = Av, entonces T*(v) = Av.

2. Sean Ay y Ay valores propios distintos con vectores propios v; y vs
respectivamente; entonces v; y vo son ortogonales entre si.

Demostracion. 1. Sea v un vector propio de T' con valor propio A y U
el operador lineal definido como U := (T — A\I); ya que v es vector
propio de T, se tiene que U(v) = 0y U*U(v) = 0 y por el Teorema
1.48 UU*(v) = 0, lo cual quiere decir que U*(v) es vector propio de T’
6 U*(v) = 0.

Entonces, por el niimero 1 del Teorema 1.48 se tiene lo siguiente
(U(v),U(v)) = {U"(v),U"(v)) =0

Por lo tanto, como T no tiene vectores propios nulos, si U*(v) es vector
propio de T por la ecuacién anterior se tiene que U*(v) = 0, lo cual

implica que v es vector propio de T con valor propio A.

2. Sean A1 y A9 dos valores propios distintos de T' con sus correspondientes
vectores propios v; y ve. Entonces, usando 1 se tiene lo siguiente

)\1 <1}1,’02> = <)\1U1,U2> = <T(U1)11}2>
= (v, T"(v2)) = (v1, Aov2)

= )\2@1, Uz)

Ya que los valores propios son distintos por hipotesis, se tiene que vy y
vy son ortogonales necesariamente.

]

En el siguiente lema se hace evidente por qué la necesidad de llevar nues-
tro problema al espacio C7; en principio, un operador lineal en un espacio
vectorial real solo tiene valores propios reales y el polinomio caracteristico no
se abre necesariamente, lo cual como, se ha visto, no se espera que suceda.

Lema 1.50. Sea T un operador auto-adjunto sobre un espacio vectorial de
dimension finita V] tal que no tiene vectores propios nulos. Entonces:

1. Todos los valores propios de 7' son reales.

2. Si Vi ~ R, es decir, es un espacio vectorial real de indice uno, el
polinomio caracteristico de T se factoriza.
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Demostracion. 1. Sea v € V} un vector propio de T' distinto de cero. Ya
que T es auto-adjunto, claramente conmuta con 7™; por el ntimero 1
del Teorema 1.49 se tiene lo siguiente

M=T()=T"v) =\
Por lo tanto A = A, lo cual implica que \ € R.

2. Sea n =dimV;,  una base ortonormal de V; y T un operador auto-
adjunto sobre V;. Entonces, la matriz A = [T es auto-adjunta.

Sea T’y el operador lineal sobre C} definido como T'4(z) := Az para todo
z € C!. Siendo v la base ortonormal canénica de C} (que es la misma
que ), se tiene claramente que T4 es auto-adjunto ya que [T4], = A;
entonces por 1 se tiene que los valores propios de T4 son todos reales.
Por lo tanto, haciendo uso del teorema fundamental del dlgebra se tiene
que el polinomio caracteristico de T4 se factoriza y, ya que sus valores
propios son reales, el polinomio caracteristico de T4 se factoriza sobre
los reales.

Como el polinomio caracteristico de T4 es el mismo que el de A, y
a su vez el mismo que el de T, podemos afirmar que el polinomio

caracteristico de T se factoriza sobre los reales.
]

Teorema 1.51. Sea T" un operador lineal sobre R} tal que no tiene vecto-
res propios nulos. Entonces, T" es auto-adjunto si y sélo si existe una base

ortonormal # de R} tal que los elementos de la base son vectores propios de
T.

Demostracion. Primero supongamos que 71" es auto-adjunto, como este no
tiene valores propios nulos por el Lema 1.50 puedo aplicar el Teorema 1.46
para obtener una base ortonormal 5 de R} tal que A = [T es triangular
superior. Entonces

A=[Tg=[T"p =Tl = A

es decir, al ser A auto-adjunta A* serd triangular superior también lo cual
hace que A sea diagonal. Siendo T diagonal en esta base se tiene que T'(5;) =
a;3; para todo (3; € B ya que de no ser asi T no seria diagonal. Por lo tanto
la base [ esta formada por vectores propios de T'.

Ahora voy a suponer que existe una base ortonormal § que consta de
vectores propios de T', claramente se esta suponiendo también que este ope-
rador tiene vectores propios no nulos. Como los vectores propios de T' forman
una base de R} el polinomio caracteristico de 1" se factoriza ya que de no
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ser asi, al complejificar el problema podrian aparecer més vectores propios
de T tal que se tendria un subconjunto linealmente independiente de mas
de n vectores en C7, lo cual seria una clara contradiccion. Ademas, al ser /3
base y el polinomio caracteristico factorizarse, se tiene que la multiplicidad
de cada valor propio iguala la dimensién de su respectivo subespacio propio.
Con esto se puede afirmar que 7" es diagonalizable y por tanto auto-adjunto.

]

Pero ;qué sucede cuando un operador lineal es auto-adjunto y posee vec-
tores propios nulos?

Como se puede ver este caso resulta diferente del caso clésico donde todo
operador auto-adjunto es diagonalizable. En el caso del espacio de Minkowski
un operador auto-adjunto tiene cuatro representaciones candnicas; dos de
ellas en una base ortonormal, las dos restantes en lo que a continuacién
definiré como una base pseudo-ortonormal.

Definicion 1.52. Sea  una base de R}. Se dice que [ es una base pseudo-
ortonormal si esta posee dos vectores nulos u; y us tales que (uy,us) = —1,

(u1,u;) = (ug,u;) =0 ; para 3 < j <,

y (u;, uj) = 0;; para los demds casos.

Con esto se puede enunciar el siguiente lema.

Lema 1.53. Un operador auto-adjunto 7" en un espacio vectorial de di-
mensién finita con métrica de Lorentz se puede representar de una de las
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siguientes formas:

aq 0
a
LT ~ ? ,
0 an,
Qo 0 0
1 ap
LT ~ az ,
0 an,
a 0 O 0
0 ag 1
-1 0 aop
LT ~ o :
0 an,
Qo b() 0
—bo Qo
IV.T ~ as :
0 an,

donde by # 0. Las representaciones I y IV se encuentran en una base orto-
normal mientras que las representaciones II y III se encuentran en una base
pseudo-ortonormal.

Es claro que la representacién I del Lema 1.53 ha quedado demostrada con
el Teorema 1.51. El resto de las representaciones quedan sin demostracion en
esta tesis, y se puede consultar sobre este tema en [4] y [12] de la bibliograffa.



Capitulo 2

Geometria Lorentziana

En la geometria Riemanniana se tiene una nocién de medir en varieda-
des C'°, a través de definir en cada espacio tangente un producto interno,
el cual varia suavemente sobre la variedad. Como se mostré en el capitulo
anterior, esta nocién de medir (que nada tiene que ver con una medida en
un espacio métrico) puede ser generalizada a través de definir un producto
escalar con indice arbitrario, y al igual que en el caso Riemanniano esto se
puede generalizar para variedades C'°.

El objetivo de este capitulo es mostrar la herramienta que se usara pos-
teriormente en esta tesis. Se asumiran todos los resultados basicos respecto
de las variedades C'*°, las cuales se asumiran a todo momento Hausdorff y
paracompactas. Cabe mencionar que los vectores tangentes a una variedad
se usaran como derivaciones puntuales y los campos vectoriales como deriva-
ciones del espacio de funciones C'*° en un abierto de la variedad.

2.1. Variedades de Lorentz

Como se usaran variedades C'* a lo largo de toda la tesis, omitiré de ahora
en adelante la clasificacién C'*° para referirme a éstas solo por el nombre de
variedades.

Definicién 2.1. Una métrica de Lorentz g, = (-,-), en una variedad M
es un campo tensorial simétrico no degenerado de rango (0,2), con indice
constante v = 1.

Por lo general se suprimira el indice p para designar a la métrica; en este
caso lo que se quiere es hacer énfasis en que, para cada p € M, (-,-), es
una forma bilineal simétrica de indice v = 1 en T,,M, es decir, un producto
escalar en el espacio tangente a M en p el cual hace de T,,M un espacio de

35
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Minkowski. Por campo tensorial en este contexto nos referimos a uno que sea
C, es decir, (-, -), varfa suavemente respecto de p.

Esta definicion se podria formular para un indice arbitrario v, con esto,
gp tendria indice v para cada espacio tangente.

No toda variedad admite una métrica de Lorentz, a diferencia del caso
Riemanniano donde toda variedad admite una métrica Riemanniana, es decir,
una métrica con indice constante cero.

Definicién 2.2. Una variedad de Lorentz es una variedad M que admite
una métrica de lorentz.

En el caso de tener una métrica de indice arbitrario, al par (M, g,) se le
conoce como una variedad semi-Riemanniana; entonces, de tener g, indice
cero M seria una variedad Riemanniana en el sentido de la teoria clasica de
geometria diferencial.

Sean X y Y campos vectoriales sobre una variedad de Lorentz M, enton-
ces, dado p € M el campo asocia un vector a este punto en 7, y (X, Y), € R;
ya que los campos estan definidos sobre todo M al igual que la métrica se
tiene que (X,Y) es una funcién C* de M en los reales.

Si {x*} es un sistema de coordenadas locales en un abierto U C M los
coeficientes de la métrica se definen de la siguiente forma

Jop = <8a> 85>

Entonces, en U los campos se escriben como X = X?9, Y =Y?9; y
(X,Y) = gapX°YF

Dado que la métrica es no degenerada la matriz [g.s(p)] es invertible cuya
matriz inversa se denota como [¢*(p)], donde los coeficientes g,s(p) son
funciones C'*°. A través de la formula de la matriz inversa se obtiene que los
coeficientes ¢®? son también funciones C'> sobre la variedad.

Como en el caso clasico, una forma de construir nuevas variedades de
Lorentz es a través del producto de variedades.

Lema 2.3. Sea M una variedad de Lorentz y N una variedad Riemanniana
con métricas gy; v gy respectivamente. Si m y ¢ son las proyecciones de
M x N en M y N respectivamente, sea

g :=7"(gnm) + 0" (gn)

donde 7*(gps) v 0*(gn) denotan el pullback de gnr vy gn respectivamente.
Entonces g es una métrica de Lorentz en M x N haciendo de esta una variedad
de Lorentz.
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Demostracion. Para todo v,w € T, 4 (M x N) se tiene lo siguiente

9(v,w) = gu(dn(v), dm(w)) + gn(do(v), do(w)).

Ya que el pullback esta bien definido se tiene de entrada que g es un campo
tensorial de rango (0,2) sobre M x N, ademds, claramente es simétrico.
Ahora, supongamos que para todo w € T, 4 (M x N) g(v,w) = 0, entonces
para todo w € T, M se cumple gy (dn(v),dr(w)) = 0 ya que do(w) =
0; como drm es sobre se puede asegurar que drm(v) = 0 ya que gy es no
degenerada. Siguiendo el mismo argumento se tiene que do(v) = 0, lo cual
implica que v = 0.

En ambos espacios T,M y T, N existen bases ortonormales, las cuales al
juntarse formaran una base ortonormal para 7T(;, 4 (M x N) en la cual sélo
existira un vector tipo tiempo. Por lo tanto el indice de g es uno y constante,
lo cual termina la demostracion.

]

Por lo tanto, siendo R} el conjunto de los nimeros reales con su métrica
negativa, basta hacer producto de este espacio con cualquier variedad Rie-
manniana M para obtener una variedad de Lorentz R} x M.

Isometrias

Al igual que en el caso Riemanniano, en este caso las isometrias juegan
un papel importante ya que si dos variedades de Lorentz son isométricas,
es decir, existe una isometria entre estas, se les puede tomar por la misma
variedad en términos geométricos. A continuacion definiré lo que es una iso-
metria ya que es claro que la definicion usada en el capitulo anterior no tiene
sentido en este contexto a no ser que la variedad de la que se hable sea un
espacio vectorial.

Definicién 2.4. Sean M y N variedades de Lorentz con métricas gy y
gn respectivamente. Un difeomorfismo ¢ : M — N es una isometria si

¢*(gn) = gur, es decir, siendo ¢(p) = ¢:
(do(u), d¢(“>>q = <U,U>p para todo u,v € T,M y p € M.

Dado que ¢ es un difeomeorfismo, la diferencial d¢, es una funcién lineal
de rango maximo, por lo cual la definicién anterior implica que d¢, es una
isometria lineal para toda p. Con esta nueva definicion de isometria se puede
ver que las isometrias de las que se hablé en el capitulo anterior son también
isometrias en el contexto de variedades de Lorentz.

Existen ciertas propiedades bésicas de las isometrias las cuales mencio-
naremos a continuacion:
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s La funcién identidad es una isometria.

Esta propiedad es clara ya que la diferencial de la funciéon identidad en una
variedad M es siempre la funcién identidad en 7,,M para todo p € M.

= composicion de isometrias es una isometria.

Sean ¢ : M — N y ¢ : N — P isometrias, entonces

<d¢p(u>»d¢p(v)>q = (u, U>p ; <d¢q(a)7d¢q(ﬁ)>v" = <7-L7@>q

donde ¢ = ¢(p) y r = ¥(q). Como ¢ y 1 son difeomorfismos sus diferen-
ciales son sobre y podemos escribir siempre a @ y ¥ como d¢,(u) y do,(v)
respectivamente, entonces:

(dibg(dop(u)), dibe(ddy(v)))r = (u,v),

Por lo tanto, haciendo uso de la regla de la cadena se obtiene que composicion
de isometrias, es isometria.

» La inversa de una isometria es también una isometria.

Ya que toda isometria ¢ es también un difeomorfismo, su diferencial es in-
vertible y d¢, ' = (d¢,)~" para todo p € M. Entonces:

(dop(u), doy(v))q = (u,v)p ; <d¢q_1d¢p(u)a dgbq_ld?bp(v»p = (u,v),

Por lo tanto, haciendo @ = d¢(u) y © = d¢(v) queda demostrado que ¢! es
una isometria.

1-formas

Antes de pasar a la siguiente seccién es prudente hacer ciertas definiciones
que seran de gran utilidad. Primero cabe recordar lo que es el espacio dual
en el contexto del dlgebra lineal; siendo V' un espacio vectorial real el espacio
dual a este, el cual se denota V*, es el espacio de todas las funciones lineales
g 1V — R. Este claramente es un espacio vectorial real a su vez.

Usando el Teorema 1.37 del capitulo anterior, se tiene que la funcién
V' — V* que asocia a cada vector un tnico elemento del espacio dual, es un
isomorfismo de espacios vectoriales (cuando la dimensién de V' es finita). Por
lo tanto V' y V* tienen la misma dimension.

En el contexto de lo diferenciable, a los elementos del espacio dual se les
conoce como I-formas, aunque en un sentido un tanto mas amplio.
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Definicién 2.5. Una I-forma w sobre una variedad M es una funcién que
asigna a p € M un elemento el espacio dual Ty M.

A lo largo de esta tesis se supondra que toda 1-forma es C'°°, esto quiere
decir que, expresado esta en términos de la base dual, sus coeficientes son
funciones € sobre M. Al espacio Ty M se le conoce como el espacio cotan-
gente y a sus elementos se les conoce como covectores. Un ejemplo clasico de
una 1-forma diferenciable es la diferencial df de una funcién f : M — R.

De ahora en adelante se denotard al conjunto de todas las funciones C'*°
sobre M como C*°(M), al de los campos vectoriales C* como X(M), y al
de las 1-formas C* se le denotard X*(M).

A continuacién demostraré un par de teoremas, los cuales son generaliza-
ciones del Lema 1.32 y el Teorema 1.37 del capitulo anterior a este contexto.

Lema 2.6. Sean X y Y campos vectoriales sobre una variedad de Lorentz
M tales que (X, Z) = (Y, Z) para toda Z € X(M). Entonces X =Y.

Demostracion. Si (X, Z) = (Y, Z) para toda Z € X(M), entonces en cada
espacio tangente se tiene que (X, Z,,) = (Y,, Z,) para todo Z, € T,M. Por el
Lema 1.32 se tiene que X, =Y, y, ya que esto es para todap € M, X =Y.

O

Teorema 2.7. Sea w una l-forma en X*(M) donde M es una variedad
de Lorentz. Entonces, existe un tnico campo vectorial Y € X(M) tal que
w(X) = (X,Y) para toda X € X(M).

Demostracion. Sea U C M una vecindad coordenada, entonces en U, toman-
do por base del tangente a {J,} se obtiene la base dual {dz*}. En estas bases
se obtiene la siguiente expresion local para w € X*(M), esta se escribe como
w = wedx®; ahora, sea Y € X(M) tal que Y = wﬁag donde w? := ¢g*Pw,.
Entonces:

(Y, 05) = w*(05,05) = wag™ gs0

Como [g*?] es la inversa de [gg,] finalmente se obtiene
(Y, 0p) = Waly = Wy

Ya que w(0,) = w, se tiene que estas dos funciones coinciden en una base en
cada espacio tangente. Por lo tanto w(X) = (X,Y’) para toda X € X(M).
Para ver que Y es en realidad dnico, suponiendo que existe otro campo Y que
cumple con esta propiedad, usando el Lema 2.6, se prueba que que Y =Y.

]
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En esta demostracién se usé un método que es conocido en el lenguaje
tensorial como subir indices; para esto se usaron las componentes del opera-
dor inverso de la métrica y se contrajo uno de sus indices con el indice de las
componentes de la 1-forma para asi obtener las componentes de un campo
vectorial. El proceso inverso conocido como bajar indices, que convierte las
componentes de un vector en los de una 1-forma, se lleva a cabo con las
componentes de la métrica.

Para el siguiente teorema, que es una consecuencia del anterior, es nece-
sario resaltar que los conjuntos X (M) y X*(M) son médulos sobre el anillo
C*>®(M). La demostracién del siguiente teorema puede ser entendida también
si uno toma en cuenta el proceso de subir y bajar indices.

Teorema 2.8. Sea M una variedad de Lorentz. Si Z € X(M), sea Z* la
1-forma definida como

Z*(X) := (X, Z) para todo X € X(M)

Entonces, la funciéon Z — Z* es un isomorfismo C*°(M)-lineal entre los
espacios X(M) y X*(M).

Demostracion. Primero voy a probar que la funcién es C*°(M)-lineal. Sean
Z,)Y € X(M) y f e C®(M) entonces

(X, Z+ fY)=(X,Z)+ (X, [Y)=(X,Z) + f(X,Y)

Por lo tanto la funcién es C*(M)-lineal.

Por el Teorema 2.7 se tiene que esta funcién es sobre y uno a uno, y
tiene una inversa. Para esta funcién Z* — Z, su C*°(M)-linealidad queda
demostrada también como una consecuencia del Teorema 2.7; basta ver el
procedimiento en la demostracion.

]

2.2. La conexion de Levi-Civita

En el caso de la geometria diferencial clasica donde se estudian superficies
regulares como subconjuntos de R?® uno de los problemas principales es el
siguiente. Sea « : I — R® una curva suave en una superficie regular Sy Y
un campo vectorial sobre «, el vector %(t) para todo t € I por lo regular
no se encuentra en T, S. En la geometria diferencial uno de los objetivos
principales es hablar de objetos o nociones que sean intrinsecas al espacio
en el cual se esta trabajando, es decir en este caso, describir la geometria de

S desde el punto de vista de S; si la derivada del campo vectorial sobre «
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no siempre es parte del espacio tangente a S esto quiere decir que no es un
concepto intrinseco a S y por lo tanto no toma parte en la geometria de la
superficie. En la teoria cldsica para resolver este problema se recurre a definir
la derivada covariante de Y, que es una proyeccién del vector %(t) que se
encuentra en el espacio ambiente, sobre el espacio tangente a .S. Por lo tanto
es necesario tener una nocién intrinseca a toda variedad, que nos permita
derivar campos vectoriales en la direccién de otro sin tener que recurrir a un
espacio ambiente.

Existe una forma natural de hacer esto en R™. Sean {z*} las coordenadas
naturales de R™; entonces, sean X y Y = Y#9; dos campos vectoriales sobre

R™, se define el campo vectorial DxY como
DxY = X(Y")o,

Al cual se le llama la derivada covariante natural de Y respecto de X. El
termino X (Y?) no es otra cosa que la derivada direccional de las funciones
coordenadas del campo Y en la direccion de X, asi que se esta derivando el
campo Y en la direcciéon de X. Aun asi, no es claro como esto se puede llevar
de una buena forma a una variedad arbitraria; es por eso que se necesita
definir una conezion en la variedad.

Definicién 2.9. Una conezion en una variedad M en una funcién C* D :
X(M) x X(M) — X(M) tal que:

1. DixsgyZ = fDxZ + gDy Z
2. Dx(Y+Z2)=DxY + DxZ
3. Dx(fY) = fDxY + X(f)Y
Para todo f,g € C*(M) y X,Y,Z € X(M).

El punto nimero 1 quiere decir que DxY es C*°(M)-lineal en X, mientras
que los puntos 2 y 3 que es R-lineal en Y. El niimero 3 en la definicién
anterior es una especie de regla de Leibniz, es decir que en Y una conexién
actuia parecido a una derivacién, lo que se busca para tener una forma de
derivar campos vectoriales. De ser asi esta nocién debe ser local. Tomando
a las cartas de la variedad como transformaciones ¢ : U C M — R}, un
sistema coordenado en M es una coleccion de funciones {z®} tales que z* :=
r®o¢ donde {r®} son las coordenadas usuales de R}. Entonces, escogiendo un
sistema coordenado sobre M al rededor de un punto p, dos campos vectoriales
X y Y se expresan localmente como sigue.

X=X, ; Y =Y"0
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Usando el nimero 3 de la Definicién 2.9 se obtiene lo siguiente
DxY = XDy, (YP035) = X¥(0,(Y?)05 + YDy, 05)

Si defino Dy, 0p 1= Pgaau, claramente las funciones Fga, que se conocen como
los simbolos de Christoffel, tienen que ser C'*°; finalmente el campo DxY se
expresa como

DxY = (X®0.(Y") + X°YPTY% ) 0,. (2.1)

Por lo tanto, DxY (p) sélo depende de los valores X“(p), YP(p) y de las
derivaciones d, sobre las funciones Y* en el punto p, lo cual deja ver que la
nocién de conexion es local.

Lema 2.10. Sea M una variedad con una conexién D. Entonces, existe una
Unica correspondencia que a cada campo vectorial Y sobre una curva suave
a : I — M le asocia otro campo vectorial %sobre a, al cual se le nombra la
deriwada covariante de 'Y en la direccion de «, y que cumple con lo siguiente:

D DY Dz
L Z(Y+Z)= 2+ 57

2. ZUY)=FY + fO donde Y. Z € X(a) y f € C™(1).

dt

3. Si Y es la restriccién de un campo Y € X(M) en «, entonces % =

DawY.
dt
Con esto es obvio que la razén principal para definir una conexién en una
variedad, es para poder derivar campos en la direccion de otro.

Definicién 2.11. Sea M una variedad con una conexién D. Se dice que un
campo vectorial Y sobre una curva o : I — M es paralelo si 2Y = 0, para

dt
todo t € 1.

Este concepto, junto con el de transporte paralelo, es otro que llevé a los
matematicos a desarrollar el concepto de conexion. Esto estd ligado fuerte-
mente al estudio de curvas geodésicas en una variedad.

Teorema 2.12. Sea M una variedad con una conexiéon D, a : [ — M
una curva C* y X un vector en Ty, M. Entonces existe un tnico campo
vectorial paralelo X € X(a) tal que X (ty) = Xo. A X se le conoce como el
transporte paralelo de X, a lo largo de a.

El pasado Lema 2.10 y Teorema 2.12 se dejaran sin demostracion ya que
de el objetivo de esta seccién es el teorema de Levi-Civita, la demostracién
de estos se puede encontrar en [5]. Antes necesitaré una definicién.
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Definicién 2.13. Sea M una variedad. El corchete es una funcién [-, ] :
X(M) x X(M) — X(M) definida como:

(X, Y]f = XY (f) =Y X(f)
Para toda f € C>*(M).

El siguiente teorema es en realidad valido para toda variedad semi-Rie-
manniana asi como su demostracion; si en las hipotesis se pide que la variedad
sea de Lorentz es tan sélo porque en toda la tesis s6lo estudiaremos esta clase
de variedades.

Teorema 2.14. Sea M una variedad de Lorentz. Existe una dnica conexién
D en M que cumple con las siguientes propiedades:

1. [X,Y] =DxY — Dy X; D es simétrica o libre de torsin.
2. X{Y,Z) =(DxY,Z)+ (Y,DxZ); D es compatible con la métrica.

Para todo X,Y,Z € X(M). A esta conexién se le cono ce como la conezion
de Levi-Clivita.

Demostracion. Primero supondré que tal conexion existe, entonces:

X(Y,Z) = (DxY,Z)+ (Y,DxZ) (2.2)
Y(Z,X) = (DyZ X)+ (Z DyX) (2.3)
Z(X,Y) = (DzX,Y)+(X,D;Y)

Sumando las ecuaciones (2.2) y (2.3), y restando la ecuacién (2.4) se obtiene
(DyZ — DY, X) +(DxZ — Dz X,Y) + (DxY, Z) + (Dy X, Z)
(Y, 2], X) +([X, 2],Y) + (DxY, Z) + (Dy X, Z)
Entonces, sumando el término (Dy X, Z) — (Dy X, Z) se obtiene finalmente

2Dy X, Z) = XY, Z)+Y(Z,X)— Z(X,Y) (2.5)
_<[Y7 Z]7X> - <[X7 Z]7Y> - <[X> Y]aZ>

A esta ecuacién se le conoce como la formula de Koszul. Ahora voy a definir
F(X,Y,Z) como la parte derecha de la ecuacién (2.5); si X y Y son campos
fijos sucede que F(X,Y, Z+W) = F(X,Y, Z)+ F(X,Y, W) para todo campo
Z y W en X(M) por la linealidad de la métrica y la propiedad del corchete
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(X, Y+ 7] = [X,Y]+[X, Z]. Otra propiedad que usaré del corchete es, dada
f € C®(M) se tiene que [fX,Y] ==Y fX + f[X,Y]. Entonces:
FX,Y, [Z2)= X(f{Y.Z2))+Y (f(Z,X)) - fZ((X,Y) = ([X,Y], Z))
—YfZ+ fIY,Z],X) —(XfZ + f]X, Z],Y)

Usando la regla de Leibniz en los primeros dos términos de la funcién F' se
obtiene
XY, 2)+ XY, Z); Y(Z,X)+ fY(Z,X)

Estas dos expresiones sumadas con los dos ultimos términos de la funcién F
demuestran que F(X,Y, fZ) = fF(z,Y,Z) y con esto, que X — F(X,Y,Z)
es C°(M)-lineal y por lo tanto una 1-forma. Por el Teorema 2.8 se tiene
que existe un unico campo vectorial en X(M), al cual ventajosamente nom-
braré Dy X, tal que F(X,Y, Z) = 2(Dy X, Z); ahora sélo falta ver que este
campo representa en realidad una conexion con las cualidades deseadas.

Empezaré por demostrar que este campo es una conexién, cumpliendo
con las tres propiedades enunciada en la Definicién 2.9.

1. Sean f,g € C*(M) y W, X,Y,Z € X(M); lo que se quiere demostrar
es que F(X, fY +gW,2) = fF(X,Y,Z) + gF(X,Y, Z). Entonces:
FX, [Y +gW. Z) = X(f{Y.Z) +9W,2)) + (fY + gW){Z,X)
—Z ([(X,Y) + (X, W))
—(fY —gW, 2], X) = (X, Z], Y + gW)
—([X, fY + gW], Z)
Como se puede ver, el segundo término asi como el quinto ya son parte

del resultado al que se quiere llegar; usando las técnicas que se han
usado para reescribir los términos de la forma [fY] Z] se demuestra que

F(X,[Y +gW,Z) = [F(X,Y,Z) + gF(X,Y, Z).

2. Este punto sélo depende de que la métrica como los brackets abran las
sumas de campos, lo cual si hacen.

3. En este caso se tiene que demostrar que F(fX,Y,Z) = 2(Y fX,Z) +
fF(X,Y, Z); usando las mismas técnicas se obtiene lo siguiente:

F(fX,Y,2) = [X(Y.Z2)+Y (f(Z£,X)) - Z(f(X,Y))
—(-YfX + fIX,Y],2)

Aplicando la regla de Leibniz una vez més y sumando los términos
restantes se obtiene el resultado esperado.
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En todas estas demostraciones se ha usado de manera implicita el Lema 2.6.
Con esto queda claro que el campo Dy X es en realidad una conexion, ahora
solo falta ver que es la deseada.

Para ver que la conexién es libre de torsién hay que empezar con lo
siguiente.

2DxY — DyX,Z) = F(Y,X,Z) — F(X.,Y, Z)

Haciendo la resta en el lado derecho de la ecuacion queda:
Para ver que es compatible con la métrica es necesario hacer la suma
FY, X, Z)+ F(Z,X,Y)=2(DxY,Z)+2(DxZ,Y)

cuyo resultado es 2X (Y, Z) como se esperaba.

Derivacion de tensores

El Teorema 2.8 nos permite ver a los campos vectoriales como campos
tensoriales de orden (1,0), es decir, un vector actiia sobre una 1-forma obte-
niendo una funcién en C*°(M). Siendo asi, para X fijo en X(M) la funcién
DX en un tensor de rango (1, 1) sobre M, ya que Dy X es C*°(M)-lineal en
Y vy Dy X es un campo vectorial sobre M.

Un tensor de rango (0,0) es por definicién cualquier funcién C*° sobre
M; a diferencia de los vectores, estos no tienen un base y al derivarlos uno
no tendria que derivar la base como se hace con vectores. Por lo tanto, del
punto 3 de la Definicién 2.9 podemos pensar que si f € C°(M) entonces,
Dy f =Y f =df(Y). Esto es tan sélo un método heuristico de justificar la
siguiente definicién.

Definicién 2.15. Sea Y € X(M). Se define la derivada covariante (de Levi-
Civita) Dy como la tnica derivacion tensorial sobre M tal que

Dy f =Y(f) =df(Y) para todo f € C*(M),
y Dy X es la conexién (derivada) de Levi-Civita para todo X € X(M).

Hasta aqui vale la pena hacer dos comentarios. El primero es una co-
sa trivial; de manera alternada se empezaran a usar los términos derivada
covariante y conexion de Levi-Civita no para referirnos al mismo objeto u
operacion pero si para la nocion de derivar campos tensoriales arbitrarios
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sobre M. El segundo es referente al término derivacion tensorial; una forma
de construir vectores, el espacio tangente, y campos vectoriales sobre una va-
riedad es haciendo uso de derivaciones sobre el conjunto C*°(M), o de haces
tensoriales; esta teoria de derivaciones tensoriales es lo que al final justifica
formalmente la pasada definiciéon y algunas otras por venir. Ya que entrar en
detalles de esta teoria seria un considerable desvio, ademas de ser parte de
la teoria bésica de variedades C'*° que se ha obviado desde un principio, esta
no se expondrd aqui.

Antes de dar la definicién de derivada covariante sobre un tensor arbitrario
me permitiré hacer lo siguiente. Sean w € X*(M) y Y € X(M); si f es una
funcién en C*°(M) entonces su derivada covariante en la direccién del vector
Js no es mas que su derivada parcial 8%, entonces, ya que w(Y) es una
funcién escalar sobre M, en términos de sus componentes existe una funcion
h € C*(M) tal que h = w,Y®. Usando la regla de Leibniz usual se tiene lo
que sigue.

Oh _Oway, OV
oxB  OxP Yo g B
oy

Usando la ecuacién (2.1) se puede sustituir el término g5 en la ecuacién
anterior obteniendo

Da,h =

Ow,,

Dy, h = 927

Y+ waDp, Y — waY’TZ‘B

donde Dy, Y* es la componente « del vector Dy, Y. Cambiando algunos indi-
ces, lo cual siempre se puede hacer cuando estos se encuentran repetidos,
finalmente se obtiene la siguiente ecuacion.

Owg, o o

Ya que Dy,Y en un campo vectorial y Dp,g es una funcién, la ecuacion
anterior sugiere que el término entre paréntesis sean las componentes de una
1-forma lo cual nos lleva a definir la derivada covariante de una 1-forma w
en la direcciéon de un vector X como

Dxw := (X?05(wa) — X w, Il g) da” (2.6)
la cual es una 1-forma a su vez, obteniendo asi la relacién

Dxw(Y) = Dx(w(Y)) — w(DxY)
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Usando el mismo argumento que nos llevé a la ecuacién (2.6) y tomando
en cuenta que un campo vectorial Y € X (M) es un tensor actuando en X*(M)
se obtiene la relacion

DxY(w) = X(Y(w)) — Y(Dyw).

Se puede ver hasta ahora que la derivada covariante de un vector es un vector
asi como la derivada de una 1-forma es de nuevo una 1-forma. Como se dijo
al inicio de esta subseccién, Dx es C°°(M)-lineal en X y por lo tanto se tiene
que DxY es un tensor de rango (1, 1) para cualquier vector Y'; entonces D yw
es un tensor de rango (0,2). Todo esto nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 2.16. Sea A un tensor de orden (r,s) sobre M. Definimos la
derivada covariante de A como el tensor de rango (r, s)

(DxA) (W', ..., w"Y1,...,Y,) = X(AWY,...,w"\Y1,...,Ys)
A(Dxw!, ... W™ Yy, ... Y) — -
= AW, L W Y, L, DY)

para todo w® € X*(M) y Yz, X € X(M).

Ya que Dx A es C*°(M)-lineal en X, como habia mencionado antes, este
se puede ver siempre como un tensor de rango (r,s + 1). Cabe que observar
que en todo esto siempre se ha supuesto que D es la conexion de Levi-Civita
y no cualquier conexion; esto nos lleva al siguiente lema.

Lema 2.17. Sea M una variedad de Lorentz, g su métrica y D su conexion
de Levi-Civita. Entonces, para todo X € X(M) Dxg = 0.

Demostracion. Como D es compatible con la métrica se tiene lo siguiente:
Xg(Y,Z) =g9(DxY,Z)+ g(Y,DxZ) ; para todo X,Y, Z € X(M).
Por otro lado, si derivo la métrica g obtengo:
(Dxg)(Y,Z) = Xg(Y,Z) — g(DxY, Z) — g(Y, Dx Z),

para todo X,Y,Z € X(M). Usando la compatibilidad de la conexién con la
métrica y substituyendo el término X¢g(Y, Z) en la dltima ecuacion se tiene
que Dxg = 0.

O

De aqui en adelante me referiré a la conexién de Levi-Civita de una va-
riedad, simplemente como la conexién. En caso de usar una conexién que no
sea esta se especificara cuando sea necesario.
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2.3. El tensor de curvatura

En la geometria clasica la curvatura de una superficie regular se define
por medios que no son enteramente intrinsecos, de ahi la importancia del
Teorema egregio de Gauss el cual hace ver que tal curvatura es en realidad
una cantidad intrinseca para cada superficie regular. En la actualidad, para
llegar a tal nocién de curvatura es necesario desarrollar una maquinaria que
a primera vista no proporciona la informacién geométrica del caso clasico,
pero que la engloba con la ventaja de expresarse en un lenguaje enteramente
intrinseco.

Lema 2.18. Sea M una variedad de Lorentz con conexién de Levi-Civita D.
La funcién R : X(M)? — X(M) dada por la expresién

R(X, Y)Z = D[X7y}Z - DnyZ + DyDXz

define un tensor de orden (1, 3) al cual se le conoce como el tensor de curva-
tura de M.

Demostracion. Ver que R abre sumas de campos vectoriales en cada uno de
sus argumentos es trivial; basta con demostrar que es C*(M)-lineal en cada
uno de sus argumentos para ver que es en realidad un tensor.

R(fX,Y)Z = Dyxy)Z —DsyxDyZ + DyDxZ
= D_ysxisixy1Z — fDxDyZ + Dy(fDxZ)
Y [DxZ+ fDixy|Z — [DxDyZ
+YfDxZ + fDyDxZ
= fR(X,Y)Z
Para fY se procede de manera analoga; sélo falta demostrarlo para fZ.
R(X,Y)(fZ)= Dixy|(fZ) — DxDy(fZ)+ DyDx(fZ)
= (X.YfZ + fDixy1Z — Dx (Y fZ) (2.7)
—Dx(fDyZ)+ Dy(XfZ)+ Dy(fDxZ)

Sumando el tercer y quinto término de la ecuacion (2.7) se obtiene lo siguiente

~Dx(YfZ)+ Dy(XfZ) = —XYfZ-YfDxZ+YXfZ+ XfDyZ
— —[X,Y|fZ-YfDxZ+XfDyZ

mientras que sumando el cuarto y el sexto

Dy(fDxZ) — Dx(fDyZ) =Y fDxZ + fDyDxZ — X fDyZ — fDxDy Z.
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Sumando todo se obtiene que R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z. Por lo tanto R es
C>°(M)-lineal; ya que todo elemento de X(M) es un tensor de orden (1,0)
se tiene finalmente que R es un tensor de orden (1,3).

]

Ademas, este tensor solo depende de los valores de XY, Z enp e My
de la conexion D, por lo cual el valor que tome R es una cuestién local.

El tensor de curvatura nos provee una medida de qué tanto los operadores
Dyx y Dy no conmutan. Sea M = R", entonces para un campo vectorial
Z = (2°...,2"1) expresado en las coordenadas usuales de R" se tiene que

DxZ = (X2",...,X2" ) ; para todo X, Z € X(R")
ya que I'; = 0 para todo o y 3 en la base usual de R". Entonces:
DyDxZ = (YXZ°,...,YX2z" ) ; para todo X,Y, Z € X(R")

Esto quiere decir que el tensor de curvatura se anula en todos los puntos
de R". En cierta forma, el tensor de curvatura también nos dice qué tanto
nuestra variedad se aleja de ser un espacio euclidiano.

Sea y € T,M, es un resultado familiar que este se puede extender a un
campo vectorial Y sobre M que sea C'* de muchas formas; expresado a Y
como y“J,|q en un sistema coordenado, donde ¢ € U y U es un abierto de M,
se obtiene un campo vectorial C'* sobre U, lo cual para cuestiones locales
sigue teniendo importancia. Por ejemplo, el corchete [X,Y] se anula en U
para esta clase de extensiones sobre dos vectores z,y € T,M, simplificando
la expresion del tensor de curvatura en U.

El tensor de curvatura posee distintas simetrias respecto a sus argumen-
tos las cuales numeraré a continuacion y dejaré sin demostrar, ya que son
resultados bastante familiares en este contexto.

Sean X,Y,Z, W € X(M) campos vectoriales cualesquiera, entonces:

1. R(X,Y)=—R(Y,X)

2. (R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W, Z)

3. R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0
4. (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y)

A la tercera ecuacion se le conoce como la identidad de Bianchi.
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Curvatura seccional

Algunas veces el tensor de curvatura, a pesar de toda su informacién,
se vuelve un aparato complicado de manejar. Es por eso que se define la
curvatura seccional la cual, como demostraré mas adelante, determina al
tensor de curvatura.

Sea T,M el espacio tangente a M, se llama plano tangente II de M a
cualquier subespacio de T, M que sea de dimensién dos. La siguiente funcién
a definir guarda cierto significado geométrico:

Qv,w) := (v, v){w,w) — (v,w)? ; para todo v,w € T,M.

Si T, M fuera un espacio con producto interno la pasada funcién @) no es més
que el area del paralelogramo formado por los vectores v y w en el plano
IT generado por estos dos, la cual siempre es distinto de cero si estos son
linealmente independientes. En nuestro caso 1, M es un espacio con producto
escalar de indice uno; por el Lema 1.6 se tiene que Q(II) = 0 si y sélo
si IT es nulo. Asi, si II es tipo tiempo Q(II) < 0 vy, si II es tipo espacio
Q(IT) > 0. En estos dos ultimos casos Q(II) puede seguirse viendo como el
area del paralelogramo formado por los vectores usados, sélo que tendra signo
dependiendo de la causalidad de II.

Lema 2.19. Sea II un plano tangente no nulo a una variedad M en p y sean
v, w una base para de este. El nimero

(R(v,w)v, w)
Qv,w)

es independiente de la base. A este se le conoce como la curvatura seccional

K(IT) de II.

K(v,w) :=

Demostracion. Cualesquiera dos bases en II se encuentran relacionadas por
la siguientes ecuaciones

v=axr+by; w=cr+dy

tales que el determinante ad—bc # 0. Por la definicién del tensor de curvatura
se tiene R(X, X) es la funcién cero; ademéds, haciendo uso de las simetrias
del tensor se tiene también que (R(X,Y)Z, Z) = 0, entonces:

(R(v,w)v,w) = ad(R(x,y)v,w) — be(R(x, y)v, w),

<R(l‘, y)?), U}> = CLd<R(;€, y)l’, y) - bC<R(1‘, y)l’, y)
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Por lo tanto:
(R(v,w)v,w) = (ad — be)*(R(z, y)z,y).

Como la funcién @ es el determinante del producto escalar de T}, M restringido
a II, se tiene que
Q(U7 U)) = (CLd - bC)2Q(.’L'7 y)
]

Entonces, la curvatura seccional esta definida en todos los planos tangen-
tes a M que sean no nulos. Ademas, queda claro por la definicion que K
esta determinado por R, pero; jEstd R determinado por K7

Lema 2.20. Sean v y w dos vectores en un espacio con producto escalar de
indice uno. Entonces existen vectores v y w tan cercanos a v y w respectiva-
mente tales que generan un plano no nulo.

Este lema nos ayudara a resolver la pregunta planteada con anterioridad.
Una demostracién de este se puede ver en [13].

Teorema 2.21. Si K(II) = 0 para todo plano no nulo en T,M, entonces
R(v,w)z = 0 para todo v,w, z € T,M.

Demostracion. Supongamos primero que v y w en 1, M generan un plano no
nulo, por la definicién de curvatura seccional se tiene que (R(v, w)v, w) = 0.
Usando el Lema 2.20 se tiene que existen siempre dos vectores que generan un
plano no nulo tan cerca como se quiera de cualquier par arbitrario de vectores
en T,M; ya que R es una funcién multilineal en T,M* es continua, y por tanto
R también se anula en los vectores limite, es decir, (R(v, w)v,w) = 0 para
todo v,w € T, M.
Ahora, para x arbitrario en T, M:

(Rv,w+z)v,w+z) = (R(v,w)v,w)+ (R(v, z)v, w)
+(R(v,w)v,x) + (R(v, z)v, x).

Ya que (R(v, w)v,w) = 0, usando las simetrias de R se obtiene que:
(R(v,w)v,x) =0 ; para toda = € T,M
Por lo tanto R(v, w)v = 0 para todo v, w € T,. Sea ahora z arbitraria:
R(v+ z,w)v+ z = R(v,w)v + R(z,w)v + R(v,w)z + R(z,w)z.

Otra vez son tres términos de la ecuacion los que se anulan, y por la anti-
simetria de R en las primeras dos entradas se tiene finalmente que R(v, w)z =
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R(w, z)v. Por lo tanto se tiene que R se mantiene invariante al permutar las
primeras tres entradas de manera ciclica, entonces usando la identidad de
Bianchi se obtiene que R(v,w)z = 0 para todo v,w,z € T,M y con esto
R =0 donde K = 0.

m

Sea F': T,M* — R una funcién multilineal tal que posee todas las si-
metrias del tensor de curvatura; en la demostracién del teorema anterior
jamas se tomo en cuenta la definicién del tensor R, sélo sus simetrias, en-
tonces, siendo F' una funcién con las mismas simetrias que R siempre que
F(v,w,v,w) = 0 para vectores v,w € T,M tales que estos generen un plano
no nulo, F = 0. Ya que la funcién F' — R claramente es multilineal y posee
las simetrias del tensor de curvatura, el siguiente corolario queda automati-
camente demostrado.

Corolario 2.22. Sea F' : T,M* — R una funcién multilineal con las simetrias
del tensor de curvatura tal que

F(v,w,v,w)
Q(v, w)

para vectores v, w € T,M que generen un plano no nulo. Entonces

K(v,w) =

(B(v,w)z,y) = F(v,w,z,y)
para todo v, w,z,y € T,M.

Por lo tanto se tiene que la curvatura seccional tiene la misma informacion
que el tensor de curvatura, es decir, K determina a R.

Se dice que una variedad M tiene curvatura constante si su curvatura
seccional es constante, en este caso el tensor de curvatura tiene una expresion
mas sencilla.

Corolario 2.23. Sea M una variedad con curvatura contante C', entonces
R(z,y)z = C[(z,x)y — (z,y)x].
Demostracion. Voy a definir la funciéon F' como sigue:
F(x,y,v,w) = C (v, 2)(y, w) — (v, y){x, w)].

Esta funcién claramente es multilineal y también posee las simetrias del ten-
sor de curvatura. Solo demostraré que cumple con la identidad de Bianchi.

F(Z‘,y,’l}) =C [(U,LE)y - <U,y>£l?]
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F(y,U,CL’) =C [<CL’,y>U - <J],U>y]
F(U7$ay> =C [<y,’U>l’ - <y7$>?]]

Dada la simetria del producto escalar en 7,M basta con sumar estas tres
ecuaciones para verificar que F' cumple con la identidad de Bianchi. Entonces,
F(z,y,z,y) = CQ(x,y) y siempre que x y y generen un plano no nulo se
tiene que:
F(z,y,z,y)

Qz,y)

Aplicando el Corolario 2.22 se obtiene el resultado deseado.

C=K(zy) =

]

Antes de terminar con esta secciéon vale la pena mencionar cierta sim-
plificacién para la expresién de la curvatura seccional. Sea {u,v} una base
ortonormal para el plano tangente II; si II es tipo tiempo

K(”’ U) = _R<U’7 v, U, U)J

si II es tipo espacio
K(u,v) = R(u,v,u,v).

2.4. Operadores diferenciales

En esta secciéon definiré operadores diferenciales que son clasicos del calcu-
lo, tales como el gradiente o el laplaciano.

En calculo el gradiente de una funciéon f : R® — R es un vector cuyas
componentes son las derivadas parciales de f en la base candnica y las entra-
das de este vector cambian si se cambia de coordenadas. En caso de estar en
las coordenadas usuales de R" a este vector también se le puede ver como la
diferencial de f o, mejor dicho, confundir con la diferencial de f. En el con-
texto de las variedades, queda muy claro que df es en realidad una 1-forma,
y por lo tanto esta no depende de las coordenadas, sin embargo es evidente
que existe una fuerte relacién entre la diferencial de f y su gradiente.

Definicién 2.24. Sea f € C°(M). Se define el gradiente de f, gradf como
el iinico campo vectorial tal que:

(gradf, X) =df(X) = X f ; para todo X € X(M).

Esto quiere decir que gradf € X(M) es un campo vectorial que es métri-
camente equivalente a la diferencial de f, es mas, el tnico.
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Para definir la divergencia de un campo vectorial necesitaré hablar de que
es un marco sobre una variedad M. Un marco no es méas que una coleccion
de campos vectoriales {Ey, ..., E,_1}, si la dimensién de M es n, tales que
para cada p en M estos forman un conjunto linealmente independiente y
ortonormal en 7, M. Esta clase de marcos no existe siempre de manera global,
pero si localmente.

En célculo la divergencia de un campo Y se define como la suma de las
derivadas %3;3 ; como ya se ha mencionado antes, derivar sélo parcialmente en

este contexto no nos da una nociéon completa de lo que es derivar un campo
vectorial y , por eso, la divergencia debe incluir a la conexion.

Definicién 2.25. Sea Y € X(M). Para un marco, se define la divergencia
de Y, divY como:
divY :=€*(Dg,Y, E,).

Donde €* := (E,, E,).

Antes de seguir adelante me gustaria hacer una observacién. El operador
F[Z] : X(M) x X(M) — C*°(M) definido como F[Z](X,Y) := (DxZ,Y)
claramente es C*°(M)-lineal para cada Z € X(M). Por lo tanto un tensor de
rango (0, 2).

En general, para un tensor sobre M de rango (7, s) se dice que este tiene
r entradas contravariantes y s entradas covariantes, donde las primeras r
corresponden a elementos de X*(M) y las tltimas s a elementos de X(M).

Sea {X,} una base (local) de X(M) y {6°} su base dual. Se definen los
simbolos de un tensor A de rango (r,s) como:

AbrBro— (9P 08 X X

a1...005 °

En este lenguaje, usando el tensor métrico y su operador inverso, se puede
modificar el rango de un tensor dado al subir y bajar indices, es decir, se
puede convertir indices covariantes en indices contravariantes y viceversa.
Los tensores obtenidos asi no son iguales al original, pero se dice que son
métricamente equivalentes.

Regresando a la Definicién 2.25 y usando la funcién F[Z] definida arriba,
la divergencia de un campo Y se puede reescribir como €*F[Y],q, pero esto es
en realidad una abreviacion de un método mucho mas natural de calcular la
traza de un operador lineal. La traza de un operador lineal 7" en términos del
algebra lineal es la suma de los elementos de la diagonal (de su matriz asocia-
da); en el lenguaje tensorial un operador lineal es un tensor de orden (1, 1),
por lo tanto en términos de sus simbolos este tendria un indice covariante y
otro contravariante. Asi, la traza es la contraccion de sus indices repetidos, es
decir, la suma 7. En general los tensores tienen mas de un indice covariante
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y contravariante y se tiene que especificar que indice se contrae con algin
otro, lo cual generaliza el concepto de traza de un operador lineal.

En la Definicién 2.25 la funcién F'[Y] tiene dos indices covariantes, asi que
no podrian contraerse sus indices a no ser que uno de ellos se suba. Entonces
se define el tensor cuyos simbolos en una base son F[Y]§ := g*"F[Y],5. Por
lo tanto, la divergencia de un campo vectorial Y se puede reescribir como:

divy = trF[Y] = F[Y|2

«

Expresion que se encuentra en concordancia con la convencion de suma de
Einstein. Si se calcula la divergencia de un campo Y en términos de un marco
local, al ser el marco ortogonal, el tensor métrico obtiene una representacion
diagonal con +1, recuperandose asi la expresion en la Definicion 2.25.
Comunmente se usara la notacion en la Definicién 2.25 para calcular la
contraccién o traza de un tensor, salvo que se necesite mayor claridad.

Definicién 2.26. Se define el Hessiano de una funcién f € C°*°(M) como la
segunda derivada covariante de f. H/ := D(Df).

Ya que Df deja de ser una simple funcién sobre M, debe intervenir la
derivada covariante en la definicién del Hessiano, mas alla de sélo derivadas
parciales de segundo orden.

Lema 2.27. El Hessiano de f € C*°(M) es un tensor simétrico sobre M de
orden (0,2) tal que:

HY(X,Y)=XYf~ (DxY)f = (Dx(gradf),Y).
Demostracion. Por definicién se tiene que

HY(X,Y)= Dx(Dyf)= Dx(df(Y))
X(df(Y)) = df (DxY)
XYf—(DxY)f

Es claro que H/ es tensor en X; para ver que es un tensor en Y basta con
aplicar H/ a gY, donde g € X(M), y usar la regla de Leibniz para X (gY f)
en el primer término y la conexion a gY en el segundo.

Ya que D es libre de torsion XY —Y X = DxY — Dy X, entonces, sustitu-
yendo DxY en la ecuacién anterior se tiene que H/ es simétrico. Finalmente,
como D es compatible con la métrica:

(Dx(gradf),Y) = X (gradf,Y) — (gradf, DxY) = H'(X,Y).
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Definicién 2.28. El Laplaciano Af de una funcién f € C°(M) se defi-
ne como el negativo de la divergencia del gradiente de f, es decir, Af :=

—div(gradf).

De la definicion de divergencia para un campo vectorial se puede ver que
el Laplaciano de f es la contraccién del Hessiano multiplicada por un menos
uno.

2.5. Ecuaciones de estructura

En esta seccién derivaré un par de ecuaciones conocidas como ecuaciones
de estructura, las cuales se escriben en términos de unas 1-formas particulares
que definiré a continuacion.

Definicion 2.29. Sea M una variedad de Lorentz con su conexion de Levi-
Civita D; ademads, sea {X,} un base local para X(M) y Z cualquier campo
vectorial. Entonces:

DZXB = wg(Z)Xa.

Claramente las funciones wg son C°°(M)-lineales. A estas se les conoce como
las I-formas de la conexion.

Al estar definidas en términos de la conexién, estas 1-formas cargan consi-
go mismas una nocién de la geometria intrinseca de la variedad, en términos
de la base local usada para X(M). Geométricamente las 1-formas w§ repre-
sentan que tanto rota Xg inicialmente hacia X,, en la direccién de Z.

Hasta este punto no he mencionado el producto ezterior para formas
diferenciales ni la derivada exterior para estas, es mas, sélo he definido 1-
formas y no k-formas en general. Esto porque toda esa maquinaria no se
usara exhaustivamente, sin embargo, es necesario que defina estas nociones
para el caso de 1-formas.

Definicién 2.30. Sean w y n 1-formas sobre una variedad M. El producto
exterior entre dos 1-formas de define como sigue.

(wWANX,Y) == w(X)n(Y) —w(Y)n(X) ; para todo X, Y € X(M).
Donde w A 71 es un (0, 2) tensor antisimétrico, es decir, una 2-forma.

Definiciéon 2.31. La derivada exterior de una 1-forma w se define como:
dw(X,Y) = Xw(Y) —Yw(X) — w([X,Y]) ; para todo X,Y € X(M).

Donde dw es una 2-forma.
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Con esto es posible derivar las ecuaciones de estructura.

Teorema 2.32. Sea { X, } una base local de X(M), {w®} la base dual y {w?}
las 1-formas de la conexion en esta base. Entonces se cumplen las siguientes
relaciones:

dw® = W Awy (2.8

dwg = wp A wy — Q3 (2.9)
Donde QF(X,Y) := w*(R(X,Y)Xp).

Demostracion. Empezaré con la ecuacién (2.8). Recordando la definicién de
derivada exterior se tiene que:

WP (ZY) = ZW(Y)) - Y(w(2)) - w*(Z.Y))
= ZY*—YZ"—w(DzY) +w(DyX)

Voy a calcular los dos ltimos términos de la ecuacién por separado.

W (DzY) = w*(ZY'X, +Y " DyzX,)
= W(ZY7X,) + (Y (W (2) X))
= XY +Yw(Z)

W(DyZ) = YZ°+ 2w (Z)

Entonces, sustituyendo esto en la expresion de la derivada exterior dw® se
obtiene lo siguiente.

QW (Z,Y) = ZY°—YZ%— (ZY* + Y w’(Z))
+YZ*+ 27w (Y))
= W(2)w(Y) - (Y)wi(Z)

Y Y

Por definicién de producto exterior la ecuacion (2.8) queda demostrada. Para
la demostracién de la ecuacion (2.9) es necesario que lleve a cabo los siguientes
calculos:

DyDyXs = D(wh(Z)X,)

= Z(WA(Y)) X, + W (Y) D2 X,
= Z(wi(Y)X, +wi(Y)wi(2)X,
(

DyDzX5 = Y(W(Z)X, +wh(Z)w)(Y)X,
DizviXpg = wi([Z,Y])X,
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Entonces, usando el tensor de curvatura:

R(Z,Y)Xs = Dy Xs— DyDyXs+ DyDyXs
= [wi([Z,Y]) = Z(w3(Y)) = ws(YV)w,(Z)
+Y (wi(2)) + wi(Z2)wl (V)] X,
w*(R(Z,Y)Xs) = wi([Z,Y]) = Z(w5(Y)) + Y (w5(2))
~wi(V)wi(2) + wi(Z)w, (Y)

I

Se puede apreciar que los primeros tres términos de la ecuacién anterior
corresponden a la definiciéon de derivada exterior, mientras que los ultimos
dos a la definicién de producto exterior. Con esto la ecuacién anterior se
reescribe como:

03(2,Y) = —dw§(Z,Y) + (W Aw2)(Z,Y)

Lo cual termina con la demostracion.

]

Dado un tensor métrico sobre la variedad M, las 1-formas de la conexion
adquieren una propiedad respecto de sus indices. Sea {FE,} un marco local
ortonormal en M y Y cualquier campo vectorial en X(M); entonces:

<DyEa, Eg> = eﬁwg.
Usando ahora que D es compatible con la métrica, con o # [ se obtiene:

Y<Ea, Eﬁ) = <DyEa, Eﬁ) + (Ea, DyEﬁ)
(DyE,,Ez) = —(Es, DyEg)

Por lo tanto se tiene que:

Pl = —e%wg. (2.10)
Se puede ver que en el caso Riemanniano la ecuacién (2.10) implica una
antisimetria en las 1-formas de la conexion respecto de sus indices. En este
caso dicha antisimeria estd supeditada a la causalidad de los vectores en la
base aunque en nuestro caso, siendo {E,} un marco ortonormal, existe un
s6lo vector tipo tiempo en la base siendo los demas tipo espacio; asi, siempre
que no se tome en cuenta dicho vector la antisimetria se sigue cumpliendo, y
en otro caso, se puede hablar de una simetria respecto de sus indices. Ademas,
con esto se tiene que en términos de un marco ortonormal, las 1-formas w$
son iguales a cero.

Cabe mencionar que esta simetria o antisimetria en los indices de las 1-
formas de la conexién no es de caracter tensorial, y es més, depende de la
base en la que se expresen dichas 1-formas y de la métrica. Por ejemplo, si
se tuviera una base nula la ecuacién (2.10) no se cumple.
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2.6. ;Toda variedad puede ser de Lorentz?

A lo largo de este capitulo se ha supuesto la existencia de una variedad de
Lorentz pero en ningtin momento se ha demostrado su existencia. A diferencia
del caso Riemanniano, donde toda variedad admite una métrica Riemannia-
na, no toda variedad admite una métrica de Lorentz y su existencia depende
de ciertas caracteristicas que posea la variedad.

Muchas de las técnicas requeridas para demostrar la existencia de métri-
cas de Lorentz en una variedad quedan fuera del interés de esta tesis y el
enunciar este teorema aqui es por dar una exposicion un tanto mas completa
del tema, asi que en realidad esta seccién estd dedicada a hacer un bosquejo
de la demostracion del teorema de existencia de métricas de Lorentz, mas
que una demostracién completa y formal.

Antes de enunciar el teorema, quisiera explicar que significa que una va-
riedad de Lorentz tenga una orientacion temporal. Una pregunta usual en
el contexto de las variedades es saber si todos los espacios tangentes tie-
nen la misma orientacién; asi, tratandose de variedades de Lorentz es usual
preguntarse si todos los espacios tangentes comparten la misma orientacién
temporal.

Entonces, sea T una funcién sobre una variedad de Lorentz M tal que a
cada p € M le asocia un cono tipo tiempo 7, en T, M. Se dice que tal funcién
T es C'™ si para todo p € M existe un abierto U que lo contenga y un campo
vectorial Y definido en U tal que Y es C*™ y Y(q) € 7T, para todo ¢ € U;
a esta funcion 7T se dice que es una orientacion temporal sobre M. Por lo
tanto, a toda variedad que admita una orientacion de este tipo se dice que
es orientable temporalmente.

Lema 2.33. Una variedad de Lorentz es orientable temporalmente si y sélo
si existe un campo vectorial Y € X(M) que sea tipo tiempo.

Demostracion. Supongamos primero que tal campo Y € X(M) existe, en-
tonces, tomando en cada espacio tangente el cono tipo tiempo en el cual se
encuentra Y (p) uno obtiene una orientacién temporal.

Supongamos ahora que M admite una orientacién temporal 7; por defi-
nicion, para cada p € M existe un abierto U tal que p € U y existe un campo
vectorial C*° tal que Yy (q) se encuentra en 7, para todo ¢ € U. Con esto,
los abiertos que salen de la definicién constituyen una cubierta de M. Sea
{0.|ac € A} una particién de la unidad sobre M subordinada a la cubierta
antes dicha {U,}; entonces, como las funciones 6, son positivas y los conos
tipo tiempo son conexos el campo vectorial Y := 36,Yy, es elemento de

O
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Con esto es suficiente preambulo para enunciar el teorema de existencia
de métricas de Lorentz, el cual es el tema principal de esta seccién.

Teorema 2.34. Sea M una variedad. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. Existe una métrica de Lorentz en M.
2. M es orientable temporalmente.
3. Existe un campo vectorial sobre M tal que este no se anula.

4. M es una variedad no compacta, o M es compacta y tiene caracteristica
de Euler x(M) = 0.

Para que una variedad sea orientable temporalmente, claramente se re-
quiere de antemano que sea una variedad de Lorentz y por tanto se tiene que
2 implica 1, lo cual denotaré de aqui en adelante 2 — 1.

Por el Lema 2.33 se tiene ahora que 2 — 3 ya que un campo vectorial
tipo tiempo nunca se hace cero (hay que recordar que el vector cero es tipo
espacio), pero no se puede aplicar el si y s6lo si de este lema ya que el campo
al cual se hace referencia en el punto nuimero tres puede tener cualquier
causalidad. Para demostrar que 3 — 2 necesito del siguiente lema.

Lema 2.35. Sea Z un campo unitario sobre una variedad Riemanniana con
métrica (X,Y)r positiva definida para todo campo vectorial X y Y sobre
M. Entonces, el tensor

(X)Y) = (X, Y)gr — 22X, Z)r(Y, Z)r ; para todo X,Y € X(M)
es una métrica de Lorentz para M. Ademas, M es orientable temporalmente.

Demostracion. Por un lado se tiene que Z es ya un campo unitario, entonces,
localmente existen campos {£;}7_; tal que {Z, E;} en un marco respecto de
la métrica de Riemann. Ya que (E;, Z)r = 0 para toda E;, entonces

(Ei, E;) = (i, Ej)r = 6ij,

(E;, Z) = (E;, Z)n = 0.

Ademés (Z,Z) = —1. Claramente esta funcién es un tensor debido a la
C*°(M)-linealidad de la métrica de Riemann. Por lo tanto este tensor es una
métrica de Lorentz sobre M, siendo Z tipo tiempo. Haciendo uso del Lema
2.33 se tiene que M es orientable temporalmente.

O
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Como toda variedad M admite una métrica Riemanniana, siendo X €
X (M) cualquier campo se puede normalizar como X := ﬁ y, aplicandole el

Lema 2.35 al campo X se tiene finalmente que 2 <> 3.

La equivalencia 3 <+ 4 no la expondré aqui, este es un resultado de la
topologia algebraica cuya referencia se puede encontrar en [15, p. 188].

Por lo tanto sélo falta hacer la implicacién 1 — 4 para cerrar el circulo
de equivalencias. De esta implicaciéon tan sélo haré un bosquejo, para los
detalles se puede ver [13].

Proposiciéon 2.36. Sea x : © — M una funciéon que sea dos a uno del
conjunto © sobre la variedad M. Ademas, sea A el conjunto de todas las
funciones A : U — O, donde U es un abierto de M, tales que:

s K0\ =1idg para toda A\ en A.

» Si A(p) = p(p) con \,u € A. Entonces A = p en un abierto de M
alrededor de p.

= Todo elemento de © es la imagen de alguna funcion A € A.

Entonces existe una tnica forma de hacer de © una variedad tal que x sea
un doble cubriente C*° de M y cada funcién en A una seccion local C* de
K.

Entonces, sea M el conjunto de todos los conos tipo tiempo en los espacios
tangentes de una variedad de Lorentz M, asi, la funcién x : M — M que
asocia a cada punto p € M ambos conos tipo tiempo en 7,M es sobre y
dos a uno. Ahora, sean Ty y T dos orientaciones temporales sobre M y Y, Z
campos C'* definidos en un abierto U C M tales que se encuentran en dichas
orientaciones respectivamente; si Ty (p) = Tz(p) por la Proposicién 1.13 se
tiene que (Y}, Z,) < 0y, como esta expresién representa una funcién C*> en
U, las orientaciones son iguales en este abierto. Por lo tanto, la funcién
y las orientaciones de M cumplen con los requisitos de la Proposicién 2.36
haciendo de M una variedad vy de x un doble cubriente de M.

La funcién k restringida a un abierto es un difeomorfismo, por tanto un
difeomorfismo local. Esta propiedad hace que el pullback de la métrica en M
sea una métrica de Lorentz a su vez en M haciendo de esta una variedad de
Lorentz.

Lema 2.37. Sea M una variedad de Lorentz. Entonces su espacio cubriente
M, definido arriba, es orientable temporalmente.
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Regresando a la implicacion que se quiere mostrar, si M es orientable
temporalmente se implica 4. Si M no es orientable temporalmente, el Lema
2.37 dice que la doble cubierta de M, M, es orientable temporalmente y por
lo tanto se cumple 4 para esta variedad.

Como  (la funcién cubriente) es C>, si M es compacta M lo serd tam-
bién. Si M es compacta toda cubierta abierta de M serd también una cubierta
abierta de M y lo mismo para sus subcubiertas; como M es compacto siem-
pre existe la subcubierta finita de este y como la imagen inversa de cada uno
de los elementos de la subcubierta tendrd sélo dos copias en M, la subcu-
bierta finita también existird para M en todos los casos. Por lo tanto, M es
compacta si y sélo si M es compacta.

Entonces, si M es no compacta no se tiene nada que demostrar. Si M es
compacta M también lo serd y y(M) = 0; ademés 2y (M) = x(M) (véase
[10, p. 256]), lo cual termina por demostrar que 1 — 4.



Capitulo 3

Geometria Extrinseca

Hasta ahora sélo se ha expuesto la geometria intrinseca de una variedad,
es decir, todo lo que se puede decir de la geometria de esta en términos de
ella misma sin asumir que esta se pueda encontrar inmersa en otra variedad.

Que una variedad M sea subvariedad de una variedad N deja de ser una
propiedad intrinseca de la variedad M, y su geometria depende de como esta
se encuentra inmersa en la variedad N. Un ejemplo clésico es el de la botella
de Klein que es una variedad de dimension 2 la cual es imposible encajar
en R? a diferencia de la esfera S2, lo cual hace que su geometria desde la
perspectiva del espacio ambiente sea distinta.

Entonces uno puede hablar de dos tipos de subvariedades; aquellas que se
encuentran inmersas, como la botella de Klein, las cuales no se puede asegurar
que no tengan intersecciones consigo mismas, y aquellas que estan encajadas
en su espacio ambiente y forman la nocién més comun de subvariedad.

Definiciéon 3.1. Sea ¢ : M — N una funcion entre variedades. Se dice que ¢
es una inmersion si la diferencial d¢, es inyectiva para todo p € M; ademas,
si ¢ es un homeomorfismo con la imagen ¢(M) se dice que esta funcién es
un encaje.

Definicién 3.2. Sea ¢ : M — N una inmersion entre variedades de Lorentz.
Se dice que ¢ es una inmersién isométrica si

<Ua U>p = <d¢p(u)a d¢p(v)>¢(p)
para todo u,v € T,M y p& M.

De ahora en adelante siempre que se hable de una inmersién o un encaje,
siempre debe entenderse que se habla de uno que sea isométrico.

Hasta ahora no se ha tomado en cuenta si M es un subconjunto de N,
y no se ha especificado cuando M serd una subvariedad semi-Riemanniana.

63
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Si ¢ fuera un encaje entonces la imagen ¢(M) es un objeto geométrico tal
que este no tiene intersecciones consigo mismo, el cual vendria siendo nuestro
ideal a definir, pero ya que nuestro estudio de la geometria siempre es local
se puede ser un poco mas laxo en esto recordando que toda inmersiéon es un
encaje local.

Definicién 3.3. Sea ¢ una inmersién isométrica de M en N y g la métrica
de N. Si el pullback ¢*(g) es una métrica semi-Riemanniana sobre M se
tienen los siguientes casos:

» M es tipo tiempo si ¢*(g) es no degenerado y tiene indice v = 1.
s M es tipo espacio si ¢*(g) es no degenerado y tiene indice v = 0.

Si ¢*(g) es una métrica degenerada para todo p € M se dice que M es tipo
luz o nulo.

Tomemos de aqui en adelante el caso no degenerado a no ser que se espe-
cifique lo contrario, es decir, entiéndase de aqui en adelante por sudvariedad
una que sea semi-Riemanniana.

Como toda inmersién ¢ es un encaje local, existe un abierto U alrededor
de p € M tal que ¢(U) es un objeto geométrico razonable. Entonces se puede
asociar a cada vector u € T,M un tunico vector d¢,(u) € T,N para todo p;
asi, T, M sera siempre un subespacio no nulo de T, M. Con esto, si M es tipo
tiempo el espacio tangente 7),M es un subespacio tipo tiempo de T, N para
toda p € M, lo mismo para los dos casos restantes; si M es tipo espacio T, M
es tipo espacio y si M es nulo 7,,M es nulo para toda p € M.

Entonces, ya que T,,M sera un subespacio no degenerado de T, N el com-
plemento ortogonal tampoco sera degenerado, obteniéndose que:

T,N =T,M & T, M.

Al complemento ortogonal TPLM se le conoce como el subespacio normal a M
en p y a los vectores en este conjunto se les conoce como vectores normales a
M en p, claramente los vectores que se encuentren en 7,M son los vectores
tangentes a M.

Para todo vector v € T, N se tiene la descomposicién

v = tanv + norv.

Donde las funciones tan : T,N — T,M y nor : T,N — Tle son las pro-
yecciones usuales, las cuales son R-lineales. Estas funciones se extienden de
manera natural sobre X(V)|y; tomando el conjunto de los campos C*° tan-
gentes a M en un caso, y el conjunto de los campos C'*™ normales a M en el
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otro, X(M) y Xt (M) respectivamente. Estas funciones extendidas en los con-
juntos mencionados son C'*°(M )-lineales, esto se logra extendiendo funciones
C* sobre M a funciones C*° en un abierto de N.

3.1. La conexién inducida

Sea M una subvariedad en una variedad de Lorentz N y sean X y Y
dos campos vectoriales tangentes a M, es decir, elementos de X(M), ademas,
sea U un abierto en N y V = M N U abierto en M; se dice que un campo
X € X(N) es una extensién de X € X(M) si la restriccién X|M = X.

Aunque la subvariedad M es una variedad en si misma, esta podria tener
su conexion de Levi-Civita y no guardar relacion con la conexion de N. Ya
que esta esta jugando precisamente el papel de subvariedad de N se espera
que su conexion, y asi muchas entidades geométricas, se mantenga en relacion
con la conexion de N. Es por eso que se necesita hablar de las extensiones
de campos para poder asi aplicar primero las operaciones entre estos en M;
por ejemplo el corchete [X Y]‘ w1, este s6lo depende de los valores de X y Y
en un punto p € M. Por lo tanto el resultado no dependerd de la extension
usada, es decir. o

X, V) = [X, Y] (3.1)

Ademas, ya que la construccién del corchete necesita solamente de las di-
recciones de los vectores X, y Y, el campo resultante sera tangente a M, es
decir, [X,Y] € X(M). Para ver que la conexién D de N, aplicada a las exten-
siones X y Y de los campos X, Y € X(M), no depende de la extensién usada
observemos lo siguiente. Sean X; y X, extensiones distintas del campo X, ya
que estas tienen el mismo valor restringidas a M se tiene que )~(1 — )~(2 =0,
con esto Dy, _ 5(237|M = (. Ahora sean }71 y 372 dos extensiones distintas del
campo Y, lo que se quiere demostrar es que la diferencia DXf/l — DXY/Q se
anula al restringirla a M. Entonces, sumando y restando los factores Df,l)z'

y DYQJN( se tiene, usando que D es libre de torsion, que
DYy — DgYs = [X, V] = [X,Ya] + Dy, 5, X.

Por lo tanto, restringiendo esto a M, por la ecuacién (3.1) y el argumento
anterior esta expresion se anula, asi la conexién no depende de las extensiones
usadas y definir esta en X(M) tiene sentido, aunque esto no asegura que D X?
sea un vector tangente a M, por eso es necesaria la siguiente definicion.

Definicién 3.4. Sean X y Y las extensiones sobre N de los campos X,Y €
X(M) respectivamente, donde M es subvariedad de N y D es la conexién de
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la ultima. Entonces, restringiendo D a M:
DY =VxY +I1(X,Y).

Donde VY := tanD3Y y II(X,Y) := norD3Y. A esta ecuacién se le
conoce como la formula de Gauss.

Lo importante de la férmula de Gauss es que nos muestra las dos par-
tes importantes sobre la geometria de la subvariedad M. La parte tangente
estara relacionada con la geometria intrinseca de M, mientras que la parte
normal con la geometria de esta desde el punto de vista de N.

Teorema 3.5. Sea M una subvariedad de N y D la conexion de esta ultima.
Entonces:

1. La funcién V : X(M) x X(M) — X(M) definida en 3.4 es la conexién
de Levi-Civita de M.

2. La funcién 17 : X(M) x X(M) — X+ (M) definida en 3.4 es C*(M)-
bilineal y simétrica. A esta se le conoce como la sequnda forma funda-
mental de M.

Demostracion. Para usar la formula de Gauss es necesario, como se ha hecho
hasta ahora, extender los campos tangentes a M y las funciones definidas
sobre esta; todo esto sera valido en un abierto de N lo cual no invalida la
demostracion por hacer ya que tratamos con una cuestion local.

Sean X,Y,Z € X(M) y f € C>®(M). Extendiendo los campos y las
funciones a abiertos de NV, demostrar los dos primeros puntos de la Definicién
2.9 se reduce primero a restringir la conexién a M para que las funciones se
encuentren en C*°(M), y después proyectar sobre la parte tangente a M.
Para el tercer punto se tiene lo siguiente:

Dx(fY)=XfY + fDxY.

Proyectando esta ecuacién sobre la parte tangente a M se obtiene finalmente
el resultado. Por lo tanto V es en verdad una conexiéon sobre M, sélo falta
ver que es la conexién de Levi-Civita.

Usando la formula de Gauss y el hecho de que D es la conexion de Levi-
Civita en N se obtiene:

[(X,Y]=VxY - VyX + II(X,Y) - [I(Y, X).

Por la ecuacién (3.1) se tiene que el corchete en la parte izquierda de la pasada
ecuacion es tangente a M, entonces el lado derecho de la pasada ecuacion
debe ser tangente a M también, obteniendo asi

[X,Y] = VxY — Vy X.
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Esto quiere decir que V es libre de torsién, ademas I1(X,Y)—11(Y, X) =0,
lo cual implica que I es simétrica.
Como D es compatible con la métrica se tiene:

X(Y,Z)=(DsY,Z)+ (Y,D;Y).

Restringiendo esta ecuacion a M, como el producto escalar sélo depende de
p € M, el resultado no depende de las extensiones usadas. Por otro lado:

(DY, Z) = (VxY,Z) + (II(X,Y), Z) = (VxY, Z).
Entonces, por un proceso similar para (Y, D XZ ) se obtiene lo siguiente.

Y asi, V es compatible con la métrica y por el Teorema 2.14 se tiene que esta
es la conexién de Levi-Civita de M. Solo falta mostrar que 11 es C*(M)-
bilineal. . o

Para la conexion D se tiene que D;gY = fDgYV; restringiendo a M y
usando la formula de Gauss en ambos lados de la ecuacion

VixY + 1I(fX,Y) = f(VxY + II(X,Y)).

Por lo tanto, usando la simetria de /1, esta funcién es C°°(M)-bilineal.
O

El operador de forma

Sea & un campo vectorial normal a M, es decir, £ € X+(M); extendiendo
¢ sobre un abierto de N se le puede aplicar el operador Dx, donde X € X(M)
y D es la conexion de N, como se ha hecho hasta ahora. De la misma forma el
resultado no dependera de las extensiones usadas y el resultado al restringir
Dx& a M sélo dependera de estos campos. Al igual que el caso de la férmula
de Gauss, esta operacién se puede descomponer en una parte tangente y una
normal de la siguiente forma.

Dx€ = —S¢(X) + Vx¢ (3.2)

Donde —S¢(X) := tan(Dx€) y Vx¢& := nor(Dx&). A la ecuacién (3.2) se le
conoce como la formula de Weingarten.

La féormula de Weingarten tiene informaciéon acerca de la variacion del
espacio tangente respecto de una direccion normal, es decir, como se curva la
subvariedad desde el punto de vista no del espacio ambiente en general, sino
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en una direccion de éste que ademas es normal a la subvariedad. En el caso
que el espacio ambiente sea R? y la subvariedad una superficie, la férmula
de Weingarten tiene la misma informacién que la diferencial de la funcion
esférica de Gauss.

Teorema 3.6. Sea M una subvariedad de N; de la ecuacién (3.2) se derivan
los siguientes resultados:

1. Se(X) es C°(M)-bilineal en ambas entradas. A este operador se le
conoce como el operador de forma.

2. Sean £ € X1 (M) y X,Y € X(M). Entonces:

(II(X,Y),§) = (5¢(X), Y). (3.3)

3. La funcién V* es una conexién sobre el haz normal T+M, y es com-
patible con la métrica inducida de N sobre THM.

Demostracion. 1. Claramente el operador de forma cumplira con abrir sumas
en sus dos argumentos ya que la conexién D de N lo hace. Sean f y g funcio-
nes en C®(M) y X € X(M), £ € X*+(M); usando la férmula de Weingarten
se tiene lo siguiente.

Dyx(g€) = fDx(g¢)
= f(Xg€+gDx¢)
FXgE — f9Se(X) + fgVx€

Ya que Dyx(g€) = —Sge(fX) + Vix(g€), sumando las partes tangente y
normal de la ecuacion se obtiene el siguiente par de ecuaciones.

Sye(fX) = f9S¢(X)
Vix(g6) = [(Xg&+9gVxE)

Con esto queda demostrado no sélo que el operador de forma es C*°(M)-
bilineal, también que el operador V+ es una conexién.

2. Sean ¢ € X1 (M) y X,Y € X(M) campos arbitrarios; como (Y, &) =0
se tiene lo siguiente.

0=X({,§) = (DxY.§)+ (Y, Dx¢)
= <VXY7§>+<]](X7Y)7§>_<Y7S§(X)>+<Y7V)L(€>
= (II(X,Y),§) — (Y, S¢(X))

Usando la simetria de la métrica se obtiene finalmente la ecuacién (3.3).
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3. Ya se demostré con anterioridad que el operador V+ tiene las propieda-
des de una conexién, pero ;dénde se encuentra definida esta? De acuerdo con
la Definicién 2.9 V+ no podria ser una conexién, sin embargo, la Definicién
2.9 es un caso particular de una definicién mas general de conexion la cual
se puede ver en [11].

Entonces, sean &, ¢ € XH(M) y X € X(M), por la férmula de Weingarten:

Dx€ = =S¢(X) + Vx&; Dx( = —5:(X) + VxC.
Para cada una de estas formulas se tiene lo siguiente.

(Dx¢,¢) = =(Se(X), () + (Vx&, Q) = (Vx&, Q)
(€, DxC) = —(&, Sc(X)) + (€, VxC) = (§Vx()

Sumando ambas ecuaciones y usando que D es compatible con la métrica:

(Dx€,¢) + (& Dx() = X(£,¢) = (Vx& Q) + (€ Vx().

Ya que la métrica de N coincide claramente con la métrica inducida sobre
T+M, se puede decir ahora que V* es compatible con la métrica.
O

De la ecuacion (3.3) se desprende el siguiente resultado.
Corolario 3.7. Para cada p € M, el operador de forma es auto-adjunto.

Demostracion. El teorema anterior asegura que (S¢(X),Y) = (I1(X,Y),§)
donde ¢ € XH(M) y X,Y € X(M). Entonces:

(X, 9¢(Y)) = (Se(Y), X) = ([I(Y, X),§) = (II(X,Y),£).

Por lo tanto (S¢(X),Y) = (X, S5(Y)), es decir, S¢ es un operador auto-
adjunto.
[

El operador de forma es un tensor de rango (1,2) en un sentido més
general al que se ha manejado hasta ahora, ya que su entrada contravariante
no actia sobre el espacio dual a X(M), este actiia sobre el espacio dual a
X+(M). Por lo tanto, si se contraen los dos indices covariantes de la segunda
forma fundamental nos quedamos con las componentes de un vector, el cual
por supuesto es normal a M.
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Definicién 3.8. Sea M una subvariedad y sea tr/[ la contraccién de ambos
indices covariantes de /1. Al campo vectorial H € X(M) definido como:

H = (l) trl]
n

se le conoce como el vector de curvatura media de M.

Definicién 3.9. Sea M una subvariedad. Se dice que M es minima si su
vector de curvatura media se anula, es decir, H = 0.

3.2. Ecuaciones fundamentales

A lo largo de esta tesis seran de utilidad un par de ecuaciones, las cuales
se conocen como ecuaciones fundamentales.

Antes de empezar es prudente hacer un pequeno cambio en la notacion.
Al tensor de curvatura descrito en términos de la conexién de la variedad
ambiente N se le denotard R”, mientras que al tensor de curvatura intrinse-
co a la subvariedad M, el cual estda determinado por la conexion V, se le
denotard RY.

Proposicién 3.10. El tensor de curvatura cumple con la siguiente ecuacion:
(X, W), T1(Y, 2))
La cual es conocida como la ecuacion de Gauss.

Demostracion. Sean XY, Z € X(M); usando la férmula de Gauss se puede
hacer el siguiente desarrollo.

R°(X,Y)Z = VixwZ+I1I(X,Y],Z) — Dx(VyZ + I1(Y, Z))
+Dy(VxZ +11(X, 7))

Utilizando ahora la férmula de Weingarten, la formula de Gauss y agrupando
los términos con el operador V se obtiene la siguiente relacion.

RP°(X,Y)Z = RY(X.Y)Z+ Stw.z)(X) = Stx,2)(Y) (3.5)
+II([X,Y),Z) - 1I(X,VyZ)+ 11(Y,VxZ)
+VyII(X,2) = VxII(Y, Z)
Sea W otro campo en X(M); entonces:
(RP(X,Y)Z,W) = (RV(X,Y)Z,W) — (Sirx.2(Y), W)
+(S11(v.2)(X), W)
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Usando la ecuacién (3.3) se obtiene finalmente la ecuacién deseada.
I, W), TI(Y, 2)
O

Antes de seguir adelante, es necesario que defina una nueva operacién
sobre la segunda forma fundamental; esta nace de la necesidad de derivar
tensores usando la conexion normal y la conexién de Levi-Civita de la sub-
variedad M.

(VyI(X,Z) :=VyII(X,Z) - 11(VyX,Z) - 11(X,VyZ)
Proposicion 3.11. El tensor de curvatura cumple con la siguiente ecuacién:
(RP(X, Y 2)* = (VyII)(X, Z) — (VxII)(Y, Z) (3.7)
La cual se conoce como la ecuacion de Codazzi.

Demostracion. La ecuacién (3.5) se puede reescribir como sigue.

RP°(X,Y)Z = RY(X,Y)Z+ Stw.z(X) = Stz (Y)
+H(VyID(X,Z) — (VxID(Y, Z)

Si nos quedamos s6lo con la componente normal de la pasada ecuacién, se
obtiene la ecuacién de Codazzi.

(RP(X,Y)2): = (VyII)(X,Z) — (VxII)(Y, Z) (3.8)
O

A las ecuaciones (3.4) y (3.7) se les conoce como las ecuaciones funda-
mentales.

Del Corolario 2.23, si la variedad N tiene curvatura constante C' su tensor
de curvatura obtiene la expresion:

RP(XY)Z =C[(Z,X)Y —(Z,Y)X]

Claramente RP(X,Y)Z es un campo vectorial tangente a M ya que este es

combinacién lineal de elementos en X(M). Por lo tanto (RP(X,Y)Z )L =0
si la variedad ambiente tiene curvatura constante, y la ecuacion de Codazzi
se reescribe como sigue.

(VyID)(X,Z) = (VxI)(Y,Z)
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Tomando en cuenta las técnicas usadas para derivar tensores, se puede definir
la derivada del operador de forma como:

(VySe) (X) 1= Vy (Se(X)) = 5S¢ (Vy X) (3.9)

Queda claro que este nuevo operador es un tensor en Y, pero jserd también
un operador en X? Sea f € C®(M).

(VySe) (fX) = Vy (Se(fX)) = Se (Vy fX)
= (Y)Se(X) + fVy (Se(X)) = Se (VX + fVyX)
El primer término se cancelara con uno de los términos que surgen del tercero
usando la linealidad de S¢ en la tltima ecuacién. Con esto queda claro que

el operador definido por la ecuacion 3.9 es un tensor.
Con esto se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 3.12. Sea M una subvariedad de N, donde esta tltima tiene cur-
vatura constante. Entonces:

(VxSe) (Y) = (VySe) (X) (3.10)
Demostracion. Por definicion se tiene que:
(VyI(X,2)=VyII(X,Z2) - 1I(VyX,Z) - 1I(X,VyZ)
Entonces, sea £ un campo normal unitario a M.
(VEII(X, 2),€) - (SE(VyX), Z) — (S(X), Vy 2)

Como V es compatible con la métrica se obtiene la siguiente relacion.

—(%(X), VyZ) = (VyS¢(X), Z) - Y(5(X), Z)

= <VYS€(X)7 Z> - Y<II<X7 Z)a§>

Sustituyendo esto en la ecuacién (3.11) y usando la ecuacion (3.9), la primera
se reescribe como:

(V¥II(X,Z),6) = Y(II(X, Z),6) + ((VySe) (X), Z)

Los primeros dos términos de la ecuacién anterior, como V< es compati-
ble con la métrica, se pueden cambiar por (I1(X,Z), Vy£). Como & es un
campo unitario la derivada Vi:¢ se hace cero, anulando el producto anterior.
Haciendo el mismo procedimiento para (VxII)(Y, Z) se obtiene:

(VySe) (X), Z) = (VxS5e) (Y), Z)
0

Esta ecuacion se derivé de la ecuacion de Codazzi, lo cual la hace equi-
valente en el caso que la variedad ambiente tenga curvatura constante.
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La formula de Beltrami

La formula de Beltrami es una ecuaciéon que cumplen todas las subvarie-
dades del espacio de Minkowski, asi como en el caso clasico las subvariedades
de R™.

Antes es necesario definir el Laplaciano para una funcién F : M — RY.
Aprovechando que uno tiene la nocién de coordenadas en un espacio vectorial,
definiré el Laplaciano de F' en términos de éstas. Asi, sea {vg} una base de
R? tal que F(p) = (F'(p),---,F"(p)) en esta base, el Laplaciano de F se
define como:

AF .= (AF',--- | AF™)

Antes de demostrar la formula de Beltrami es conveniente demostrar el si-
guiente lema.

Lema 3.13. Sea ¢ : M — R} una inmersién isométrica, y sea {E,} un
marco local de M. Entonces:

Dg. ¢ = E, ; donde D es la conexion usual de RY.

Demostracion. Tomando a la subvariedad M como un subconjunto de N la
inmersion es una funcion inclusion, es decir, ¢ es la restriccion de la funcién
identidad a M. Siendo asi, ¢ = ¢°9; en la base usual de R} y, E, = EX0,,.
Entonces:

DEQQb = Ea¢686 :Eg@v(bﬁ)aﬂ

= EP03=E,
O
Teorema 3.14. Sea ¢ : M — R} una inmersién isométrica. Entonces:
Ay =—mH (3.12)

Donde H es el vector de curvatura media de M. A esta ecuacién se le conoce
como la formula de Beltrams.

Demostracion. Sea {e,} la base usual de R} y {Es} un marco local sobre M
en una vecindad de p € M tal que Vg Eg(p) = 0 para todos los elementos
del marco.

En términos de la base {e,} las funciones coordenadas de ¢ se pueden
obtener como ¢* := (¢, e,). Entonces:

An¢®(p) = —€EgEge”(p) + (Vi Es(p) ¢°(p) = —” EsE3¢°(p)
= —"E;[Ep(6,€a)] (D) = =€’ By [(Di, 0, €a) + (&, Dyea)] (p)
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Por el Lema 3.13, el hecho de que e, es un campo vectorial constante sobre
R} y la férmula de Gauss, la expresion del Laplaciano de ¢* se simplifica a
lo siguiente.

Ao (p) = —€"Es(Es, ea)(p) = —€'(Dp,Eg,e0)(p)
= —<€B[I<E5,E5),€a><p) = <_mH7 €a>(p>

Donde m es la dimension de M.

Como Apo®*(p) = (And,eq)(p) se tiene finalmente que (A, e,) =
(—mH, e,) en p, demostrando la férmula de Beltrami en una vecindad de p,
y por tanto en M.

L]

3.3. Hipersuperficies

Sea M una subvariedad de N; muchas veces es mas cémodo hablar de la
codimension de la variedad M en N, la cual se define como:

codimyM := dimN — dimM
Con esto puedo hacer la siguiente definicién.

Definicién 3.15. Se dice que una subvariedad semi-Riemanniana M de una
variedad de Lorentz N es una hipersuperficie si ésta tiene codimension uno
en N.

En el caso de las hipersuperficies, al tener estas codimension 1 el espacio
X+ (M) queda determinado localmente por un sélo campo normal unitario de
tal forma que, si NV es un campo normal unitario sobre M, cualquier campo
X € X+(M) se puede escribir como X = fN donde f € C®(M).

En este caso se puede hacer la siguiente definicién.

Definicién 3.16. El signo € de una hipersuperficie M se define como:

w e =1si(u,u) >0paratodouETpLMyparatodopeM.

» ¢ = —1si(u,u) <0 para todo u € TPLM y para todo p € M.

De la definicién se puede apreciar que si e = 1, M tendra el mismo indice
que N y por lo tanto sera tipo tiempo; si el signo de M es ¢ = —1 se tiene
entonces que esta sera tipo espacio.

El siguiente teorema es una versién, en este contexto, de un resultado
muy conocido de topologia diferencial el cual dice que la imagen inversa de
un valor regular para una funcién entre variedades es una subvariedad en el
dominio.
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Teorema 3.17. Sea f una funcién en C*°(N). Entonces, M = f~(c) es
una hipersuperficie si (gradf, gradf), # 0 para todo p € M. Ademés, N =
grady
Igrad |

es un campo unitario normal sobre M.

Demostracion. Como gradf es métricamente equivalente a d, f, la condicién
(grad f,gradf) # 0 quiere decir, entre otras cosas, que gradf no es el vec-
tor cero y por lo tanto que la diferencial d,f es sobre para todo p € M,
cumpliéndose asi las hipdtesis del teorema de la imagen inversa de un valor
regular. Por lo tanto M es una subvariedad de codimyM = 1.

Antes de demostrar que M es semi-Riemanniana necesito ver que grad f
es en realidad un vector normal a M. Sea v € T,,M, entonces:

(gradf, v) = v(f) = v(finr) = 0

Esto tultimo porque f es constante por definicion en M.
Entonces gradf se encuentra en el complemento ortogonal de T,,M para
cada p, lo cual implica que 7T, M es no degenerado para todo p en M.
]

Este teorema nos permite construir muchas hipersuperficies de una mane-
ra sencilla, aunque no todas pueden ser construidas a partir de este teorema,
como la banda de Mobius.

Hipercuadricas

En el caso Riemanniano el Teorema 3.17 sirve muy bien para determinar
hipersuperficies de R™ tales como la esfera, o distintos hiperboloides a través
de formas cuadrdticas. En este caso también se pueden construir hipersuper-
ficies de R} usando la misma maquinaria.

Claramente toda forma cuadratica sobre un espacio vectorial es C*°. Sea
q € C®(R}™) una forma cuadrética definida por ¢(z) := (z, ), que en la
base usual de R se escribe como:

q(z) = napr®s’ = —(a°) + (2" + - + (a")?

Sea P el vector de posicién en R?™: entonces, la funcién ¢(P) cumple con
lo siguiente:

(gradq,v) = v(q) = v(P, P) = 2(Dy P, P) = 2(V, P) ; para todo V € R?"*!

Por lo tanto gradg = 2P y (gradgq, gradq) = 4q. Por el Teorema 3.17 se tiene
que siempre y cuando (P, P) # 0, la imagen inversa de P a través de ¢
serd una hipersuperficie de R
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En la imagen inversa del cero a través de ¢ se encuentran el cono de luz
C y el origen. Sin embargo C si es una subvariedad de R"*! con codimensién
igual a uno, ya que P no es cero en el cono de luz y por lo tanto su diferencial
no se anula, aunque esta no sera semi-Riemanniana.

Figura 3.1: Espacio de De Sitter

Definicién 3.18. Sea n > 1. Entonces se define lo siguiente:

» La pseudo-esfera de dimensién n e indice uno ,con radio r > 0 en R} *?
como (figura 3.1):

Sp(r) =q ' (r*) ={p e R {p,p) =17}

s El espacio hiperbolico de dimension n e indice cero, con radio » > 0 en
R} como (figura 3.2):

H'(r) :=q ' (—r*) = {p e R{™|(p,p) = ="}

Estos espacios, junto con el cono de luz y el origen, llenan todo Ry, El
espacio de estos se puede simplificar al estudio de aquellos que tengan radio
uno, ya que sélo se diferencian por un factor escalar. Por ejemplo, todas las
pseudo-esferas son homotéticas al espacio ST = S7(1), el cual es conocido
como el espacio de De Sitter.
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Figura 3.2: Espacio Hiperbdlico

Teorema 3.19. El espacio ST es difeomorfo a R} x S"~1.

Demostracién. Sean v € Rl y p € S"71 C R", y sea ¢ la siguiente funcién:
o(w,p) = (z, (1 + |2*)"’p) € Rf x R =~ Ry

Donde |z| es el valor absoluto de x. La razén de definir esta funcién como se
acaba de hacer es que:

(¢(x,p), ¢(z,p)) = —|z* + 1 + |2*){p,p) = 1.

Entonces la funcién ¢ lleva R} x S®~! en S7. Esta funcién claramente es
uno a uno; para que esta sea una biyeccién tengo que asegurar que todos
los elementos de ST se pueden escribir como imagen de ¢. Voy a llamar
p a todos los elementos de ST tales que su primera coordenada sea cero,
es decir, p € S™1; ahora, sea ¢ un elemento de ST en la direccién de p
y sea x la primera coordenada de ¢ (todo esto en la base usual), entonces
q = (z, (1 + |2[*)/?p). Por lo tanto ¢ es una biyeccién.

Claramente ¢ es C™ ya que el factor 1 + |z|*> no se anula para ninguna
r € R} y la funcién en su segunda entrada es bésicamente la inclusion;



78 CAPITULO 3. GEOMETRIA EXTRINSECA

ademas ¢ tiene una inversa dada por:

¢~ (2, q) = (2, (1 + |2*)2q).

Por lo tanto ¢ es un difeomorfismo y R} x S"~! ~ ST
[

Este resultado se puede generalizar facilmente a una pseudo-esfera de
indice arbitrario tomando |z| por la norma euclidiana de € R”, obteniendo
asi que Ry x S"" ~ S).

Es una convencién que R° represente un solo punto y S° dos puntos;
entonces S] C R? no es conexo y es el tinico caso en el que ST no lo ser.

Una demostracién similar nos lleva a que H™ ~ S° x R". Por lo tanto el
espacio hiperbodlico tiene dos componentes conexas difeomorfas a R™.

3.4. El espacio de De Sitter

En esta seccién aplicaré la herramienta expuesta al principio del capitulo
a la pseudo-esfera de radio r; claramente esta servird para el espacio de De
Sitter también.

El operador de forma en S7(r)

Sea a(t) una curva en S7'(r) C Ryt Entonces (a(t), a(t)) = 2 y usando
la compatibilidad de la métrica con la conexion, derivando en la direccion de
@, se obtiene que:

(@(t),a(t)) =0 ; para todo t € R.

Como « es cualquier curva en S7(r), se deduce de esto que el vector de
posicién de un punto p € S7(r) es ortogonal a todo el espacio tangente
T,St(r). Por lo tanto, el campo vectorial P dado por todos los vectores de
posicién para la pseudo-esfera es un campo normal para esta y, ya que la
codimensién es uno, todo campo normal sera un multiplo de éste.
Entonces, puedo definir un campo normal unitario £ a S7'(r) como sigue:

P
&(p) = i para todo p € S7.

Antes de continuar me gustaria hacer la siguiente aclaracion. Sea £ cualquier
campo normal unitario sobre una subvariedad M de N, y sea V= la conexién
normal; como esta es compatible con la métrica se tiene que para todo campo
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vectorial X tangente a M, (V%£,€) = 0, lo cual implica que V%€ = 0 para
todo X € X(M).
Por lo dicho con anterioridad y usando la formula de Weingarten, se tiene
que:
Se(X) = —Dx¢ ; para todo X € X (S7(r)) .

Por lo tanto

por el Lema 3.13.

La segunda forma fundamental de S} (r)

Como la codimensién de S7(r) es uno, se tiene que para todo X,Y €
X(S57(r)) la segunda forma fundamental tiene la forma I7(X,Y") = B¢, donde
(3 es una funcién en C*°(S7(r)) que depende de los vectores X, y Y,,. Entonces:

5= (I1(X,Y),€) = (8(X), V) = — (X, ).
Por lo tanto: )
IH(X)Y) = —;(X,Y}f.

Entonces, para S} estos operadores se escriben de la siguiente forma:

Se(X) ==X : II(X,Y) = —(X,Y)¢ ; para todo X,Y € X(S7).

Las cuatro componentes conexas de O;(n)

En el primer capitulo de esta tesis quedd pendiente la demostracion del
Teorema 1.35, donde se afirma que el conjunto Oy (n) tiene cuatro componen-
tes conexas. Empezaré por demostrar que el grupo de Lorentz es en verdad
una variedad.

Sean M,«,(R) y SE  (R) los conjuntos de todas las matrices de n x n
con entradas en los reales y el de las matrices L-simétricas, respectivamente.
Una matriz A € M,,,,(R) es L-simétrica si A = AL :=nATy.

Claramente el conjunto M, (R) tiene una estructura de variedad hereda-
da de R”Q, ya que estos dos espacios son isomorfos como espacios vectoriales.
Dicho isomorfismo ¢ puede ser tomado por atlas junto con M, «,(R), y asi ob-
tener una estructura C'*° para este conjunto; restringiendo ¢ al conjunto de
matrices L-simétricas, su imagen serd un subespacio vectorial de R™ el cual
a su vez serd isomorfo a R¥ donde k = @, haciendo de S%,  (R) una
variedad.
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Entonces, sea F: M,x,(R) — SE  (R) una funcién tal que F(A) : AAL.
La imagen inversa de la matriz identidad bajo esta funcién coincide con el
conjunto Oy (n), de tal forma que si la diferencial de F' es sobre en O;(n), por
el teorema de la imagen inversa de un valor regular se tendra que el grupo
de Lorentz es una variedad. Usando la estructura de M, «,(R), la diferencial

esta dada por:

F(A+sB)— F(A
QAF(B) = 1im AT sB) = F(4)
s—0 S
L L
— lm (A+sB)(A+sB)" — AA
s—0 S
 sABY + sBA! + s?BB"
= lim
s—0 S

= AB"+ BA"

Ya que a estas dos variedades se les esta pensando como espacios euclidianos,
sus espacios tangentes en cada punto coinciden con ellos mismos; entonces,
que la diferencial de F' sea sobre en O;(n) quiere decir que para toda C' €
SL (R) existe B € M,x,(R) tal que C = ABY + BAL. Sea A un elemento

de O;(n) y C una matriz L-simétrica, y defino B = C'A. Entonces:
dyF(B) = A(%(JA)L + (%CA)AL
= %(AALCL + CAAY)
= %(CL +C)=C

Por lo tanto d4F' es sobre para toda A € O1(n) probando asi que el grupo
de Lorentz es una variedad de dimensién @

La demostracién de las cuatro componentes conexas del grupo de Lorentz
serd por induccién sobre n y la componente O; T(n+1) del mismo. La base de
induccion se hace para n = 2 ya que el espacio de Minkowski no se encuentra
bien definido para n = 1, este caso se encuentra demostrado en el ejercicio
1.36. Entonces, suponiéndolo para n queda demostrarlo para n + 1.

Antes de seguir es necesario mencionar, para continuar con esta demos-
tracion, que existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de todos
los marcos ortonormales en un punto de ST y O1(n + 1). Sea {e,}7_, la base
usual de R?™ usando la ecuacién (1.7) se puede ver que las columnas de
las matrices A € Oy(n + 1) son vectores unitarios en R}. Si tomo Ae,, como
el vector posicién de un punto en ST, las restantes columnas Ae, forman un
marco ortonormal en el espacio tangente a ese punto.
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Ahora, sea  una curva C'* en S} que una a los puntos Ae,, y e,,. Usando
el Teorema 1.35 se puede mover un marco arbitrario en Ae,,, por transporte
paralelo, a un marco en e,. Ya que ST es conexa para n > 1, el argumento
anterior define una curva a en Oq(n + 1); esta serd C™ y, ya que el determi-
nante es una funcién continua, ésta se encontrara contenida en Of " (n + 1)
si A se encuentra en el mismo. Por lo tanto se tiene que o une a A con la

matriz:
b 0
=5 ")

Por lo tanto b € O *(n), y por hipétesis de induccién existe una curva C'*
en Of*(n) que une esta matriz con la identidad. Con esto queda demostrado
que todo par de elementos de Of "(n + 1) se puede unir por trayectorias y
por tanto este conjunto como variedad, es conexo. Por el mismo argumento
llevado a cabo en el ejercicio 1.36 se tiene finalmente que el grupo de Lorentz
tiene cuatro componentes conexas.
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Capitulo 4

Superficies en ]R% tales que

Aé = Ap+ B

De ahora en adelante trataré el caso de superficies en R3, es decir, subva-
riedades de dimensién dos en el espacio de Minkowski de dimensién tres, ya
que en este capitulo demostraré un teorema de clasificacion local de super-
ficies. Sea ¢ una inmersién isométrica de la superficie M en R3; el teorema
central de este capitulo clasifica localmente las superficies tales que su inmer-
sién isométrica cumple con la ecuacién:

Ayé = Ad + B (4.1)

Donde A es un operador lineal sobre R} y B es un vector en R3.

Esta clasificacién se lograra primero por demostrar que una superficie que
cumpla con la ecuaciéon anterior tenga curvatura media constante; después
se deducird que estas superficies deberan ser isoparamétricas y con esto usar
los resultados de [12] para completar la clasificacién. Antes de empezar a de-
mostrar los resultados que nos llevaran lentamente hasta el objetivo buscado
definiré lo que es una superficie isoparamétrica.

Definicién 4.1. Se dice que una superficie M es isoparamétrica si, en caso de
ser su operador de forma diagonalizable sus valores propios son constantes. De
no ser asi, se pide que los coeficientes de su polinomio minimo sean constantes.

Como se puede ver, el caso diagonalizable esta pidiendo que las curvatu-
ras principales de la superficie sean constantes; de no ser asi, el equivalente
es pedir que los coeficientes del polinomio minimo sean constantes ya que
de existir las curvaturas principales (los valores propios de S¢ pueden ser
complejos) estas estarian determinadas por tales coeficientes.

Como se vio en el capitulo anterior, una de las ventajas de tener codi-
mensién uno en una superficie M es que todo campo vectorial normal a ésta

83
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se puede escribir localmente como un multiplo de un campo normal unitario
&. Entonces puedo expresar el vector de curvatura media de toda superficie
como H = h&, donde h € C*°(M) es una funcién a la cual me referiré como
curvatura media, a secas.

4.1. El Laplaciano del vector H

Para abrir camino hacia el tema central de este capitulo es necesario
obtener una forma explicita del Laplaciano del vector de curvatura media H,
lo cual haré en esta seccion. El siguiente teorema serd nuestro primer paso.

Lema 4.2. El Laplaciano del vector de curvatura media H se expresa como:
Ay H = 2S¢(gradh) + htr(VSe) + [Anh + eh|Se )¢ (4.2)

Demostracion. Sea {E,} un marco local ortonormal sobre un abierto U de
una superficie M C R? tal que en un punto p € U se tiene que Vg, Ea(p) = 0.
Entonces, siendo {eg} la base usual de R} se tiene lo siguiente:
AMHﬁ<p) = gﬂ<AMHa es)p = _EVEvaHﬂ(p) + vaEvHﬂ(p)

= —&IE,(E\(H, eg)y)

= _€567E7(<DE7H7 €B>p — (H, DEﬂﬁ)p)

= —&@E,(Dp, H,es),

= (D, D, H, 5, — (D, H, Dp,e5),)

= gﬂ<—€7DEWDE7H, €6>p7
donde no se hace contraccion en el indice 3, pero si en v. Como el elemento
de la base es arbitrario y la métrica es no degenerada se tiene finalmente que

AMH(p) = —EVDEWDEWH(]?).
Pero la expresion de esta operacion puede ser atin mas explicita si se toma
en cuenta la férmula de Weingarten y que H = hé.
Dp H = Eh{+hDg¢
E\§ - hS&(Ev)
Volviendo a derivar en la direccién de E, y usando ademds la férmula de
Gauss se obtiene lo siguiente.

DEWDEWH = DEW(Ewhé - hsﬁ(Ev))

D, (Eyh§) — Dp, (hS¢(E,))

— E,E,hé — E,hSe(E,) —
VEw(hsé(Ev)) - I[(Evv hSé(Ev))



4.1. EL LAPLACIANO DEL VECTOR H 85

y con esto finalmente se obtiene la expresion.

DEVDEWH = EVEvhg — 2Evh55(E7) — (4.3)
hva (Sé(Ew)) - h—”(E% S&(EW»

Si la pasada ecuacion (4.3) la evaldo en el punto p € U tal que Vg, Eg(p) = 0,
puedo cambiar el término Vg (S¢(E,)) por (Vg S¢)(E,). Entonces, contra-
yendo la ecuacién (4.3) en sus dos entradas se obtiene, evaluando ésta en p,
lo siguiente.

—EA/DE,YDE,YH = Ath + QS§<<E’YE7h)E7> +
htr(VSe) + he'11(E,, S¢(E,))

El segundo término asi como el cuarto de la ultima ecuacion se pueden sim-
plificar atin més.

Para simplificar el segundo término basta con recordar que en la base
local {E,} la diferencial de h se escribe como dh = (E,h)w®, donde {w®} es
la base dual; con esto, el término en el argumento del operador de forma es
el gradiente en la base local {E,}.

Para el cuarto término se tiene que (I1(E,, S¢(E,)),§) = g, donde ¢ es
el signo de la superficie y ¢g es una funcién en C*°(M). Entonces:

(II(Ey, S¢(E5)), &) = (Se(Ey), Se(Ey)).
Lo cual hace que g = (S¢(E,), S¢(E,)). Si defino:
|Sel* := €"(Se(E), Se(E)), (4.4)
en la base {E,}, la ecuacién (4.3) se reescribe como:
Ay H = 2S¢(gradh) + htr(VSe) + [Anh + eh|Se|]¢

Ya que la traza de un tensor es un invariante del mismo ésta no depende de
la base usada para calcularla, particularmente hablando de la derivada del
operador de forma el cual es un tensor; esto hace que la ecuacién (4.2) se
cumpla en todo abierto de M.

]

La traza de (VxS¢)(Y)

Como se expresa en el Lema 1.53, existen cuatro formas distintas de
representar a un operador auto-adjunto en el espacio de Minkowski. En este
caso, ya que el espacio tangente a toda superficie (tipo tiempo) es isomorfo
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al espacio de Minkowski, se tienen cuatro formas distintas de representar al
operador de forma. Aun asi, ya que en este caso la dimension de la superficie
es dos, los cuatro casos se pueden reducir a tres ya que existen dos casos
de representacion diagonal, uno en una base ortonormal y otro en una base
pseudo-ortonormal.

Lema 4.3. Un operador auto-adjunto 7" en un espacio vectorial de dimension
dos con métrica de Lorentz se puede representar de una de las siguientes

formas:
ai 0 ao 0
(50 ) e (% 0)

1T ~ ( ao bo )
bo Qo

donde by # 0. Las representaciones I y III se encuentran en una base orto-
normal, mientras que la representacion Il se encuentra en una base pseudo-
ortonormal o nula.

Demostracion. Del Lema 1.53 las representaciones II y III quedan demos-
tradas; sin embargo, atin queda por demostrar que las dos formas diagonales
que se obtienen del Lema 1.53 en el caso de dimensién dos son equivalentes.
Si existe un cambio de base tal que la representacion diagonal en la base
pseudo-ortonormal {X,} se mantiene diagonal en la nueva base ortonormal
{Y3}, se tendra en realidad una reduccion a tres casos.
El cambio de coordenadas dado por:

1 1 1 1
——Y - — ——=Y + —=Ya.
V2 V2 V2 Ve
Donde Y; es tipo tiempo, es justo el cambio de coordenadas tal que en la

base {Yj3} la representacion del operador de forma también es diagonal. Por
lo tanto se puede estudiar el caso diagonal como un sélo caso.

X = Yo ; Xo=

]

Cada una de estas representaciones tiene un polinomio minimo asociado,
y asi, la clasificacién se puede hacer en términos del polinomio minimo para
todo operador auto-adjunto sobre la superficie, como se puede ver en [12].

El Lema 1.53 asi como el pasado hablan de representaciones de un ope-
rador auto-adjunto en un espacio vectorial, pero lo que realmente se necesita
en este caso es que ambos Lemas sean validos en un abierto de la superficie
(una variedad en general). Los coeficientes del polinomio minimo dependen
de los coeficientes de dicho operador auto-adjunto 7', los cuales son funciones
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reales continuas sobre la superficie; justo la continuidad de estas funciones
hace que cada una de estas representaciones sea valida en un abierto de la
superficie.

Teorema 4.4. La traza del operador (VxSe)(Y) es igual a 2egradh, donde
e ={£,¢).

Demostracion. Usando el Lema 4.3 se puede calcular explicitamente la traza
de (VxSe) (Y) en tres casos.

[ ] = H 0
Sﬁ_( 0 uz)

En este caso tenemos los operadores con polinomio minimo (A — 1) (A — u2),
y (A — o). Usando las 1-formas de la conexidén, en un marco local {Ez}, se
obtiene lo siguiente.

(Vi S¢) (Er) = Vg, Se(Er) — Se (Vi Er)
= Vg (k) — Se(w/(F)E,)
= By Er + le%(E1)E2 - ,U/QW%(EI)EQ

En una base como ésta las 1-formas wg = 0. Entonces, la traza del operador
(VxSe)(Y) se puede expresar de la siguiente manera.

trVSe = € (Vg Se) (E1) + € (Vg Se) (E)
= ¢ [BEymEr + mwi(Ey) By — powi(Ey) Es)
+€ [Bapo By + powy (E2) By — pywy (Es) B ]
= ['Biyn + € (pa — m)wy (Es)| By
+H[€® Eapta + €' (111 — pa)wi(En)| B

Adems3s.

(VESe) (E2) = Vi S¢(E2) — S¢(VE, E»)

= Vg, (p2E>) — Se(ws (Er) Ey)

= EiypaBs + pwy(FB)Ey — mws (Er) Ey
(Vi Se) (B1) = By By + nwi(Es) By — s (Es) B

Entonces, haciendo uso de la ecuacién de Codazzi (3.10) se obtiene que:

Eipy = (1 — po)wi(Es) 5 en By
Eypy = (p2 — pa)wy(E1) ;5 en By
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Usando las simetrias que obtienen las 1-formas de la conexién en una ba-
se ortonormal, expresadas en la ecuacién 2.10, las ecuaciones anteriores se
reescriben como sigue.

By = (us — p)wy(Es) ; en By
By = € (pu — po)wi(Er) ;5 en By
Por lo tanto:

trVSg = €1E1 (,u1 + ,MQ)El + €2E2(M1 + /LQ)EQ

Sean gf los coeficientes de gradh estando este representado en términos del
marco {E3}, y sea X cualquier campo vectorial tangente a M con coeficientes
X% en términos del mismo marco local. Entonces:

(gradh, X) = e'g; X' + g2 X2,
y por definicién de gradiente se tiene que:
g X'+ giX? = Xh = X'"E\h + X?E,h.
Haciendo que:
X(e'g, — E1h) + X?(*g; — Eyh) =0 ; para todo X € X(M).

Asi, en términos de un marco ortonormal el gradiente de h se representa
como:

gradh = (ElElh)El + (62E2h)E2‘

Lo que quiero demostrar es que la traza del operador (VxSe) (Y) se puede
expresar como el gradiente de la curvatura media; para esto es necesario
encontrar una forma de expresar la funciéon h en términos de las funciones
lo. Recordando que H = h& se tiene lo siguiente.

2¢h = (2H,&) = (’I1(Eg, Ep),£)
= €’(Sc(Ep), Bs) = €’ pp(Ep, Eg)
= H1tpe2

Por lo tanto:

trVSe = grad(2ch),
trVSe = 2egrad(h).
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0
'Sﬁ_(lf u)

Este es el caso con polinomio minimo (A — u)?. De acuerdo al Lema 4.3,
esta representacion se encuentra expresada en términos de una base pseudo-
ortonormal { X, }. Siendo asi, la expresién para la traza del operador de forma
debe ser distinta de la usada hasta ahora.

Sean VS]; los simbolos del tensor (VxSe) (Y) en la base {X,} y su
dual; entonces, la traza que se quiere conocer del tensor es la respectiva a los
simbolos covariantes, es decir, los simbolos « y 5. En esta base la métrica
queda representada como:

(905] = [9°7] = ( _01 _01 ) .

Entonces, en términos de los simbolos queda lo siguiente.
trVSe = g*"V.S),

Por lo tanto, la expresion de la traza de la derivada del operador de forma
en una base pseudo-ortonormal queda como sigue.

trVSe = — (Vx, 5¢) (X2) = (Vx,5) (X1)
Es claro que las simetrias de las 1-formas de la conexion usadas hasta ahora

dependen por completo de la base en la que se represente el tensor métrico
y , por tanto estas deben ser distintas en una base pseudo-ortonormal.

(VzX1, X1) = (W] (2)X,, X1) = —wi(Z)
(V2 X1, Xo) = (W](2) X, Xa) = —w;(Z)
(V2X2, X1) = (w3(2)X,, X1) = —w3(Z)
(V2 X2, Xa) = (W3(2) Xy, X3) = —w3(Z)

Ya que Z(X,, X,) =0, se tiene que (VzX,, X,) = 0. Por lo tanto:
wi =0y wy =0.
Aplicando el mismo procedimiento a (X;, X3) se obtiene que (V7 X7, X5) =

—(V2X5, X1). Por lo tanto:

1_ 2
—Wp = Wy
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Con esto ya se puede empezar con el calculo que se requiere.

(Vx,9) (X2) = Vx,5¢(Xs) = Se(Vx, Xz)
=V, puXz — Se(wy(X1)Xz)
= XipXo + pws (X1)Xo — wy (1) Se(Xz)
= XiuXs
(Vxo9¢) (X1) = Vx,5(X1) = S5(Vx, X1)
= Vi, (X1 + Xo) — Se(w; (X2)X1)
= XouX) + pwi (X)X,
+3 (X2) X — w; (X2)[u X1 + Xo]
Xop X + [wy(Xz) — wp (X2)] Xz
XopuX, — 2wi (X)X,

Usando la ecuacién de Codazzi se obtiene lo siguiente.
XQ,LL =0 y Xl,u = 2wi(X2)X2
Entonces:

tI'VS€ = —Xlqu—i—Qw%(Xg)Xg,
tI‘VS§ = —2X1/,LX2

Usando el mismo argumento que se usé para calcular la traza del operador
(VxSe) (Y) en una base pseudo-ortonormal, se tiene para la segunda forma
fundamental lo siguiente:

trl] = —IT(X1, X3) — I11(Xs, X1) = 211( X1, X5).

En términos de una base pseudo-ortonormal {X,}. Para que exista una base
de este tipo en un abierto de la superficie, ésta debe ser tipo tiempo, por lo
que € = (£,&) = 1. Entonces.
1
h = <H7§>:<§tr]1a€>:_<I](X17X2)7€>
—(5e(X1), Xo) = = (X1 + X5, X5)
= —(uX1,Xo) =

Expresando en esta base a cualquier campo tangente a M se tiene que:

(gradh, Z) = =Z'g; — Z%g,,
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y por definiciéon de gradiente:
~7Z'g} — Z%g} = Z'(X1h) + Z*(Xsh).
Entonces en la base { X,,} el gradiente de la curvatura media se expresa como:
gradh = (—Xoh) X1 + (=X 1h) Xs.
Por lo tanto en este caso, ya que h = u, se tiene finalmente que:

trV.Sg = 2gradh.

v
IS&Z(_/J/I/ /L)

Este es el caso con polinomio minimo (A—p)?+22. En este caso el operador de
forma se encuentra representado en un marco local { E3}, asi que la expresién
de la traza es ya conocida. Ademas, la superficie debe ser tipo tiempo ya que

de no ser asi el operador de forma siempre es diagonalizable; con esto, las
2 1

simetrias de las 1-formas de la conexién son wj = wj.
(Ve Se) (B1) = Vg S(Er) = Se(Ve, Br)
= Vi, (B — vEy) — S(wi(E))Es)
= EyuE, — EywEy + pVg Ey
~ vV By — Wi (B [VE, + uEs)
= E\uE, — E\vE, — 2vwi(E))E,
(VS (B)) = Vi (WEs + ) — Se(wh(E2)By)
= FEwFE) + Eyubs +vVg By
+1V 5, By — wy (Es)[nEy — vED]
= EywE) + EyuFEy + 2vw; (Ey) B,

Entonces, la traza del operador (VxSe¢) (Y') se expresa como sigue.

trVSe = [e'Eip+ B — €' 2vwy(Fy)] By
+E Bop — €' Byv + €22uw; ()| By

Como se ha hecho en los anteriores casos, se usara la ecuacién de Codazzi.
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Antes calcularé ambos términos de esta ecuacion.

(VE,Se) (Bs) = Vi, (VEL + pEs) — Se(w,(Er)Ey)
= FEwk) + EjpnEy +vVg By
+BV g, By — wy(EY)[uEy — vEs)
EWE, + [Eip 4 2vwy (B, E,
Vi, (uB — vEs) — S¢(wi(E2) Es)
EopkEy, — EyvEy + pVg, By
~ UV, By — wy(Ey)[VE) + 11Fs)
= [Eyp — 2vwy (L) Bl — EovEy

(Vi,5¢) (Ex)

Entonces:
Ew = Eyu—2vwy(Es),
Eyw = —Eyu—2vwy(E)).
Ya que la superficie M es tipo tiempo se puede suponer que €' = —¢2. Asf al

sustituir las ecuaciones anteriores, resultantes de la ecuacion de Codazzi, en
la expresion de la traza del operador (VxSe) (Y) se obtiene:

trVSe = 2(e' By uFEy 4 € Eyuky).

Solo falta justificar que h = (H,£) = u. Esto se hace de forma similar a como
se hizo en el caso de la representacién diagonal del operador de forma. Por
lo tanto:

trV.Se = 2gradh.

]

Concluidos todos los posibles casos nos damos cuenta que la traza del
operador (VxSe) (Y) siempre se puede escribir de la misma forma, salvo un
signo, el cual dependerd de la causalidad de la superficie. Por lo tanto, se
tiene una expresioén explicita del Laplaciano del vector de curvatura media.

Ay H = 2S¢(gradh) + e2hgradh + [Ayh + eh|Se|*)¢ (4.5)

Ya que el gradiente de una funcién cumple con una regla de Leibniz, el
término 2hgradh se puede reescribir como gradh?.
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4.2. Propiedades del operador A

Para las superficies que cumplen con la ecuacién (4.1), el operador lineal
A de R? que se muestra en la ecuacién cumple con diversas propiedades las
cuales demostraré en esta seccion.
Para empezar, usando la férmula de Beltrami (3.12) se puede reescribir
la ecuacién (4.1) como:
—2H = Ap+ B. (4.6)

Derivando esta ecuacién en la direccion de un vector X tangente a la super-
ficie se obtiene, por un lado.

—2DxH = —-2Dxh&= —2Xh& —2hDx€
= —2Xh&+2hSe(X)
Por otro lado, usando el Lema 3.13.
DxA¢p+ DxB = DxA¢p = A(X)
Por lo tanto:
A(X) = 2hSe(X) — 2XhE. (4.7)
Con este resultado se puede plantear el siguiente lema.

Lema 4.5. El operador A restringido al espacio tangente de la superficie M
es auto-adjunto.

Demostracion. La demostracién de este lema es sencilla con el uso de la
ecuacion (4.7). Sean X,Y € X(M) campos cualesquiera, entonces:

(A(X),Y) = (2hS¢(X),Y) = 20(5¢(X),Y)
= 2h(X,S(Y)) = (X,2hS(Y))

En las pasadas ecuaciones usé de manera implicita que £ es un campo normal
a la superficie; siguiendo con ese razonamiento se tiene finalmente.

(A(X),Y) = (X, A(Y)) (4.8)
O

Derivando la ecuacién (4.8) en la direccién de Z € X(M), y utilizando
que el operador A es auto-adjunto en el espacio tangente a la superficie se
obtiene lo siguiente.

Z(A(X),Y) = (AD,X,Y)+ (A(X),D;Y)
= (V2X,A(Y)) + (A(II(Z,X)),Y)
HA(X), V2Y) + (A(X), I1(Z,Y))
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Haciendo lo mismo para (X, A(Y)) e igualando se obtiene la siguiente rela-
cién.
(A(I1(Z, X)), Y) = (A(I1(Z,Y)), X) = (4.9)

Regresando a la ecuacién (4.6), aplicandole el Laplaciano a esta ecuacién y
usando una vez mas la férmula de Beltrami se obtiene:

Ay H = A(H).
Por lo tanto, de la ecuacién (4.5) se obtiene la siguiente expresion.
A(H) = 2S¢(gradh) + e2hgradh + [Aph + eh|Se )¢ (4.10)

Hasta aqui con los resultados previos a las demostraciones principales de esta
tesis referentes al operador A, ya que aun existen un par de resultados que
seran de gran utilidad en lo que sigue y que estan relacionados con otros
aspectos de dichas demostraciones.

Lema 4.6. Sea M una superficie en R} con curvatura media constante tal
que |S¢|? es constante también. Entonces M es isoparamétrica.

Demostracion. Como ya se vio con anterioridad, el operador de forma en
este caso tiene tres representaciones canonicas, por lo cual la demostracion
de este lema se realizara en tres casos.

pr 0
u S =
‘ ( 0 py )
En este caso el polinomio minimo del operador de forma es:

(A = )X = p2) = N> = A + pia) + pa iz

De la expresién (4.4) se obtiene que u? + p3 es constante; ademds, como la
curvatura media de la superficie es constante se tiene que jq + pi2 es constante
también. Con todo esto, la siguiente expresion es constante.

(1 + p12)® = 15 + 3 + 241 1o

Con lo cual se obtiene que pypus es contante y por tanto los coeficientes del
polinomio minimo también lo seran. Ya que pq y pe son raices del polino-
mio minimo del operador de forma, estos se encuentran determinados por
los coeficientes del mismo, lo cual hace que las curvaturas principales de la
superficie sean constantes.
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v
ISS—(_H;/ /L)

En este caso el polinomio minimo es:
(A —p)? + 2

Como esta representacion se encuentra en una base ortonormal, calcular |S¢|?
es relativamente sencillo. Sea {E, F2} un marco local, entonces:

S&(El) = ILLEl - VE2 3 Sg(EQ) = I/El + ,U,EQ

Asi, que |S£]2 sea constante implica que uQ — 1% es constante y, que la curva-
tura media sea constante implica que pu es constante. Estas dos condiciones
implican por su parte que v? es constante, lo cual demuestra que el polinomio
minimo de S¢ tiene coeficientes constantes.

0
'55:(/; u)

El polinomio minimo en este caso es:
(A= p)*.

Entonces, basta con que p sea constante para que la superficie sea isopa-
ramétrica. Si la curvatura media de la superficie es constante entonces la
traza de esta lo serd y, como se puede ver de la representacion que se tiene
en este caso, esto implica que p es constante

O

Los siguientes resultados son referentes a las 1-formas de la conexion
definidas en una superficie, y sus respectivas ecuaciones de estructura. Para
esto es necesaria la siguiente definicion.

Definicién 4.7. Sea M una superficie de R3. Se dice que {Fy, E, E3} es
un marco local adaptado a la superficie M si {E;, Es} es un marco local
ortonormal de M, y F3 es un campo normal a la misma.

Esta nocion de marco adaptado a una superficie es muy 1til para encon-
trar la forma que tendran las ecuaciones de estructura, dadas por el Teorema
2.32, en este caso. Tomando la Definicién 2.29 y restringiendo esta a vectores
tangentes a una superficie de R se obtienen 1-formas sobre dicha superficie.
Siendo asi, la 1-forma dual w?® = 0 ya que ningin campo normal se proyecta
(con la métrica dada) sobre el tangente de la superficie.

Es claro que dado un marco adaptado a una superficie, los campos que
forman dicho marco se extienden a campos C* en un abierto de R}, lo cual
le da sentido a la siguiente definicion.
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Definicién 4.8. Sea M una superficie en R}, {E, F, E3} un marco adap-
tado a M y X un campo tangente a dicha superficie. Entonces, las 1-formas
de la conexion de M quedan definidas como:

Dy B = w§(X)E,.
Donde D es la conexién de R3.

Definir asi las 1-formas de la conexion de la superficie M cobra mucho
sentido ya que se esta ganando informacion sobre su geometria extrinseca, es
decir, la forma en que M se ve desde la geometria de R3.

. Pero, qué sucede con las 1-formas de la conexién inducida? El siguien-
te resultado muestra que las 1-formas {w§} conservan la informacién de la
geometria intrinseca a M.

Teorema 4.9. Sean {@§} las 1-formas de la conexién inducida V en M.
Entonces @§(X) = w§(X) si 8 # 3, donde X € X(M).

Demostracion. Si  # 3 se cumple la férmula de Gauss.
DxEz =VxEz+11(X, Ep)

Como la segunda forma fundamental se encuentra en el haz normal existe
g3(X) € C>(M) tal que I1(X, Eg) = g3(X)Es. Entonces:

(WH(X) — YOV Er + (WB(X) — G B + (@h(X) — g§(X)) By = 0.

Por lo tanto, como el marco local es linealmente independiente, se cumple el
enunciado.

]

., Qué pasa ahora si f = 37 Justo se obtiene la informacion extrinseca de
la superficie como se puede ver en el siguiente teorema.

Teorema 4.10. Sea M una superficie de R} y {F}, Ey, E3} un marco adap-
tado a ésta. Entonces el operador de forma de la superficie se puede escribir

como sigue.
Spa(X) = —w3(X) By — wi(X) E

Demostracion. Como FEs es un campo normal unitario a M se tiene que
Sg,(X) = —DxE3 para todo X € X(M). Ademds como me encuentro tra-
bajando en un marco adaptado, el cual es ortonormal, se tiene que w3 = 0.
Estas dos observaciones juntas terminan la demostracion.

]
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Tomando en cuenta que restringiendo las 1-formas duales {w', w? w3} al
marco adaptado {E, Fy, E3} a campos tangentes hace que w? se anule, es
obvio que las ecuaciones de estructura deberan cambiar a una forma mas
simple. El siguiente teorema se encarga de mostrar esto.

Teorema 4.11. Sea {Ey, E», F3} un marco local ortonormal adaptado a una
superficie M C R3? con su respectivo marco dual. Entonces, las siguientes
ecuaciones se derivan de la primera ecuacién de estructura (2.8):

dw! = w? A wj,
dw? = w' A w3,

W Awd +w? Awd =0,

mientras que de la segunda ecuacién de estructura (2.9), se derivan las si-
guientes:

1_,3 1

dw; = w5 N\ ws
1_, 2 1

dws = w3 N wy
2_ 1 2

dw; = w3 A\ wi

Demostracion. Ya que estas ecuaciones se estan derivando en un marco or-

tonormal se tiene que w§ = 0 para todo a = 1,2, 3.

Para las primeras ecuaciones se toma la primera ecuacién de estructura
(2.8), y que la 1-forma w® = 0 para todo campo en X(M) ya que estos no
tienen componente en Fj.

Para las segundas ecuaciones se toma la segunda ecuacion de estructura

2.9) la cual, al considerar R? como una variedad plana se reescribe como:
) 1

dwg = wg Awy.

Ademas, ya que el marco local sobre el cual se trabaja es ortonormal, las
1-formas de la conexién cumplen con la ecuacién (2.10). Esto hace que las
ultimas tres ecuaciones que se muestran en este teorema sean todos los casos
posibles que se derivan de la segunda ecuacién de estructura.

]

4.3. Ejemplos de superficies en R}

A continuacién mostraré algunas superficies cuya inmersion isométrica en
R3 cumple con la ecuacién 4.1, asi como una que no cumple con ésta.
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Cuadraticas

Sea f : R? — R una funcién definida como
ft,x,y) = —61t* + 2 + 6237,
tal que 91,09 € {0,1} y no se anulan al mismo tiempo. Entonces:
df = —26,tdt + 2xdz + 28,ydy.

Por lo tanto:
gradf = (201t, 2x, 202y).

Ya que §7 = §; se tiene finalmente que

(gradf,gradf) = 4f(t,z,y).

Sear >0yee€{—1, 1}. Entonces, si f(t,z,y) = er, por el Teorema 3.17 se
tiene que f~'(er?) es una superficie de R? siempre que (dy,ds,€) # (0,1, —1),
donde ¢ es el signo de la superficie. Ademés, el mismo Teorema 3.17 nos
ensena como calcular el vector normal a la superficie el cual queda expresado
como:

1
§ - ;(51t7 z, 52y)

Para calcular las curvaturas principales p; de la superficie se deben calcular
los valores propios del operador de forma. Si tomo el operador de forma
respecto del campo £ se tiene que:

Se(V) = —Dy& ; para todoV € X(M).

Ya que D es la conexién usual de R?, en las coordenadas usuales se tiene lo
siguiente.
Dy€ = (VE") Do = (V95604
Por lo tanto:
Se(V) = %(vtal, Ve Vs, (4.11)

De la funcién f, cuando esta es igual a er? para alguna r se puede despejar
a y como funcién de (t,y); asi, se puede definir una paramatrizacién de la
superficie como:

o(t,y) = (t,z(t,y),v),
tal que:
901‘/ = (17:Ct70) ; (py = (O,.ny, 1)7
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forman una base local del espacio tangente donde:

(Slt _61y
= S .
V10l o e 1018 — 0

Ty

Con esto, la ecuacién (4.11), y usando que §? = d; se obtiene finalmente que:

—0 —0s

Se(pr) = Tl% s Selpy) = T@y

Conociendo el valor de las curvaturas principales ji; de la superficie se puede
calcular ahora la curvatura media de la misma.
€

-1
h = 5(#1 + p2) = 5(51 + 02)

Usando la féormula de Beltrami (3.12) se tiene lo siguiente.

2
= 7%(51 +52)(51t,x752y)

Ya que la funcién inmersién ¢ se ve como la identidad en R? se tiene que:

. 5 0 0

A== +38&)| 0 1 0
r

0 0 &

Por lo tanto, la familia de superficies descrita por la funciéon f cumple con
una ecuacion de la forma Ay;¢ = A¢ + B, donde B = 0.

Existen cuatro combinaciones posibles para {d;,d2} de las cuales una
esta descartada ya que se pidié de inicio que estas constantes no se anularan
al mismo tiempo. En este argumento no he tomado en cuenta el signo ¢ de
la superficie, entonces, tomando en cuenta las tres combinaciones posibles de
{01,092} se tienen seis casos, pero como se vio anteriormente, se descarta el
caso (0 = 0,9, = 1,e = —1). Por lo tanto, la funcién describe los siguientes
cinco casos.

L 51207(52:1,521

En este caso la ecuacion de la superficie es:

2?4yt =2,

Esta es la ecuacién de una circunferencia en un plano donde la coordenada x
es constante. Ya que todos estos planos son tipo espacio los vectores tangentes
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a estas circunferencias también lo serdn. Pero esta ecuacién es vélida para
toda t € R. Entonces, a cada punto en S'(r) le tendria que pegar una copia
de R que se encuentra en el complemento ortogonal al plano que la contiene,
el cual es tipo tiempo. Por lo tanto la superficie es (figura 4.1):

0 0 O
Ry x S*(r);conA=|[ 0 % 0
00 L

Figura 4.1: Cilindro Circular

e S =1,0,=0,e=—1

En este caso la ecuacion de la superficie es:

—t? + 2t = —r?.
Esta es la ecuacion de una hipérbola en el plano. Ya que la suma es negativa,
en el plano y = 0 esta ecuacién representa el conjunto de todos los vectores
tipo tiempo con producto escalar consigo mismo igual a —r? al cual se denota
como H'(r); esta ecuacién se cumple para todo y € R, entonces, a cada punto
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de H(r) se le pega una copia de R la cual se encuentra en el complemento
ortogonal al plano que contiene a esta curva. Por lo tanto la superficie es

(figura 4.2):

= 0 0
H'(r)xR;conA=| 0 = 0
0 0 O

Figura 4.2: H'(r) x R

L 51:1,(5220,8:1
En este caso la ecuacion de la superficie es:
—t? 2 =2

Una vez més se tiene la ecuacion de una hipérbola en el plano. Aqui la suma
resulta en un ntmero positivo lo cual implica que esta ecuacion describe en
el plano y = 0 el conjunto de los vectores tipo espacio tales que el producto
escalar consigo mismo es igual a r2, a este conjunto se le conoce como el
espacio de De Sitter S} (r). Ya que la ecuacién se cumple para todo y € R se
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tiene finalmente que la superficie es (figura 4.3):

St(r) xR ;con A=

o O
o}~ o
o oo

Figura 4.3: S{(r) x R

u 51:1,52:1,82—1

La ecuacion de la superficie es:
—t* 4+ 2* +yP = —r?

Esta ecuacién representa el conjunto de vectores tipo tiempo en R} tales
que el producto escalar consigo mismos es igual a —r2. Por definicién esta
superficie es el espacio hiperbélico de radio r:

=< 0 0
H*(r);conA=|[ 0 =% 0
0 0 =
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u 51:1,52:1,521
La ecuacién de la superficie es:
—t* + 2+ =2

Esta ecuacién representa el conjunto de vectores tipo espacio en R} tales que
el producto escalar consigo mismos es igual a r2. Por definicién esta superficie
es el espacio de De Sitter de radio 7:

S?(r) ; con A =

O Oy
O ©
T o ©

B-scroll

Para definir esta superficie necesitaré de una curva nula v en R? y un
marco nulo {X,Y, Z} sobre esta tal que X es el vector velocidad de la curva

.
<X7X>:<Y7Y>:0 ;<X7Y>:_17
<X72>:<Y>Z>:O ;<Z72>:17

y con ecuaciones de Frenet:

aXx

== k(s)Z

P (s)

ay

4 @

az

% = WOX—i-k(S)Y

donde wqy es una constante distinta de cero. Entonces, la superficie que lla-
maremos B-scroll ([6],[8]) queda definida por la parametrizacion:

p(s,u) = 7(s) +uY(s).
Con esta parametrizacion se obtiene la base
s =X tuwZ ; pu =Y,

para el espacio tangente del B-scroll. Restringiendo el producto escalar de
R? al espacio tangente de la superficie se tiene que esta debe ser tipo tiem-
po vy, por lo tanto se puede definir un campo normal £ sobre la superficie.
Localmente se tiene que:

(pu, &) =03 (£,6) =1.
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Entonces para A, A2 € R, en términos de la base definida por el marco de
Frenet, el vector normal se puede expresar como:

E= MY + 7.
Ademas.
— )\g =1
Tomando Ay = —1 y usando ahora que ¢, y £ son ortogonales se obtiene lo
siguiente.

<9057§> = /\1<X7Y>_<X7Z>
+uwoA (Z,Y) — uwo(Z, Z)

= A —uwy=0
Por lo tanto, el campo normal a la superficie se puede representar como:
E(s,u) = —uwgY (s) — Z(s).

Para conocer la curvatura media del B-scroll calcularé el operador de forma en
la base {@s, ¢ }. Respecto del campo normal £ se tiene que S¢(X) = —Dx¢&,
entonces:

DSDué = Dy¢
= —DyuwyY — DyZ
= —(Yuwo)Y —uwoDyY — Dy Z
D, & = Dx&+uwoDz§
= —DxuwyY — DxZ + uwo[—DzuwyY — Dz Z]
= —(Xuwo)Y —uwyDxY — DxZ
+uwy[—(Zuwo)Y —uwoDzY — Dz Z]

Usando que X = 7= y que D es la conexion de Ry, D, € se puede reescribir
como sigue.

D,.¢ = —uwiZ —woX —k(s)Y
+UWO[—(ZU(JJO)Y — UWQDZy — DZZ]

Ya que el marco {X,Y, Z} se encuentra definido sobre la curva +, la variacion
de estos vectores sobre la curva se encuentra determinada por las ecuaciones
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de Frenet, pero como varian estos respecto de otro vector en el marco no se
especifica. Para esto habria que extenderlos a un abierto de R3.

Una manera de hacer esto es transportando paralelamente los vectores en
las direcciones de los demés (que no sea la direcciénX ), es decir, extenderlos
como campos constantes en las direcciones restantes. Definiendo las siguientes
curvas

ap(u) := p(se,u) ; Bo(v) :=y(so0) +vZ.
Se tiene que Y = % y 4 = %. Como las componentes de los vectores Y y Z
son funciones de s las ecuaciones anteriores quedan como:

D, ¢ = —wY = —wopy
D,.¢ = —uwiZ —weX —k(s)Y
= —WoPs — k(‘S)SOu

Con esto el operador de forma de la superficie se representa en la base

{@s, pu} como sigue.
[ wo O
%= ( k(s) wo )

Por lo tanto la curvatura media del B-scroll es igual a wy y es constante.
Usando ahora la formula de Beltrami se tiene finalmente que:

Ay = 2uwiY (s) + 2woZ(s).

Ya que ¢ es una inmersion isométrica del B-scroll, esta se puede ver como la
inclusion de la imagen de la parametrizacion del mismo. Por lo tanto, si el
B-scroll cumple con la ecuacion (4.1) se tiene que:

2uwiY (s) + 2w Z(s) = A(y) + uA(Y (s)) + B. (4.12)

Anteriormente se mostrd la representacion del operador de forma en la base
dada por la parametrizacion de la superficie; es facil ver que el polinomio
minimo del operador de forma es (A —wjp)?, con lo cual se conoceria la repre-
sentacién canonica que le corresponde.

En u = 0 la parametrizacién induce la base {X, Y} en el espacio tangente
de la superficie, la cual es una base pseudo-ortonormal. Como el tangente es
isomorfo a R? existe una familia de bases con la misma propiedad; esta es
{A\X, iY} donde A es una funciéon que no se anula y por tanto es siempre
positiva o negativa. Usando el Lema 4.3 se deduce que para alguna de estas
bases se obtiene la representacién candnica del operador de forma y, conju-
gando la representacion conocida con la matriz cambio de base se obtiene

finalmente que:
wWo 0 . Wo 0
NE(s) wo ) U1 wo
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Con lo cual se concluye que la funciéon k£ no se anula para toda s en un
intervalo.

Por otro lado, en u = 0 el campo X es tangente a la superficie; usando la
ecuacién (4.7) y el hecho de que la curvatura media es constante se tiene la
siguiente expresion.

A(X) = 203X + 2wokY (4.13)

Para u # 0, usando la misma ecuacién (4.7) ahora para g se obtiene que

A(st) = 2(")085(908) = 2(")0((")0%05 + k¢u>
AX) +uwpA(Z) = 2wi(X +uwoZ) + 2wokY

Los valores obtenidos para A(X) o A(Z) dependen de estos vectores y no de
u. Por lo tanto, usando el valor ya conocido para A(X) y que tanto u como

wo son distintos de cero.
A(Z) =257 (4.14)

Derivando respecto de s en la ecuacién (4.13) se obtiene, usando que k # 0
como se demostr6 con anterioridad, la siguiente expresién para A(Z)

20)()]'{
k

A(Z) =43 Z + Y (4.15)

Las diferentes expresiones para A(Z) deben ser iguales; de igualar las ecua-
ciones (4.14) y (4.15) se obtiene:

2&)0]‘{3
k

Como Y y Z son linealmente independientes sus coeficientes deben ser cero,
lo cual implica que wy = 0. Esto es una contradiccién con las hipdtesis en
la construccién del B-scroll. Por lo tanto esta superficie no cumple con la
ecuacion (4.1).

Y +2wiZ = 0.

4.4. Clasificacién de superficies en R? que sa-
tisfacen la ecuacién A¢ = Ap + B

En la seccién anterior se dieron ejemplos de superficies que cumplen con
la ecuacion (4.1) y todas ellas resultaron ser superficies de curvatura media
constante. Entonces, cabe preguntarse si todas las superficies de R? que cum-
plan con la ecuacién (4.1) tienen curvatura media constante, dicho de otra
forma, quiero saber si existe una superficie de R} tal que su curvatura media
no es constante.
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A continuacién enunciaré y demostraré los dos Teoremas principales de
esta tesis, de los cuales el primero resuelve la pregunta hecha en el parrafo
anterior y el segundo hace la clasificacion de superficies que tanto se ansia.

Teorema 4.12. Sea ¢ : M — R3 una inmersién isométrica que cumple con
la ecuacién Ay;¢ = Ap + B. Entonces M tiene curvatura media constante.

Demostracion. La demostracion de este teorema la realizaré por contradic-
cién. Empezaré por definir el subconjunto de U de M como:

U := {p € M| gradh? # 0}.

Donde h es la curvatura media de la superficie. Claramente el subconjunto U
es un abierto de M ya que si gradh? # 0 en p € M, sera distinto de cero en
un abierto alrededor de p. El objetivo de la demostracion serd mostrar que
tal abierto U de M es vacio, asi que estaré trabajando dentro de tal abierto.

Ya que gradh? = 2hgradh se tiene que en U la curvatura media no se
anula, ademas de no ser constante. Por lo tanto se puede escribir un campo
normal a la superficie en U como £ = %H y:

H(X,Y) = e(I(X,Y), &,
= T(SX),V)H, (4.16)
para cualesquiera campos X,Y € X(M).

Aplicando el operador A a la ecuacién (4.16) y usando (4.10) se obtiene
la siguiente expresion.

AUIX,Y)) = —(Se(X),Y)[25¢(gradh)
+2¢ehgradh + {Aprh + h|Se|* }¢]
y siendo Z € X(M).

(A(II(X,Y)),Z) = =(Se(X),Y)(eSe(gradh) + hgradh, Z)

SR

Desglosando los términos de la ecuacién anterior:

(eSe(gradh, Z) = e(gradh, Se(Z)) = edh(S¢(Z)),
= ES&(Z)h,
(hgradh,Z) = h(gradh,Z) = hZh.

Entonces:

(AUT(X,Y)), 2) = 2 (5(X), V)(eSe(2)h + hZh),
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(AII(X,Y)),Z) — (A(1I(Z,Y)), X) =
2 [(SE(X), V) (eSe(Z)h + hZh) — (Se(2), Y) (eSe(X)h + hX)].
Ademas, usando las ecuaciones (4.7) y (4.16) se puede reescribir la siguiente
expresion.
(II(X,Y),A(2)) —(II(Z,Y), A(X))
(=(Se(X), Y) H,~2Zhe) = (- (S¢(2), Y ) H,~2Xhe) =
—2Zh{Se(X),Y) + 2Xh(Se(Z),Y)

~—

S| ™

Por lo tanto, usando la ecuacién (4.9) y eliminando términos se obtiene:
((2RZh 4+ Se(Z)h)Se(X),Y) = ((2hXh 4 £Se(X)h)Se(2),Y).

Ya que esta ultima ecuacion se derivé para todo X,Y,Z € X(M), si defino
el operador T'(X) para todo X € X(M) como:

T(X) :=2hX + eS¢(X), (4.17)
se obtiene finalmente la ecuacion
(T(Z)h)Se(X) = (T(X)h)Se(Z) (4.18)

Con esto se tiene que si M es una superficie de R? que cumple con la ecuacién
(4.1), cualesquiera dos campos tangentes a M deben cumplir con la ecuacién
(4.18). Asi, la demostracién de este teorema se divide en dos casos.

Caso 1 T'(gradh) #0en U.

Ya que T'(gradh) # 0, puedo afirmar que existe un campo en U en la direccién
de gradh tal que T'(X) no se anula. Ademds gradh # 0, entonces h es una
funcién en U que no se anula y que se encuentra variando, es decir, no es
constante lo cual me permite afirmar que 7'(X)h # 0. Siendo X tal campo
en U y Y otro campo distinto a X, la ecuacién (4.18) se puede expresar como
sigue.
T(Y)h
Se(Y) = ——-5:(X
() = ey Se)
Esta ultima ecuacion hace ver que la imagen de Y es un multiplo de la imagen
de X, para toda Y. Esto quiere decir que el rango del operador de forma es

cero O uno.
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Si el rango de S¢ fuera cero, S¢ seria el operador cero y h = 0, lo cual
implica una contradiccién con el hecho de estar trabajando en el abierto U.
Entonces el rango del operador de forma es uno.

Tomando en cuenta las posibles representaciones de S¢ acorde al Lema
4.10 solo la representacién I es posible; ya que el rango de S¢ es uno su
determinante se anula, lo que hace que la representacion II sea el caso de
curvatura media nula, mientras que en la representacién III S¢ se convierte
en el operador nulo.

Siendo asi la situacién del operador de forma en U puedo tomar un marco
adaptado {E,} tal que:

Se(Er) = AEy ; Se(Ba) =0; Ez=¢. (4.19)
Para determinar el valor de A basta con recordar que 2h = etr(Se). Asi:
A = 2¢eh.

Ademads, usando la ecuacion (4.18) en los campos E; y Fs se obtiene que
T(E5)h = 0, implicando que:

Eyh = 0.
Sea {w} la base dual al marco adaptado y {w§} las 1-formas de la conexién
en términos del mismo. Si se toman los elementos de este par de conjun-

tos como 1-formas sobre la superficie M, por el Lema 4.10 se obtienen las
siguientes ecuaciones.

wy = —2chw! (4.20)
wi =0 (4.21)

Ahora, sea X € X(M). Recordando que dh(X) = Xh, si expreso X en
términos de {E,} se obtiene que:

dh = (E1h)w". (4.22)

A partir de estas tres ecuaciones empezaré a trazar el camino hacia el resul-
tado deseado.

Empezaré por calcular la derivada exterior de la ecuacién (4.20), en la
cual usaré las ecuaciones de estructura dadas en el Teorema 4.11. Asi, por
un lado:

dwy = —2edh Aw' — 2ehdw’,
= —2chdw?,
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y por el otro, usando la ecuacién (4.21):

Entonces dw! = 0. Esto tiltimo implica que localmente existe una funcién C*
tal que w! = dz, es decir, localmente existe una funcién coordenada sobre M
tal que su diferencial es igual a w'.

Sea {z,y} un sistema coordenado local en M tal que dz = w'. Usando la
ecuacién (4.22) y la expresién de dh en este sistema coordenado:

Oh Oh
Eh)dr = —d —dy.
(Evh)dz 8$$+8yy

Al asumir que {z,y} es un sistema coordenado, dx y dy seran linealmente
independientes. Esto implica que:

oh oh

— =Fh; —=0.

ox ! dy
Por lo tanto la curvatura media de M en U puede ser vista como una funcién
de una sola variable en las coordenadas dadas por el marco adaptado con el
cual se trabaja. Con esto la curvatura media tiene una sola derivada, a saber:

dh
n = Eh=—.
! dx
Derivando la ecuacién (4.21) se tiene que:
wy Aw? = —2chw' Awi = 0.

Entonces existe f € C®(M) tal que w? = fw'; ademds, ya que dw® = 0,
usando las ecuaciones de estructura y la ecuacién (2.10):

0=w?Awy = W Aw? = =2 fuw? AW

Por lo tanto f =0y w? = 0.
Recordando que Esh = 0 se puede calcular el Laplaciano de h en la
superficie.
Ayh=—¢'(EyE,h — Vg, E,h) = —€'h”
Y asf reescribir la ecuacién (4.10), tomando en cuenta que gradh = €'W'E; y
las ecuaciones (4.19), como sigue.

A(€) = 6ee' W By + (—61% + 4gh2) £ (4.23)
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Ademéds, aplicando la ecuacién (4.7) a los campos F y FEs:
A(E)) = 4eh®E, — 20'¢ ; A(E,) = 0. (4.24)

Entonces, las ecuaciones (4.23) y (4.24) nos permiten expresar el operador A
en términos del marco adaptado como:

4eh* 0 Geel I/
A= 0 o0 0
—2h 0 —€' + 4eh?

Como A es un operador lineal de R? su traza, asi como sus menores, seran
constantes. De la representacién matricial de A en esta base s6lo un menor
no se anula; calculando este menor y la traza de A se deducen las siguientes
ecuaciones.

e'n" = 8eh — A\ih (4.25)
—dee' hh" + 16h* + 122¢ (W)? = A, (4.26)

Donde A es la traza de A y Ay es el iinico menor de A que no se anula.
Antes de continuar con la demostracién haré el siguiente cambio de va-
riable.
4B

Bi=(h)?; Yo 2h" (4.27)

Se mostré un poco antes que h es una funcién que depende de una sola
variable u en U; entonces usando que h depende de una sola variable y la
regla de la cadena se tiene que:

ag  dpdh
— =——=2nn"
dr  dhdzx
Como % = h/, las ecuaciones (4.27) quedan justificadas. Entonces la ecuacién

(4.25) se puede reescribir como:

21 -9
ah bee' h e Ah,

e integrando se obtiene:
B = 4ee'h* — AR + C,

donde C' es cualquier constante real. De las ecuaciones (4.25) y (4.26) se
obtiene:
128 = ee' Xy + 16e€rh* — 4X €' h?,
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y substituyendo el valor de 8 en esta iltima ecuacién:
32eh' — 16A\1h* = Mge — 12C€".

El lado izquierdo de la ecuacién es un polinomio en h con coeficientes cons-
tantes, y es igual a una constante para todo p € U. Por lo tanto h debe ser
una funcién constante, contradiciendo la hipdtesis y mostrando que U es el
conjunto vacio.

Caso 2 Existe p € U tal que T'(gradh) = 0.
Como T'(gradh), = 0 para algun p € U, por (4.17) se tiene que:
Se(gradh), = —2chgradh,,

donde todas las funciones se encuentran evaluadas en p. Entonces se puede
reescribir (4.10) como:

A(H), = —2chh, + (Aph + €h|Se?) &,

Sea X € X(M), usando (4.7) y la ecuacién anterior:

(H,A(X)) = —2Xh(H,¢)
= —2chXh,
(A(H),X), = —2¢ch(gradh,X),
= —2ehXh,.

Por lo tanto:
(A(H), X)p = (H, A(X)),.

El Lema 4.5 asegura que A es auto-adjunto actuando sobre campos tangentes
a M, y la ultima ecuacion que existe p € U tal que A es auto-adjunto en
H, y cualquier vector tangente a M en p. Como cualquier vector de R3
puede expresarse como una combinacion lineal de Hp, X, y Y, siendo X
y Y elementos de X(M), el operador A es auto-adjunto en R} y la pasada
ecuacion resulta valida en todo U. Entonces:

(A(H),X) = (—2¢ehgradh, X) en U y,
(2S¢ (gradh) + 2ehgradh, X) = (—2chgradh, X)

para todo X € X(M), con lo cual:

Se(gradh) = —2echgradh
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en todo U. Por definicién de curvatura media se tiene que trSe = 2eh y como
los valores propios del operador de forma al sumarse siempre coinciden con
su traza, se puede determinar el otro valor propio, que adquiere el valor 4¢h.
Como los valores propios de S¢ son distintos este es diagonalizable y existe
un marco adaptado (Lema 4.3) tal que:

Sg(El) = —2€hE1 ) Sg(EQ) = 4€hE2 ) E3 = 5,

es decir, E3 es un campo normal. Entonces, si {w®} es su marco dual y {w§}
son las 1-formas de la conexién en esta base, del Lema 4.10 se deducen las
siguientes ecuaciones.

wy = 2ehw! (4.28)
wi = —4ehw? (4.29)

Ademas, como gradh es paralelo a Ej:
dh = (E1h)w! (4.30)

Derivando exteriormente (4.28) y usando las ecuaciones de estructura para
dwi:
dw' = —2w* A wy.

Usando ahora las ecuaciones de estructura para dw':
wAwy =0,

y asi, dw' = 0. Esto tltimo junto con (4.30) implica la existencia de un
sistema, coordenado en U tal que w! = dz, y al igual que en el caso anterior,
h depende sélo de una coordenada tal que A’ = Eh.

Derivando ahora (4.29) y usando (4.28) y las ecuaciones estructura:

ws Awl = —de(hw' Aw? + hw' Aw?)
ho' Aw? = —2w' A (R'w? + hw?)
y
wh A (3hw? + 2hw?) =0
Como w? = —e%c'wl y dw' = 0, el término entre paréntesis en la ecuacién

anterior es un multiplo de w? el cual debe ser igual a cero ya que w!' Aw? # 0
en M; entonces:
3he*e'wy = 20w (4.31)
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Antes de seguir es importante encontrar una expresion para la diferencial de
h'. De (4.30), derivando exteriormente y tomando en cuenta que dw' = 0 se
obtiene que dh’ A w! = 0, implicando que dh’ es paralelo a w!. Entonces:

dh' = (E1h)w' = h"w'.

Siguiendo con la demostracion seguiré empleando la derivada exterior como
técnica usual y la usaré ahora en (4.31), de la cual resulta lo siguiente después
de usar las ecuaciones de estructura y la expresién obtenida para dh’'.

3 W w! Awy + 3 hwi A wy = 2h"wh A w? + 2h WA

Usando ahora las simetrias en los indices de las 1-formas de la conexién,
(4.28) y (4.29), la pasada ecuacién se reescribe:

32 hw! A ws + 24ee' BPw? A w! = 20wt A w? — 22 W A wy,
y agrupando se tiene finalmente:
w' [(5e’e' ' )wy — (20" + 24e€'h?)w?] = 0

Como ws es paralelo a w? el término entre paréntesis debe ser igual a cero;
ademsds, (4.31) me provee de una forma explicita para representar wi como
multiplo de w!. Asi, el coeficiente de w' debe ser cero, lo que resulta en la
siguiente ecuacion:

3hh" = 5(h')?* — 36ee'h*.
Haciendo el cambio de variable 8 = (h/)? al igual que en el caso anterior, la
pasada ecuacién se reescribe como:

3h dB -

—— =50 — h*. 4.32
5 ah 58 — 36¢ee (4.32)
La ecuacién diferencial (4.32) es inhomogénea y su solucion es la suma de la

solucion homogénea y una solucién particular de la inhomogénea. Entonces:
B=Ch% — 36ee'h?, (4.33)

donde C' es una constante.

Al igual que en el caso anterior el objetivo serd dar otra expresion para
[ v obtener una expresién que dependa soélo de h.

De (4.30) se tiene que FEyh = 0. Entonces, usando (4.31):

Ayh = —€*(EqEyh — Vi, ELh)
= —'n" + Ewy (BN
12(h)?

_ _1h// A\
€ +e€ 37
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y asi:

2( h/)Z
3
En este caso, al conocer la representacion explicita del operador de forma, se

puede reescribir la ecuacién (4.10) como:

A(€) = —2egradh + {# + QOshQ] I3

hAyh = —e'hh" + €

(4.34)

y por (4.7):
A(E)) = —4eh®E, — 20 ¢ ; A(Ey) = 8ch?E).

Con esto se puede calcular la traza de A que, al ser un operador lineal de R,
es igual a una constante A. Entonces:

A
\ = —4eh? 4+ 8h? + TMh + 20eh?,

y:
hAnh = Ah? — 24eh®. (4.35)

Entonces, igualando (4.34) y (4.35) se obtiene, en términos de 5y su derivada
la siguiente ecuacion.

3hd

7£ = T2ee'h* — 3\e'h* + 23 (4.36)
Ahora, igualando las ecuaciones (4.32) y (4.36) se obtiene finalmente una
expresion para [ en términos de la curvatura media.

[ = 36eeh* — \e'h? (4.37)
Igualando ahora las diferentes expresiones para § en (4.33) y (4.37):
Chi — 72e€'h? = —A¢'. (4.38)

La ecuacién (4.38) presenta un polinomio en h tal que es igual a una cons-
tante, y la tinica forma que esta ecuacion sea cierta en U es si h es constante.
Esto es una contradiccion con la construccion del abierto U, implicando que
el U es el conjunto vacio y demostrando el teorema.

]

A continuacién enunciaré y demostraré el teorema principal de esta te-
sis. Cabe advertir que la demostraciéon de este teorema se basa, en parte, en
el articulo [12] el cual clasifica localmente todas las hipersuperficies isopa-
ramétricas de RY; asi que la clasificacion que se busca en este trabajo no se
hara de manera explicita en esta demostracién.
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Teorema 4.13. Sea ¢ : M — R} una inmersién isométrica. Entonces Ay ¢ =
A¢ + B siy sélo si una de las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. M tiene curvatura media nula globalmente.
2. M es localmente una de las siguientes superficies:

Ry x S*(r); H'(r) xR ; S{(r) x R; H*(r); Si(r).

Demostracién. Sea M una superficie de R} que cumple con la ecuacién (4.1),
entonces, por el Teorema 4.12 esta tiene curvatura media constante h. Asi,
si h = 0 el teorema queda demostrado y queda el caso en que h # 0.

Entonces, siendo la curvatura media distinta de cero las ecuaciones (4.7)
y (4.10) se reescriben como:

AX) = 2hS¢(X),
Al€) = elSel¢,

donde X es cualquier campo tangente y & un campo normal, ambos sobre
M.

Como A es un operador lineal de R? su traza es constante; entonces
usando las ecuaciones anteriores ésta se puede expresar como sigue.

trA = 2htrSe + | Se|?
= deh® + ¢|S|?

La tltima igualdad implica que |S¢|? es constante y por el Lema 4.6 se obtiene
que M es una superficie isoparamétrica de M.

Entonces, usando la clasificacion hecha en [12] y aplicdndola a nuestro
caso se obtiene que, si M es tipo espacio, M es localmente H*(r) o H(r) x
R; por otro lado si M es tipo tiempo, M es localmente S%(r), Si(r) x R,
R; x S'(r) o el B-scroll.

En la Seccién 4.3 se mostré que el B-scroll no cumple con la ecuacién (4.1),
lo cual concluye con la demostracién, ya que si M es localmente alguna de
las cuadraticas mencionadas en la Seccion 4.3 o una superficie con curvatura
media nula, ésta cumplird con la ecuacién (4.1).

[]

4.5. Resultados afines

En el Teorema 4.12 se utilizé el lenguaje de 1-formas y derivada exterior
para probar que las superficies que cumplen con la condicién (4.1) tienen
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curvatura media constante. Este lenguaje es independiente de la métrica ya
que se construye sin la necesidad de una, y hace pensar que la demostracion
de este teorema puede ser valida en R3. Para esto habria que ver en la
demostracion del Teorema 4.12 en dénde se usa la hipotesis de que el espacio
ambiente sea R? y ver si éste se puede cambiar por R? sin cambiar el resultado.

La respuesta es que si se puede cambiar y sélo habria que hacer un par
de modificaciones en la demostracién. La primera modificacién es que las
constantes €', €2 y e serfan todas iguales a uno; la segunda es que en el
caso Riemanniano el operador de forma tiene una tunica representacion y
es diagonal. Esto hace que la demostracion, cuando el espacio ambiente se
cambia por R3, sea menos complicada y por supuesto, valida.

La ecuacién (4.7) depende s6lo de la conexién, siendo esta vélida en R;
por otro lado, (4.10) también es vélida tomando en cuenta que en R? el
signo ¢ de la superficie siempre es igual a uno, y que el operador de forma
siempre tiene una representacion diagonal. Con esto se obtiene que |Se|? es
constante, implicando que la superficie debe ser isoparamétrica. Conociendo
las superficies isoparamétricas de R? el siguiente resultado se puede ver como
un corolario del Teorema 4.13.

Corolario 4.14. Sea ¢ : M — R?® una inmersién isométrica. Entonces
Ay = Ag + B siy sélo si M es localmente una superficie minima, S?(r) o
St(r) x R.

Las superficies que cumplen con la condicién (4.1) en R? también cumplen
con la condicién Ay H = AH y a su vez con la condicién Ay, H = AH, donde
) es una constante real. Pero json éstas todas las superficies de R? tales que
su vector de curvatura media cumple con la condicién Ay,H = AH? La
respuesta es no.

Teorema 4.15. Sea M una superficie de R?. Entonces su vector de curvatura
media cumple con la condicién Ay, H = AH siy sélo si se cumple una de los
siguientes enunciados:

1. Para todo p € M la curvatura media es igual a cero.
2. M es localmente un B-scroll.

3. M es localmente una de las siguientes superficies:

Ry x SY(r); H'(r) xR ; Si(r) x R ; H*(r); S%(r).

Como se puede ver en el articulo [6], la demostracion de este teorema
es similar a la de los Teoremas 4.12 y 4.13, usando también el lenguaje de
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1-formas y su derivada exterior. A diferencia del Teorema 4.13, en esta lista
se suma el B-scroll, el cual se puede ver en lo demostrado en la seccién 4.3
que cumple con dicha condicién.

Por tltimo, el Teorema 4.13 se puede generalizar a hipersuperficies en una
variedad semi-Riemanniana siempre y cuando la variedad ambiente sea com-
pleta, conexa ,y tenga curvatura constante. Sea N"*! la variedad ambiente
de dimensioén n+1 con indice v, y M} una hipersuperficie de N™1 con indice
1. Entonces el Teorema 4.13 es un caso particular del siguiente teorema.

Teorema 4.16. Sea ¢ : M} — N1 yna inmersién isométrica. Entonces,
Ay = A + B siy sélo si se cumple una de las siguientes afirmaciones:

1. M} es una hipersuperficie minima.
2. M} es una hipersuperficie totalmente umbilica.
3. M} es un producto semi-Riemanniano, que no es minimo.

4. M es una hipersuperficie cuadritica de la forma ¢(X) = (L(X), X),
donde L es un operador auto-adjunto de R”*? con polinomio minimo
pr(x) = 2% + at + b tal que a,b € R, con operador de forma no diago-
nalizable.

La demostracién de este teorema se puede consultar en [1], asi como la
lista de hipersuperficies que cumplen con la clasificacién.
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