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Resumen

En el presente trabajo se busca responder a la pregunta ;cudles son las superficies que
tienen curvaturas gaussiana K y media H constantes cero en el espacio de Minkowski?. Como
se vera en el resultado principal, la respuesta a esta ultima pregunta en el caso de Minkowski
es notablemente diferente a la del caso euclidiano. Es bien conocido que la respuesta a nuestra
pregunta en el caso euclidiano de R? son los planos, es decir, las tinicas superficies en R3 con
K = 0= H son los planos, sin embargo en el espacio de Minkowski no necesariamente. Existen
superficies en dicho espacio que tienen ambas curvaturas constantes cero pero no son planos,
tales superficies son una clase en particular de superficies regladas, desde luego los planos de
un cierto tipo llamados no degenerados tienen también amabas curvaturas constantes cero,
de modo que este trabajo abre una puerta para comparar la geometria del espacio euclidiano
con la del espacio de Minkowski. Asimismo aqui se presentan algunas técnicas para trabajar
geometria diferencial de superficies en R3.
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Introduccion

El tema principal que atane a este trabajo es una clase muy particular de superficies en
R? (lo que ello signifique) que estudiaremos desde el punto de vista geométrico utilizando las
herramientas del céalculo vectorial y el dlgebra lineal. Una manera intuitiva de describir a las
superficies se hace a través de su curvatura, podemos fijarnos en cada punto de una superfi-
cie y estudiar como se curva la superficie en las inmediaciones de tal punto, esto nos puede
dar una idea (al menos local) sobre la forma de la superficie. Para ello se tienen que definir
herramientas muy precisas que nos ayuden en tal trabajo, por ejemplo, podria suceder que se
estudie una superficie dada, posteriormente otra y obtengamos que ambas superficies se curvan
de la misma forma, entonces podemos preguntarnos si son la misma superficie, evidentemente
la respuesta es no, porque puede darse el caso en que las superficies tengan la misma forma
pero se encuentren en lugares diferentes en el espacio o quiza hasta con alguna rotacion, lo
cual hace que ya no sean la misma superficie. Entonces el problema ahora consiste en definir
aquellas cosas que caracterizan a las superficies, mismas que las hacen similares o diferentes,
este tipo de preguntas pueden ser bien respondidas desde el punto de vista de la “geometria
diferencial”.

Al igual que en muchas dreas de las matematicas se pueden presentar conceptos y/o herramien-
tas en diferentes espacios, por ejemplo, podemos hablar de conjuntos abiertos en R™ o hablar
también de conjuntos abiertos en espacios topolégicos, igualmente se puede hablar de vectores
en R™ o de una matriz como vector, de la misma manera que podemos considerar superficies
inmersas en el espacio euclidiano R3, o tomarlas en otros espacios con propiedades distintas a
las bien conocidas en R3. Las superficies que estudiaremos aqui las consideraremos inmersas en
el espacio de Minkowski de dimensién tres y que denotaremos por R3.

El pensar en superficies en general resulta un campo amplio de trabajo, que si bien ya ha sido
muy estudiado desde el siglo XVIII, atin se pueden presentar resultados nuevos si se piensa en
superficies que satisfacen algunas propiedades muy particulares, es por ello que consideramos
en el presente texto a un tipo especial de superficies, a saber aquellas con curvaturas media y
gaussiana constantes cero.

Como se definird en su momento la geometria de R? permite clasificar algunos objetos geométri-
cos como los vectores, las rectas, mas en general las curvas, los planos, etc. En particular, las
superficies se pueden clasificar de acuerdo a las propiedades de su producto escalar definido
en dicho objeto, esta propiedad que posteriormente se definird con precision las clasifica como
superficies degeneradas v no degeneradas. Las superficies en las que aqui nos centramos aparte
de tener las condiciones antes mencionadas sobre las curvaturas media y gaussiana seran no
degeneradas, desde luego que se puede presentar el estudio de las superficies degeneradas pero
ese no es el objetivo de este trabajo.

Quiza el lector haya leido antes acerca de las superficies con curvaturas media y gaussiana,
al menos en el caso euclidiano, un estudio muy amigable y esquemaético sobre superficies es
presentado en [6] en el que se trata el caso euclidiano, ahi el lector podré convencerse de que en
el caso euclidiano las superficies con curvaturas media y gaussiana constantes cero son sélo los
planos, asf pues el punto principal que se quiere exhibir en este trabajo es que en el caso de R3
la respuesta es que si, efectivamente los planos tienen ambas curvaturas constantes cero, pero
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ademads existen otro tipo de superficies que cumplen con dicha condicién y que no son planos,
como se ha mencionado antes un cierto tipo de superficies llamadas superficies regladas con
alguna condicion extra.

En la literatura es muy comun encontrar comparaciones y diferenciar objetos, mismas que nos
permiten identificar de buena manera las cosas, y las mateméaticas no son la excepcién, existen
muchas comparaciones de todos los tipos: las relaciones de orden, las relaciones de equivalencia,
la comparacién de topologias, por citar algunas. Visto de esta forma el presente trabajo muestra
una manera de comparar una de las tantas diferencias que existen entre R y R3, espacios que
en muchos aspectos son muy parecidos y en otros diferentes, es en este sentido en el que nuestro
trabajo puede ser considerado como un aporte al estudio de la geometria.

Quisiera ademas mencionar un texto que fue de mucha ayuda para la realizacion de este tra-
bajo [7], el cual es una muy buena referencia para introducir al estudio de superficies en el
espacio de Minkowski de dimensién 3, puesto que abarca superficies con otras caracteristicas y
no solo se enfoca en las curvaturas gaussiana y media, el lector puede encontrar mas ejemplos
y herramientas en dicha referencia que le sirvan como una buena guia sobre este tema. Otra
referencia importante es [4], en ella se pueden encontrar algunas interpretaciones fisicas de los
conceptos aqui presentados y sus aplicaciones en el marco de la teoria especial de la relatividad.
El texto esta escrito de manera que en el primer capitulo se exponen las definiciones basicas
que constituyen el espacio de Minkowski de dimensién tres, ademds se hace un esfuerzo por
ver como es la geometria de tal espacio haciendo contraste con la geometria euclidiana. En la
seccion de algebra lineal se encuentran algunas proposiciones que serdn de suma importancia
para probar los resultados principales, ahi la proposiciéon de mayor importancia muestra las
tres posibilidades que puede tener la representacién matricial de una transformacion lineal que
va de un plano temporal en si mismo (vedse Teorema 1.4.17). Como sabemos en el caso eu-
clidiano, es decir, un plano con producto interno (que en este marco de estudio es llamado un
plano espacial), la representacién matricial de una transformacién lineal en un plano espacial
siempre se puede diagonalizar, lo que nos permitira clasificar las posibilidades de la matriz de
representacion del operador de forma, mismo que se introduce en el capitulo dos.

En este capitulo se presentan las definiciones de la aplicacion de Gauss, el operador de forma
y las curvaturas gaussiana y media para el caso del espacio de Minkowski de dimension tres,
asi como las técnicas para calcular dichas curvaturas. Ademads se introducen varios ejemplos
que sirven de ayuda para ilustrar el tipo de superficies de las que se va a hablar y que de igual
manera son utiles para el tipo de razonamiento a seguir, en esta seccién de técnicas de cédlculo
y ejemplos se muestra una parte del problema principal, pues en el Ejemplo 2.3.4 se calculan
las curvaturas de la superficie que ahi se presenta y que posteriormente en el capitulo cuatro
se muestra que son solo este tipo de superficies y los planos los que poseen ambas curvaturas
constantes cero.

Al final del capitulo se muestran varios resultados que resuelven una parte del problema, para
una superficie espacial el operador de forma es siempre diagonalizable (vedse Teorema 2.4.3),
lo cual puede ser visto como el caso euclidiano del problema principal, se muestra también que
una superficie con operador de forma constante cero tiene que ser un plano. Con este ultimo
resultado, se demuestra que en el caso espacial y el caso temporal con operador de forma diago-
nalizable con ambas curvaturas gaussiana y media constantes cero, la superficie tiene que ser un
plano. En dicho capitulo también se muestra el resultado reciproco, es decir que un plano tiene
operador de forma constante cero y por lo tanto tiene curvaturas gaussiana y media constantes
cero.

El capitulo tres presenta herramientas mas sofisticadas que son de utilidad en la prueba del teo-
rema principal, también se aprovechan dichas herramientas para definir las superficies umbilicas
y mostrar cuales son todas estas, para asi enfatizar un caso particular en que la superficie es
temporal y el operador de forma tiene dos vectores propios nulos, en tal caso lo que se concluye
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es que la superficie o es parte de un plano temporal o de una superficie de De Sitter (vedse el
Corolario 3.5.4). Entre las definiciones importantes presentadas en este capitulo se encuentran
la de conexion del espacio de Minkowski, misma que ha de servir para definir la conexion in-
ducida y la segunda forma fundamental de una superficie, dichos conceptos haran ver que las
superficies con curvaturas gaussiana y media son superficies regladas, lo cual se utiliza en el
capitulo cuatro.

El capitulo cuatro tiene como parte principal hablar sobre las superficies regladas con ciertas
condiciones adicionales tal como se les consider6 en el Ejemplo 2.3.4. En la Proposicion 4.1.1,
se obtienen de manera general y explicita los valores de las curvaturas gaussiana y media pa-
ra una superficie reglada con ciertas condiciones sobre sus curvas que le generan, de manera
inmediata se observa la condicion especial para que ambas curvaturas sean constantes cero,
posteriormente se procede al calculo del operador de forma de las superficies regladas con tales
condiciones.

El resultado principal es el Teorema 4.2.4:

Sea M C R? una superficies tipo tiempo con H =0 = K, entonces o M es parte de un plano
o bien se puede parametrizar como p(s,t) = y(s) + tTy, donde (v',7') =0 = (Ty, Ty) y Ty es
un vector constante nulo.

Dicho en palabras, muestra que las condiciones de curvatura gaussiana y media constantes
cero conducen a que localmente la superficie es parte de un plano o bien, parte del tipo especial
de superficies regladas como las que se presentan al inicio del capitulo.

Para mostrar tal afirmacion primero se toma el caso en el que operador de forma es diagonali-
zable y junto con las condiciones impuestas sobre las curvaturas conduce a que el operador de
forma es constante cero y como se comenté anteriormente esto lleva a que la superficie es parte
de un plano; para el segundo caso se aplican las hipdtesis sobre las curvaturas y se hace notar
que el operador de forma tiene una direccion principal nula con valor propio asociado cero,
posteriormente se muestra que la segunda forma fundamental de dicha direccién principal es
cero, asi por propiedades que se presentan en el capitulo tres, la conexién del espacio de dicha
direccién coincide con la conexién inducida, a su vez forma un conjunto linealmente dependien-
te con la direccién principal nula, propiedad que escrita en términos de la curva integral de
la direccion principal nula nos dice que tal curva es una recta nula, de ahi se concluye que la
superficie es localmente una superficie reglada y reparametrizando se obtiene parametrizacion
final que concluye el teorema, asi mismo se presentan varios ejemplos explicitos con sus corres-
pondientes graficas.

En el capitulo cuatro también se muestra otro teorema (Teorema 4.2.8), el cual establece de
qué forma son las superficies temporales con curvatura media constante cero, también llamadas
superficies minimas:

Sea M C R? una superficie temporal. La superficie es minima (H = 0) si y sdlo si localmente
se puede parametrizar como ¢(t,s) = a(t) + B(s) con (/(t),a/(t)) = 0= (5'(s), 5 (s)),
a:(a,b) CR =R}, f:(c.d) CR—=RY y (o(t),5(s)) # 0.

Para probar la suficiencia basta con tomar la parametrizacion y aplicar las técnicas expues-

tas en el capitulo dos para calcular sus curvaturas gaussiana y media. Mientras que dada la
hipotesis de la curvatura media constante cero se usa el Lema 4.2.7 para obtener en principio
una parametrizacion, posteriormente la demostracion se centra en obtener el valor de la deri-
vada parcial mixta de la parametrizacion finalmente mediante integracién, una vez terminada
la demostracién se presenta un ejemplo explicito y una grafica de este.
De esta manera el lector puede seguir el texto ayudado de varios ejemplos tanto para realizar
calculos como para visualizar de manera satisfactoria las superficies, ademas la estructura del
texto pretende ser autocontenida y en caso de que el lector requiera mas detalles o profundizar
mas al final, se incluyen en la bibliografia los libros y documentos base de este trabajo.
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Capitulo 1

El espacio de Minkowski de dimensién
tres

1.1. La métrica de Lorentz

El espacio de Minkowski n — dimensional rigurosamente hablando no es més que considerar
el espacio vectorial R" usual, es decir, elementos de la forma (z1,...,2z,) donde x; € R para
i=1,...,n, tomar las suma de elementos usual, es decir, sean u = (uy, ..., u,) y v = (V1, ..., ),
entonces u + v = (uy + vy, ..., u, + v,) y multiplicaciéon por escalar usual, sea A € R, entonces
A = (Auy, ..., Auy,), lo cual define un espacio vectorial, adicionalmente considerar el producto
(-,-)r, de elementos de la manera siguiente

(U, v) = UgV] + ... + Up_1Vp—1 — UpUy,

a dicho producto se le conoce como métrica de Lorentz. A tal espacio vectorial con el producto
antes mencionado se le llama Espacio de Minkowski de dimension n y se denota por RY.

Como el titulo lo menciona el espacio en el cual se centrard la investigacion sera el caso de
dimensién 3, es decir en R3.

Definicién 1.1.1 (Producto escalar) Sea V' un espacio vectorial sobre R ;si (,) : VxV — R
es una forma bilineal ((cu + v,w) = a(u,w) + (v,w)), es simétrico ((u,v) = (v,u)) para
cualesquiera u,v,w € V y A € R y ademds es no degenerado (sea v € R} tal que (u,w) = 0
para todo w € R3, entonces v = 0), se dice que {, ) es un producto escalar sobre V. (vedse, [5, pag
47])

Observacién 1.1.2 (La métrica de Lorentz es un producto escalar) Veremos a conti-
nuacién que la métrica de Lorentz es un producto escalar. Sean u = (uq, ug, ug), v = (v1, v, v3)
v w = (wy, wy, ws) elementos de R} y o € R

» (Bilinealidad) (au+v, w) = (ouy +v1)wr + (aug +ve)ws — (aug +vs)ws = cugwy +viwy +
QUWy + VoWwy — Quzws — 3wz = a{u, w) + (v, w).

» (Simétrico) (u,v) = uvy + ugvy — ugvs = ViU + Vaus — vsuz = (v, u).

= (No degenerado) sea v € R? tal que (v, w) = 0 para todo w € R}, (v, w) = vyw; + vowy —
vsws = 0 para todo wy, wy, w3 € R, entonces vy = vy = v3 = 0 y por tanto v = 0.

Por lo tanto (-, ) es un producto escalar.
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Definicién 1.1.3 La “norma” inducida por el producto de Lorentz se calcula de la siguiente

forma. [[ul] = /[, ).

Notese el énfasis que se hizo en la palabra norma puesto que la norma que induce el producto
de Lorentz no es una norma como tal ya que no satisface el postulado de positivo definido, asi
que el llamarlo norma es un abuso de lenguaje pero a partir de ahora en adelante se le seguira
llamando norma, puesto que en la practica asf se le llama, teniendo en claro lo que esto significa.

En particular un producto escalar puede cumplir que (-,-) > 0(< 0) para todo u,v # 0
elementos de R}, en tal caso decimos que el producto es positivo (negativo) definido y dicho
producto se le llama producto interno.

Noétese que la métrica de Lorentz no es un producto interno dado que el vector e; = (1,0,0) es
tal que (e, e;) = 1 mientras que ez = (0,0,1) es tal que (e, e3) = —1.

Definicién 1.1.4 Dados u,v € R3, se dice que son ortogonales si (u,v) = 0.

El conjunto de los vectores ortogonales a si mismos se le conoce como cono de luz de R3
que denotaremos por C. Cualquier elemento u = (u1, us,u3) € C' cumple la siguiente ecuacién
u? +ud —ui=0.

Figura 1.1: Cono de luz

Un concepto muy Titil es el de producto cruz, el cual dados u, v € R? nos da un vector u x v
que es ortogonal a ambos, si u = (uy, ug, uz) y v = (v1, v, v3), entonces

i —k
uXv=_|u uy uz |=(ugvz — Voug, ViU — UIV3, V1Uy — UIV3)
V1 Uy Vs

A dicho producto se le conoce como producto cruz lorentziano.



1.2. CARACTER CAUSAL 3

1.2. Caracter causal

Una cierta clasificacion es importante cuando se tratan temas dentro de la “geometria de
Lorentz”, esta clasificacion se le conoce como caracter causal y sirve para clasificar vectores,
curvas, superficies y subespacios vectoriales, y se dice que tal vector, curva, superficie , etc,
tiene un caracter causal, el cual puede ser de tipo espacio, tipo tiempo o tipo luz, también se
les llama espacial, temporal o nulo.

Definicién 1.2.1 Sea u € R? un vector. Decimos que u tiene caracter causal tipo:
= espacio si (u,u) > 0,
» tiempo si (u,u) < 0 o bien,

w luz si (u,u) = 0.

Figura 1.2: Caracter causal de vectores

Definicién 1.2.2 Sea u € R?, decimos que v € R? es ortogonal a u si (u,v) = 0.

Ademéds dado cualquier vector u € R} tal que u = (z,y,2) un vector ortogonal a u estd dado

por

:(\/xQ-i-y?’ \/x2—|—y2

(1, 0) = ——(a® + %) — 2v/2® § y2 =0,
2+ y?

(v,v) = —a? -y 4= —(u, u),

pues

y por otro lado
es decir, el carcater causal de v depende directamente del caracter causal de u. Dicho de otro
modo tenemos lo siguiente:

= espacial, si v es temporal,

= temporal, si v es espacial,
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= nulo, si v es nulo.
Ejemplo 1.2.3 El vector u = (2,0, 1) es tipo espacio pues (u,u) =22+ 0> — 12 =3 > 0.
Ejemplo 1.2.4 El vector v = (1,0,2) es tipo tiempo pues (v,v) = 12 +0? — 22 = -3 < (.
Ejemplo 1.2.5 El vector w = (1,0, 1) es tipo luz pues (w,w) =12 +0? — 12 =0

Similarmente podemos definir el caracter causal de curvas, sea a : I C R — R?: decimos
que la curva a(s) tiene caracter causal espacial, temporal o nulo si o/(s) tiene caracter causal
espacial, temporal o nulo respectivamente para todo s € I, en otras palabras:

Definicién 1.2.6 Caracter causal de curvas en R} Sea v: 1 C R — R}, llamamos a v(s)
curva en R} y decimos que tiene caracter casual

» espacial, si (7/(s),7'(s)) > 0 para todo s € I,
» temporal, si (7/(s),7'(s)) <0 para todo s € I,
= nulo, si (7/(s),7/(s)) = 0 para todo s € 1.

Ejemplo 1.2.7 La curva 7 : R — R} definida como «(s) = (sens,coss,0) es tipo espacio,
pues 7/(s) = (cos s, —sen s, 0) y (v (s),7(s)) = cos® s +sen? s — 0> = 1 > ( para todo sR.

Ejemplo 1.2.8 La curva 8 : R — R? definida como 3(s) = (cosh s, 0,senh s) es tipo tiempo,
pues 3'(s) = (senh s, 0,coshs) y (' (s), '(s)) = senh® s 4 0% — cosh® s = —(cosh® s — senh® s) =
—1 < 0 para todo s € R.

Ejemplo 1.2.9 Y por dltimo la curva a : R — R$ definida como a(s) = (sen s, cos s, s) es tipo
luz, pues o/(s) = (cos s, —sen s, 1) y (o/(s),a'(s)) = cos? s + sen? s — 12 = 0 para todo s € R.

Presentamos ahora un resultado sobre curvas nulas que en su momento sera utilizado.

Proposicién 1.2.10 Sea v : I C R — R? una curva nula tal que 7”(s) = A(s)7/(s) para todo
s € I, entonces v es parte de una recta nula.

Demostracién Escribase v(s) = (x(s),y(s), z(s)), entonces
7(5) = (2'(5),5/(5), 2(5)) y 7" () = («"(s),4"(5), 2"(5)), dado que (7',7') =0

entonces (7',7"”) = 0, ademds por hipdtesis se tiene que z”(s) = A(s)2'(s), y"(s) = A(s)y'(s) ¥
2"(s) = A\(s)2'(s), que también podemos reescribir como

In(z'(s))" = = \(s), In(y/ () = L 20 = A(s) v In(2/(5)) = = Als),

con lo cual 2'(s) = aef©®), y/(s) = bel® y 2/(s) = cef®), con a,b,c € R constantes tales que
a?+b*—c2 =0y f(s) = A(s), que escrito de otra forma nos queda que 7'(s) = /)Ty, donde
Ty = (a,b, c), i.e., Ty es un vector constante nulo, integrando tenemos pues que y(s) = h(s)To+v
con h'(s) = e/() y v un vector fijo, es decir, ¥ es una recta tipo luz. 0]

Ahora como hemos visto ya (-,-) : R? x R? — R, es decir el producto escalar estd definido
en todo R?, pero si restringimos (-,-) : V x V — R, donde V es un subespacio vectorial, a la
cual llamamos métrica inducida en V o MI podemos definir el caracter causal de un subespacio
vectorial V.
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Definicién 1.2.11 Sean V un subespacio vectorial de R? y () : V x V — R, decimos que
V C R? tiene caracter causal :

= espacial si la métrica inducida es no degenerada positiva definida, es decir, la métrica
restringida a V' es un producto interno,

= temporal si considerando la métrica restringida es no degenerada y tenemos que
mazx{dimW : W es un subespacio vectorial de V' y MI es negativa definida} = 1,

decimos que la métrica restringida es lorentziana,

= nulo si la métrica inducida es degenerada.

Nétese que la MI puede ser degenerada, por ejemplo, considérese £ = {v € R} : v = A\(1,0, 1) para
algin A € R}, es decir ¢ es la recta generada por w = (1,0,1), donde (w,w) = 0, con
lo cual w tiene caracter causal nulo, tomemos u € ¢, entonces u = aw de manera que
(u,u) = o*(w,w) = 0y claramente u # 0 si a # 0, por lo tanto MI es degenerada.

Definicién 1.2.12 Un subespacio vectorial cuya métrica inducida es no degenerada, se dice
subespacio no degenerado.

Por lo tanto si un subespacio V' es no degenerado entonces o es espacial, o bien es temporal.

Se puede visualizar también de una manera muy geométrica el caracter causal de planos en
R? que pasan por el origen tal como se presenta en el siguiente lema.
1

Proposiciéon 1.2.13 Sea P un plano que pasa por el origen. El plano es:
= espacial si y sélo si no interseca el cono de luz.
= temporal si y sélo si interseca al cono de luz pero no es tangente a este.

= nulo si y sélo si es tangente al cono de luz, i,e., el plano y el cono de luz sélo se intersecan
a lo largo de una recta nula.

Demostracién Para el primer inciso supongamos que P es un plano espacial, esto es (por
definicién), la métrica inducida es positiva definida, asi pues todos los vectores de la superficie
son espaciales, es decir, el plano no interseca al cono de luz, pues este solo consta de vectores
nulos y en el interior los vectores son temporales.

Ahora si V' es temporal se tiene que max{dimU : (-,-) |y es negativa definida} = 1, es decir,
existe un vector v temporal que pertenece al plano P y dado que los vectores temporales estan
acotados por el cono de luz se sigue que P interseca al cono de luz, y esto no puede ser tangente
al cono de luz pues un plano tangente al cono de luz no contiene vectores temporales.

Por ultimo si P es un plano nulo, entonces la MI es degenerada, esto es, que exista una direccién
v nula que vive en el plano P y que ademas es ortogonal al dicho plano, en particular es ortogonal
a si mismo ({v,v) = 0), asi P es tangente al cono de luz a lo largo de la recta generada por
V. Si este no fuese el caso, se tendria que existe un vector temporal en P para el cual la recta
generada por ese vector tendria MI negativa definida, es decir, P seria un plano temporal, lo
cual es una contradiccién con el hecho de que P es nulo. Por lo tanto P es tangente al cono de
luz a lo largo de una recta nula. 0
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Figura 1.3: Plano espacial generado por u = (1,0,0) y v = (0,2, 1).

Ejemplo 1.2.14 El plano generado por los vectores u = (1,0,0) y v = (0,2, 1) es tipo espacio
como se puede ver geométricamente, su ecuacién esta dada por 2z —y = 0.

Ejemplo 1.2.15 El plano generado por los vectores u = (0,1,2) y v = (1, 1,2) es tipo espacio
que de igual forma puede comprobarse observado su grafica que es transversal al cono de luz,
su ecuacién esta dada por 2y — z = 0.

Figura 1.4: Plano temporal generado por v = (0,1,2) y v = (1, 1, 2).

Ejemplo 1.2.16 Por ultimo el plano generado por los vectores ortogonales al vector u =
(1,0,1) es tipo luz ya que es tangente al cono de luz a lo largo de la recta generada por el
vector u, su ecuacion esta dada por x — z = 0.
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Figura 1.5: Plano nulo generado por los vectores ortogonales a u = (1,0, 1).

1.3. Espacio de Minkowski de dimensién dos

Sea A= {ueR?: |lul| =1} en (R?, (,)g) donde (,)x denota el producto interno euclidiano,
entonces un vector u = (x,y) € A es tal que ||ul]| = /22 + y? = 1, por lo tanto A representa el
circulo unitario como se muestra en la siguiente figura.

Dado que el espacio en el que se esta trabajando es el espacio euclidiano recordemos que en

A

Figura 1.6: Conjunto A en el plano euclidiano con el producto (,)g

este espacio un conjunto B es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.
Pero si A estd en R?, es decir, tenemos el espacio vectorial R? con las operaciones de suma y
multiplicacién por escalar usuales y el producto de dos vectores u = (z1,91),v = (T2, y2) € R?
es (u,v);, = x1T3 — Y12, entonces la norma que induce este producto es la ||ul| = v/|z% — y?,
con lo cual un vector u = (z1,y;) vive en A si cumple que |ju|| = /|23 —y}| = 1 si y sblo si
2?2 — y? = £1 que es un conjunto de 4 hipérbolas como se muestra a continuacién
Recordemos que si B es un conjunto compacto, entonces B es cerrado y acotado, aplicando
la contrapositiva de esta implicacién tenemos que si un conjunto B no es cerrado o no es
acotado, entonces B no es compacto, obsérvese que en este caso A no es acotado (con la
métrica euclidana) y por tanto A no es compacto.

En la préactica la mayoria de las personas estan familiarizadas con las caracteristicas intrinse-
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N/
/TN

Figura 1.7: Conjunto A en R? con el producto escalar (u,v),

cas de la geometria del espacio euclidiano, entre dichas caracteristicas esté el visualizar dos
vectores ortogonales como los vectores cuyo angulo que se forma entre ellos es de exactamente
90°, pero en la geometria de Lorentz dos vectores ortogonales no necesariamente forman un
angulo de 90° como veremos a continuacion:

Considérese el plano R? como espacio vectorial, pero tomemos el producto escalar de Lorentz,
esto es, para dos vectores u,v € R? tales que u = (uy,us) y v = (v1,v) el producto escalar
entre ellos se calcula como (u, v) = ujv; — ugve, es decir considérese el espacio de Minkowski de
dimensién 2, R?. En dicho espacio el cono de luz es el conjunto C' = {u : R? : uf —u3 = 0}\ {0}.

Y

Figura 1.8: Cono de luz en R}

En el momento en el que se definié el cono de luz se hizo la observacion de que el cono de luz
podia ser visto como el lugar geométrico de los vectores nulos, de igual manera podemos dar una
imagen geométrica sobre el lugar dénde se encuentran los vectores espaciales y temporales. Los
vectores temporales se ubican por dentro del cono de luz mientras que los vectores espaciales
se encuentran por fuera tal como se presenta en la siguiente imagen.

Consideremos un vector v € R? tipo espacio, en geometria euclidiana dado un vector existe
una circunferencia de un cierto radio que contiene a dicho vector, de manera similar existe una
hipérbola con ecuacién % — 3% = a que contiene a v, de tal suerte que podemos ver que v se
puede escribir como v = (a cosh ¢, asenh ¢), claramente (v,v) = a, un vector w ortogonal a v
se puede escribir como w = (asenh ¢, a cosh ¢), es facil ver que (v,w) =0y que (w,w) = —a,
con lo cual existe otra hipérbola cuya ecuacién es 22 —y? = —a que contiene a w, de manera que
podemos ver a un vector ortogonal a v como el vector geométricamente reflejado con respecto
al cono de luz.
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Vectores tipo 4 ¥

tiempo

Vectores tipo
espacio

W

Figura 1.9: Lugar geométrico de los vectores espaciales y temporales

asinhy

#

acoshyp

I
vasinhy
i

acoshy

Figura 1.10: Un vector ortogonal a v es geométricamente el reflejado con respecto al cono de
luz.

Ahora en base a esta representacién geométrica sobre la ortogonalidad de vectores podemos
conocer el caracter causal de un vector ortogonal a otro conociendo el caracter causal de solo
uno de ellos, Sea v € R? y w € R? un vector ortogonal a v, entonces w tiene caracter causal

= espacial, si v es temporal,
= temporal, si v es espacial,

= nulo, si v es nulo.

1.4. Algebra lineal de R3

En esta seccién se tratard de mostrar algunas propiedades de los subespacios vectoria-
les de R?, bases ortogonales, combinaciones lineales, entre otras. Comenzaremos considerando
la base canénica {ej,eq,e3}, donde e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) y e3 = (0,0,1), nétese que
€1 = (e1,e1) = (eg,e9) = €5 = 1y (e3,e3) = €3 = —1, por lo que e; y ey son espaciales y e3 es
temporal, ademéds (e;,e;) = 0 para 4,7 = 1,2,3 y ¢ # j, a la cual se le conoce también como
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base ortonormal.

Definicién 1.4.1 (Bases ortonormales) Si tenemos una base {vy,vs,v3} de R3 tal que
(vi,v;) = €0;5, donde € = (v;,v;), 6;; =011 # jy d;; =1sii=j, donde ¢, = £1. A tal base
también se le llamara base ortonormal.

Sin embargo habra otro tipo de bases que nos seran de mucha ayuda a lo largo del presente
trabajo conocidas como bases pseudo-ortonormales.

Definicién 1.4.2 Sea {v;,vs,v3} una base de R? tales que ¢ = €3 =0, ¢; = 1y (vg,v3) = 1,
a tal base se le llama base pseudo-ortonormal. En particular, para un subespacio vectorial
V C R? de dimensién dos, una base pseudo-ortonormal de V' es una base {v,w} de V tal que
(v,v) = (w,w) =0y (v,w) = 1.

Definicién 1.4.3 Sea V C R? un subespacio vectorial, y sea V4 = {u € R? : (u,v) = OVv €
V}, a V4 le llamaremos complemento ortogonal de V.

Para comenzar serd ttil hacer ver que V+ es un subespacio vectorial pues si v,v € V+,
a € Ry w un elemento cualquiera de V', entonces (au + v,w) = a(u, w) + (v,w) = 0, ya que
u,v € V+, de manera que au +v € V*, lo que demuestra que V+ es un subespacio vectorial.
Los siguientes dos teoremas nos muestran algunas relaciones que existen entre V' y V+

Proposicién 1.4.4 Sea V' C R? un subespacio vectorial de R?, entonces
s dimR3 = dimV + dimV+
» (VHE=V

Demostracién Sea V' C R} un subespacio vectorial, si V = R3, entonces V+ = 0, ya que la
métrica de Lorentz es un producto escalar, en particular es no degenerado, es decir, el tnico
vector que es ortogonal a todo el espacio R? es v = 0 y por lo tanto dimR3 = dimR3 + 0 =
dimV + dimV+.

Supongamos que dimV = n, donde n = 1 o bien n = 2, sean {v;,v,} una base de V y
definase una transformacion lineal de la siguiente manera, sea T : R? — R", dada por Tv =
({(v,v1), (v,v,)) y ahora obsérvese que el niicleo de T es precisamente V*, ya que {vy,v,} es
base de V, nétese también que dimV = dimT(R?) nuevamente por el hecho de que {vy, v,} es
base de V' y por el teorema del rango de algebra lineal sabemos que

dimR? = dimN(T) + dimR(T) = dimV =+ + dimV,
ahora aplicando este resultado tenemos que
dimR} = dimV* + dim(VE)*t = dimV + dimV+,

por lo tanto dim(V+)+ = dimV.

Por 1ltimo sea v € V, entonces v es ortogonal a todos los elementos de V+, por lo tanto
ve (VHL ast V . (V)L y dado que dim (VL) = dimV, concluimos pues que V = (V+)+.
O

Proposicién 1.4.5 Sea V' C R? un subespacio no degenerado, entonces se cumple que R? =
V @& V1 ala cual llamamos suma ortogonal y V- también es no degenerado.
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Demostracién Por la proposicién anterior tenemos que dimR3? = dimV + dimV+, por lo
que si probamos V NV+ = {0}, concluimos R = V @ VL. Sea v € VNV, por lo tanto v
es ortogonal a todos los elementos de V', pero al mismo tiempo v € V y dado que V es no
degenerado por hipétesis se concluye que v = 0. Claramente 0 € V N V+ = {0}, pues tanto V
como V* son subespacios vectoriales. Por lo tanto R? =V ¢ V+.

Ahora témese w € V* tal que (w,v) = 0 para todo v € V*, como w es ortogonal a V pues
w € V4 y también es ortogonal a V4 por la elecciéon de w, entonces w es ortogonal a R? ya
que R3 =V @& VL, pero la métrica de Lorentz es no degenerada por lo tanto w = 0 y por tanto
VL es no degenerado. O

La siguiente proposicion nos ayudard a visualizar la geometria de los vectores nulos.

Proposicién 1.4.6 Sean u,v € R? vectores nulos, entonces {u,v} es un conjunto linealmente
dependiente si y sélo si (u,v) = 0.

Demostracién Supongamos que {u, v} es un conjunto linealmente dependiente, es decir, u =
Av para algun A € R, entonces (u,v) = (Av,v) = A(v,v) = 0, pues v es un vector nulo.
Supongamos que u = (a,b,c), v = (z,y,2) y (u,v) = ax + by — cz = 0, por hipétesis (u,u) =
A+ —c=0y (v,v) =2>+y*— 22 =0, asi

?2% = (a® 4+ V) (2* + y°) = a®2® + a®y* + b*2® + by,

por otro lado ¢?2? = (az + by)? = a®2* + 2axby + b*y?, igualando las tltimas dos ecuaciones
obtenemos 2axby = a*y*+ b*z?, con lo cual (ay — bx)? = 0, con lo cual ay + bx = 0, despejando
llegamos a que ¢ = g = ) para algin A € R, o equivalentemente a = A\x y b = Ay, sustituyendo
en la ecuacién del producto de u con v tenemos cz = Az? + A\y? = (2% +y?) = \2?%, de manera
que ¢ = A\z. Por lo tanto u = \v. [l

Observacién 1.4.7 La proposicién anterior es equivalente a que dos vectores nulos u,v € R?
son linealmente independientes si y sélo si (u,v) # 0.

Teorema 1.4.8 Todo espacio vectorial V' # 0 no degenerado con producto escalar tiene una
base ortonormal.

Demostracién Sea (-,-) : V xV — R el producto escalar sobre V. Supongamos que (v,v) =0
para todo v € V, dado que la métrica es no degenerada por ser un producto escalar se concluye
que V' =0, lo cual es una contradiccién, por lo tanto existe un vector v € V' tal que (v,v) # 0.
Témese v/||v||, supéngase por induccién que existen {es,...,e,_1} base ortonormal de V. Por
lo que tenemos que probar que existe un vector unitario que es ortogonal a span{ey, ..., e, 1}.
Sea w = aje; + ... + ap_1€,-1 ¥ A = a;; donde a;; = 0si i # jy a;; = (e, e5) sii=j,de
manera que la matriz A es invertible puesto que {ey, ..., e,_1} base ortonormal, por lo tanto si
Y;¥a5a:; = 0siy solosiaj = 0, pues las columnas de A son linealmente independientes por ser
A invertibles con lo cual w = 0 y por tanto el producto escalar inducido en span{es, ...,e,_1} es
no degenerado, de manera que span{ey, ..., e,_1 }* también lo es por la proposicién 1.4.5, lo cual
nos permite tomar un vector e, € span{ei, ..., e,_1 }+ unitario que es ortogonal a {e1, ..., €,_1}, ¥
nuevamente como consecuencia de la proposicion 1.4.5 {ey, ..., e,_1,e,} es una base ortonormal

de V. O

Lema 1.4.9 Sea {ey,...,e,} una base ortonormal de un subespacio vectorial V' con producto
escalar y €; = (e;, e;), entonces para cualquier elemento v € V' se puede experesar como

n
v = Z (v, e;)e;.
i=1
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Demostracion Para demostrar el resultado basta con probar que

n

(v — Z € (v, e;)e;, e;) =0

i=1
para todo e; con j = 1,...,n, pues (-, ) es no degenerado, esto implica que v— """ €;(v,e;)e; = 0,
lo cual demuestra el resultado. Pero

n n

(v — Z €i(v,e)e;, e;) = (v, e;) — (Z (v, e;)e;, e;)

i=1 i=1

n

= <'U, €j> — Z€i<vaei>6ij = <U, €j> — €j<?],€j>€j = O

=1

para todo 7 =1,...,n. 0

De manera muy similar podemos expresar cualquier vector v € V de una manera muy
especial para una base pseudo-ortonormal, donde V' es un plano tipo tiempo.

Proposicion 1.4.10 Sea V' C R? un plano tipo tiempo y {v,w} base pseudo-ortonormal,
entonces cualquier vector u € V' se puede expresar como

u = (u,w)v + (u, v)w.

Demostracién Sea {v,w} base pseudo-ortonormal y u € V', Nétese que si para cualesquiera
uy,uz € V tenemos que (uy,v) = (ug,v) y (u,w) = (ug,w), es decir u; y us son tales que
coinciden los sus productos con los elementos de la base entonces (u; —ug, v) = 0 = (u; —ug, w),
entonces u; — uy es ortogonal a todo elemento u € V' pues {v,w} es base de V' y dado que el
producto es no degenerado se sigue que u; — us = 0, es decir, u; = us.

Por lo tanto basta probar que (u,v) = ((u, w)v + (u,v)w,v) y (u, w) = ({u, w)v + (u, vV)w,w),
pero

((u, w)yv + (u, v)w,v) = (u,v){w,v) = (u,v).

Similarmente,
((u, w)v + (u, vV)w, w) = (u, w)(v,w) = (u,w),

donde se ha usado que (v,v) = (w,w) =0y (v,w) = 1.
Por lo tanto
u = (u,w)v + (u, v)w.

O

Teorema 1.4.11 Sean V' y W espacios vectoriales sobre R y T : V' — W lineal e invertible,
entonces 7! : W — V también es lineal.

Demostraciéon Sean x,y € V y o € R, entonces
T~ oz +y) =T (T (T (x)) + T(T"'(y)))

— T DT (2) + T (y) = T (@) + T\ (y).

Por lo tanto 7! es lineal. O

Ahora se va a introducir un concepto nuevo, a saber el llamado indice de un producto escalar.
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Definicién 1.4.12 Sea V' un espacio vectorial con producto escalar (, )y, definimos el indice
de dicho producto como max{dimU : U C V subespacio vectorial y (,)y < 0}.

Podemos por lo tanto mostrar un resultado que nos indica cual es la relacion entre subespacios
con sus respectivos productos escalares.

Lema 1.4.13 Los espacios vectoriales V' y W con productos escalares (,)y y (,)w son de la
misma dimension y del mismo indice si y sélo si existe una isometria lineal entre V' y W.

Demostracién Sea {ei,...,e,} base ortonormal de V' y {e],...,e/,} base ortonormal de W,
notese que dichas bases cuentan con la misma cantidad de elementos pues tenemos el supuesto
de que dimV = dimW = n. Puesto que (,)y y (, )w tienen el mismo indice podemos ordenar
ambas bases de tal manera que (e;, ¢;)y = (e}, el)w para todo i =1,...,n.

SeaT": V — W lineal tal que T'e; = ¢} paratodoi = 1,...,n. Sean v = X7_,a;e; y w = ¥j_ byey,
entonces

(Tv, Tw)w = (TX}_ aze;, TS brex)w

= (X}_1a;Te;, X5 bpTer)w = (Z?Zlaje;,Zzzlbke;)W

R 1)) n ro o\ ro
= XL By (el e )w = Xi_yazbj(el, e5)w

= E?:lajbj<€j7 ej>V = Z;’L:lzz:lajbk<€j7 €k>V
= <E'r.l':1aj€j, EZ:lbk€k>V = <u7 w>

pues {e1,...,e,} y {€], ..., e/} son bases ortonormales y ademas (e;, e;)yy = (€, el)w, por lo tanto
T preserva productos escalares.

Ahora hay que probar que T es biyectiva, pero si Tv = 0, entonces para todo w € V
0 = (0, Tw)w = (Tv,Tw)w = (v,w)y esto implica que v = 0 por ser (,)y no degenera-
do, por tanto N(T) = {0}, i,e., T es inyectiva o bien dimN(T) = 0. Adem&s por hipétesis
tenemos que dimV = dimW y por el teorema del rango tenemos que dimV = dimW =
dimN(T) + dimR(T) = dimR(T), es decir, T es sobreyectiva y por lo tanto biyectiva. Hemos
demostrado que existe una isometria lineal entre V' y W.

Para demostrar la suficiencia sean (V, (,)y) v (W, (,)w) espacios vectoriales con productos
escalares, supongamos que existe T : V' — W isometria lineal, entonces dimV = dimW , puesto
que T' es un isomorfismo, ademdas T preserva productos escalares, asi si {ej,...,e,} es base
ortonormal tenemos entonces que €;0;; = (e;,e;)v = (T'e;, e;)w, L,e., {Tey,...,Te,} es un base
ortonormal de W ordenando ambas bases tenemos pues que (, )y y {, )y tienen el mismo indice,
lo que demuestra la necesidad del teorema. [l

Como una consecuencia de este lema tenemos los siguientes corolarios:

Corolario 1.4.14 Sea (V, (,)y) un espacio vectorial real de dimensién 2 con producto interno.
Entonces (V, {, )y) es isométrico a (R?, (,)g), donde (, )z es el producto interno euclidiano usual.

Demostracién Dado que V' y R? tienen la misma dimensién y (, )y y (,)g el mismo indice
va que (, )y es un producto interno, entonces por el teorema anterior (V, (,)v) y (R?, (,)x) son
isométricos. O

Corolario 1.4.15 Sea (V, (,)y) un espacio vectorial real de dimensién 2 con producto escalar
de indice 1. Entonces (V/ (, )v/) es isométrico a (R?, (,);), donde R? es R? como espacio vectorial
v siu = (uj,uz) € R y v =(v,v2 € R?), entonces (u,v)r, = u1v; — Ugvs.

Demostracion La demostracion es analoga a la del corolario anterior. 0
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Una propiedad que serd de mucha ayuda a lo largo del texto sera la siguiente.

Definicién 1.4.16 Sea T : V — V una transformacién lineal donde V' es un espacio vectorial
con producto escalar, se dice que T es autoadjunto si para todo v,w € V se cumple que
(Tv,w) = (v, Tw).

Teorema 1.4.17 Sea V C R? un plano tipo tiempo y 7' : V — V una transformacién lineal y
autoadjunta. Entonces T tiene alguna de las siguientes representaciones para alguna base 5 de

v

» [T]s es una matriz diagonal para alguna base ortonormal £,

w [T5 = ( jill 2 ) para alguna base pseudo-ortonormal f3,

w [T = ( _ab 2 ) para alguna base ortonormal f3.

Demostracion La demostracion procedera en dos casos.
Primer caso: Supongamos que existe x € V' con x # 0 tal que Tx = Az para algin \ € R, es
decir, supongamos que 7' tiene un valor propio, este caso se divide en 2 subcasos:

o Si x es no nulo, i,e., (x,x) #0
o Si x es nulo, {,e., (z,2) =0
Sie = (x,x)#0,seay €V tal que (z,y) = 0, entonces (y,y) = —(z,x), asi f = {Hi—”, HZ_H}
es una base ortonormal para V', asi

Ty, x Ty,
Ty:q<y3$+g(yg@
| ]| [yl
(y, Tx) (Ty,y) (y, \r) (Ty,y)
= €1 $+€2 Yy =€ X €9 Yy
]2 [[]1? |22 Iyl
7x T7 T7
:Mﬁy3x+g(y? :@<yf@:uy
2] [yl Iyl

definiendo p = € ﬁjli?’ esto muestra que y también debe ser un valor propio de 7', entonces la

representacion de 1" en la base ortonormal 3 es

es decir, [T]5 es una matriz diagonal.

1.=72) € V es un vector tal que
T{+T5

(y,y) = 0y (z,y) = 1, i,e., f = {x,y} es una base pseudo-ortonormal, de manera que para
cualquier vector u = (u,y)z + (u, x)y, por lo tanto

Si ¢ = (x,z) = 0, supongamos que x = (z1, T3), entonces y =

Ty = (Ty,y)r + (Ty, )y

= (Ty,y)x + (y, Tx)y = (Ty,y)x + (y, \r)y
= (Ty,y)x + My, v)y = (Ty, y)xr + Ay
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Si (T'y,y) = 0, entonces Ty = Ay y recordemos que estamos bajo el supuesto de que Tx = Az,
entonces T tiene la siguiente representacién en la base pseudo-ortonormal

A0
[T}ﬁ - ( 0 /\ ) )
que de nuevo es una matriz diagonal.

Pero si (T'y,y) # 0 definimos nuevos vectores u,v € V' tales que u = ——~

y
(Tyv)|
v=uu+/| (Ty,y) |, nuevamente 8 = {u, v} forman una base pseudo-ortonormal, entonces

T(w) = — Y _ Ty, y)x + Ay
VITy,y) | | (Ty,y) |
(Ty,y)x Ay

= \u L.

C T Ty
Y,
Tw) =Ty, y) Tz = e/| (Ty,y) | = v,

por lo tanto T tiene la siguiente representaciéon en la base pseudo-ortonormal /3

[T]ﬁZ(j;\l ?\)

lo que concluye el primer caso en el que suponemos que 7' tiene al menos un valor propio.
Segundo caso:
Supongamos que 7' no tiene ningin valor propio, sea f(\) el polinomio caracteristico de T,
dado que T no tiene valor propios reales, por el teorema fundamental del dlgebra f(\) tiene dos
raices complejas conjugadas A = a + bi con b # 0 v X es el otro valor propio. Permitiendo que
[T] opere sobre vectores z € C? tenemos que [T]z = Az para algin z € C?, ademds siendo [T']
una matriz con coeficientes reales se obtiene lo siguiente [T']z = [T]Z = [T]Z = Az = Az = A%,
con lo cual el vector apropiado asociado al valor propio A es Z, donde dicho vector es aquel que
se toma considerando conjugadas las entradas del vector z € C?, en la referencia [3, pdg 340]
se puede encontrar el siguiente teorema:
Sea A € My(R) con A = a—bi (b # 0) valor propio de Ay v € C? vector asociado a ), entonces
A=PCP™' P=[Rev Imv|y
a —b
St

con lo cual existe una base de V' tal que la representacion de T' con respecto a esa base 3 es

a

me=5 7] )

Ademds como los coeficientes de [T] son todos nimeros reales se tiene que los valores propios
son A\ = a + bi y A asociados con los vectores (1,—i) y (1,7) respectivamente, nétese que
((1,—1),(1,7)) = 0, asi que se puede obtener una base ortonormal cuya representacién de [7]

sea de la forma (1). O

Proposicion 1.4.18 Sea T : V — V lineal, autoadjunta y V' un plano temporal. Si existen dos
vectores propios nulos de T' linealmente independientes, entonces T' = Ald, donde Id : V — V
es la transformacién identidad en V.
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Demostracion Sean u,v € V vectores nulos linealmente independientes tales que son valores
propios de T', como hemos visto al principio de esta seccién dos vectores nulos son linealmente
independientes si y sélo si (u,v) # 0, consideremos que (u,v) > 0 tomando —v si (u,v) < 0.
Ahora témense z := u/{u,v)? y y := v/{u,v)2, los vectores {z,y} siguen siendo vectores nulos
pero ahora con la propiedad de que (x,y) = 1, es decir, {z,y} es base pseudo-ortonormal de V.
Ademas dichos vectores también siguen siendo vectores propios por la linealidad de T', digamos
que a,b € R son tales que Tx = ax y Ty = by, como T es autoadjunta se tiene que

a=a(z,y) = (ax,y) = (Tz,y) = (x,Ty) = (z,by) = b{z,y) =,
por lo tanto T'r = ax y Ty = ay, nuevamente por la linealidad de T se tiene que T' = ald. [

Proposicion 1.4.19 Sea V' un subespacio vectorial, T' : V' — V una transformacion lineal
autoadjunta y v € V un vector no nulo que es vector propio de 7', entonces el vector ortogonal
a u también es vector propio de T.

Demostracion Sea u € V tal que Tu = Au para algin A € R y sea v € V ortogonal a wu,
considerando la base ortonormal {<u—“u>, ﬁ} tenemos que

(T, u) (Tw,v)

(u, u) (v,v)

Tv =

pero,
(Tv,uy = (v,Tu) = (v, \u) = AMu,v) = 0.

Por lo tanto Tv = <<Tvvz’f;>v, es decir, v es vector propio de 7. O

Proposicién 1.4.20 Sea V' C R? un plano degenerado entonces dada cualquier base {v, w} se
tiene que detl = 0

Proposicién 1.4.21 Sea V' un subespacio no degenerado de dimensién dos y sea {v,w} una
base para V', entonces cualquier elemento z € V' se puede expresar como

1

5 = @[«w,wﬂz,w — (v, w)(z, w))v + (—(v,w)(z,v) + (v,v)(z, w))w],

. ( (v.0) {v,w) > |
(w,v) (w,w)
Demostracion Expresemos z en la base como z = av + bw para algunos a,b € R, queremos
ver qué forma tienen los coeficientes a y b, tenemos lo siguiente

donde

(z,v) = a(v,v) + b(v,w) y (z,w) = a{v, w) + b{w, w),
(Eo)=(fo oy (o)=r(e)
despejando tenemos que
()= (&)

I )

entonces

donde



1.4. ALGEBRA LINEAL DE R3 17

recordando que I es invertible por ser V' un subespacio no degenerado. Por lo tanto

(5) =2 (0 ) (20,

es decir .
a= m((ﬂ), U)><Z, U> - <U, U)><Z, w))
b= ﬁ(_@]a w)(z, U> + <Ua U><Z> w>)
sustituyendo los valores de a y b obtenemos el resultado deseado. 0

Definamos nuevamente la matriz I como en la proposicién anterior, podemos usar dicha matriz
para definir el caracter causal de un subespacio vectorial, por simplicidad presentaremos solo
la prueba para el caso de dimensién dos.

Proposicién 1.4.22 Sea V' C R? un subespacio vectorial de R? de dimensién dos, V es un
subespacio no degenerado si y solo si detl # 0.

Demostracién Supongamos que V' es no degenerado y sea {v,w} una base cualquiera de V'
y tomemos un elemento u € V', entonces u = av + bw para algunos a,b € R, asi

{ (1, 0) = a(, v) + bv, w) (2)

(u, w) = al{v,w) + b{w, w)

(o )= ey (5)=1(5)

el sistema (1) es equivalente a al; + bly, donde I, I5 son las columnas de la matriz I, entonces
aly + bl; = 0 es equivalente a (u,v) = 0y (u,w) = 0, como {v,w} es una base de V se sigue
que u = 0 pues V es no degenerado, asi a = b = 0, i.e., I y I son columnas linealmente
independientes y por tanto I es de rango maximo, asi detl # 0.

Ahora queremos probar que si detl # 0 entonces V' es no degenerado, pero lo que probaremos
serd la contrapositiva, es decir, supondremos que V' es degenerado y llegaremos a que detl = 0.
Como V es degenerado, sabemos que existe u € V tal que u # 0y (u,v) = 0y (u,w) = 0,
tenemos ademas que u = av + bw para algunos a,b € R con a y b no simultdneamente cero

pues u # 0, entonces
0\ (@
o) b )’

equivalentemente aly + bl = 0, asi I} y I son linealmente dependientes pues a y b no son
simultaneamente cero, por lo tanto detl = 0. 0

en forma matricial,

Proposicién 1.4.23 Sea V' C R? un subespacio vectorial de R? de dimensién dos, V es tem-
poral si y sélo si dada una base {v, w} se tiene que detI < 0.

Demostracion Supongamos que V' es temporal, entonces como la métrica restringida es lo-
rentziana, existe w € V' tal que (w,w) < 0, supongamos (w,w) = —1, sea v € V tal que {v,w}
es una base ortonormal de V' y tomemos {u, z} una base cualquiera de V', entonces

u=(u,v)v — (u,w)wy z = (z,v)v — (z, w)w

(u,u) = (u,v)? — (u,w)?, (z,2) = (z,v)* — (z,w)*
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(u, z) = (u,v)(z,v) — (u,w)(z,w)

en forma matricial
(o e ) == (e oy (o) ).
por lo tanto, si
() )

det] = detA(—detA") = —(detA)?* < 0.

entonces

Ahora supongamos que detl < 0, es decir
(v, v){w,w) — (v,w) <0,

tomando un {v, w} como base ortonormal tenemos que (v, v)(w,w) < 0, es decir, 6 (v,v) >0y
(w, w) < 0,6 bien (v,v) <0y (w,w) > 0, asi necesariamente algin vector de la base ortonormal
es temporal, i.e., la métrica restringida a V' es lorentziana, por lo tanto V' es temporal. U



Capitulo 2

Geometria de superficies en R?

2.1. Superficies en R}

El concepto de superficie suave da la imagen geométrica de una “sabana” en el espacio sin

picos, que localmente es muy parecida a R?, pero qué se quiere decir cuando uno dice “local-
mente” o “muy parecida”, para ello definiremos ciertas funciones que parametrizan localmente
a un abierto de una superficie M C R2, M se considera un espacio topoldgico con la topologia
inducida por la topologfa usual de R3.
Recordemos antes que una funcién ¢ : U C R* — R™ con ¢(x1,...,2,) = (p1(z1, ..., Tn), .oy
Om(x1, ..., x,)) es C® sipara todo i =1,..,m ¢; : U CR" — R es C* (si todas sus derivadas
parciales de todos los érdenes existen y son continuas). A las funciones ; se les conoce como
funciones coordenadas de ¢. Recordemos que la matriz jacobiana para el caso de una funciéon
¢ : U CR? — R? tal que p(x,y) = (p1(x,v), p2(7,9), p3(z,y)) se define como

63%(%7%) 68—‘21(%,%)
To(wo,y0) = | %2 (w0,90) %2 (0, o)

d
W(xoayo) ai;(xo,yo)

Definicién 2.1.1 Sea ¢ : U C R? — R? una funcién C*; ¢ es una inmersién C™ si J,,(xo, yo)
tiene rango 2, i.e., sus dos columnas son linealmente independientes para todo (xg,yo) € U.

El objetivo es poder parametrizar localmente a todo punto de M sobre un abierto de R2?,
lo cual haremos a través de inmersiones C'>° que para fines de consistencia pediremos que
dichas inmersiones sean ademas inyectivas y continuas con inversa continua, es decir, que sean
homeomorfismos en su imagen. A estas funciones se les llamara cartas C.

Definicién 2.1.2 Una superficie C*™ es un subconjunto M C R? tal que para todo p € M
existe un carta o : U CR? =V C M con U y p € V abiertos de R? y M respectivamente.
Nota: De aqui en adelante nos referiremos a las superficies C*>° como simplemente superficies.

Tal como se trabaja en geometria euclidiana un wvector tangente v € M se ve como el vector
velocidad de una curva contenida en M.

Definicién 2.1.3 Un vector v € R? es tangente a una superficie M C R? en p € M si existe
una curva « : I C R — M tal que a(ty) =py o(ty) = v.

Definimos pues el plano tangente a M en p como {v € R? : v es vector tangente a M en p}, y
se denota como T,M.

Proposicién 2.1.4 El plano tangente T,M es un plano.

19
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Demostracién Sea p € M, entonces existe ¢ : U C R? — p(U) C M, con ¢ carta C* y
p € o(U). Seav € T,M, entonces también existe o : I C R — M tal que a(ty) =py & (ty) = v,
dado que ¢ es un homeomorfismo pordemos escoger una curva 3 : I — U con (t) = (u(t), v(t))
definiendola como B(t) := (p~! o a)(t), de manera que a = ¢ o 3, asi por la regla de la
cadena tenemos que o'(t) = J,(B(t))(B'(t)) que es equivalente a o/(t) = u/'(t)p, + V' (1),
donde ¢, = (1., 2., ¥3.) ¥ ¥y = (¢1,,92,,¥s3,), de modo que hemos escrito cualquier vector
tangente como combinacién lineal de {¢,, ¢, }, por otro lado no es dificil ver que {¢,, ¢, } son
linealmente independientes pues J¢ es de rango méaximo, por lo que {¢,, p,} es una base de
T, M por lo tanto T,M es un plano. [l

Observaciéon 2.1.5 Es importante hacer notar que 7, M es un subespacio vectorial, pues si
v,w € T,M, entonces v = ap, + by, y w = cp, + dy,, por lo tanto av + w = (aa + ¢)p, +
(ab+d)p, con o € R, dicho vector av + w pudo ser escrito como combinacién lineal de la base
{¢x, 0y} por lo tanto av +w € T,M, de manera que T,M es un subespacio vectorial de R} de
dimension 2.

Se ha hablado ya de funciones C'"™° de un abierto de R™ a R™, pero ahora necesitamos hablar
de funciones C* de M a R, entonces la pregunta es cémo se puede hablar de funciones dife-
renciables con un dominio tan peculiar como lo es un abierto en una superficie dado que sélo
podemos hablar de diferenciabilidad en un dominio abierto.

Definicién 2.1.6 Una funcién f: M — R se llama C* o lisa en p € M si ésta es la restriccién
de una funcién F: V C R¥ — R con p € V, V abierto de R} y F funciéon C*, i.e., f(UNM) =
F(UNM). Vedse [2, pag 2].

Con esta definicién podemos extender el concepto de diferenciabilidad en M a funciones F :
U C M — R" si cada una de sus funciones coordenadas es funcion real valuada en M y es de
clase C*

A continuacién se presentan maneras de nombrar campos vectoriales sobre M:

Definicién 2.1.7 Un campo vectorial C'"™ a lo largo de una superficie lisa M es una aplicacién
C®y X: M- RS

» X se llama campo vectorial tangente si X (p) € T,M para todo p € M.
» X se llama campo vectorial transversal si X (p) ¢ T,M para todo p € M.

» En particular, X se llama campo vectorial ortogonal si X (p) € T,M~*.

Definicién 2.1.8 Sea M C R? una superficie que no se autoinseca. Decimos que M es orien-
table si existe un campo vectorial £ definido en todo M tal que £(p) # 0 & ¢ T,M para todo
p e M.

Las superficies que consideramos en este trabajo son todas orientables, por lo que conven-
dremos omitir el decir que son orientables. Asi como se ha dado el caracter causal de vectores,
planos y subespacios podemos dar el caracter causal de superficies, el cual serd un concepto
ampliamente utilizado.

Definicién 2.1.9 Sea M C R3 una superficie. Decimos que M tiene caracter causal espacial,
temporal o nulo, si para todo p € M el plano tangente 7,,M es espacial, temporal o nulo.

Ejemplo 2.1.10 EIl cono de luz es una superficie tipo luz, dado que por 1.2.13 todo plano
tangente tipo luz es tangente al cono de luz y por tanto el cono es tipo luz.
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Ejemplo 2.1.11 (El espacio de De Sitter S3(r)) El conjunto definido como S}(r) = {(z, v, z) €
R3 : 2?4+ y* —2? = r?} se le conoce como el espacio de De Sitter de radio r, donde el superindice

2 indica la dimensién de este.

No es dificil ver que un campo vectorial normal a la superficie es &(x,y, z) = (x,y, z); como
(x,y,2) € S¥(r), entonces £ es un campo vectorial tipo espacio, de manera que el complemento
ortogonal de &, es decir, el plano tangente T,M, es tipo tiempo, de manera que S3(r) es una
superficie temporal.

Figura 2.1: Espacio de De Sitter S?(r)

Ejemplo 2.1.12 (El plano hiperbdlico H?(r)) El plano hiperbélico se define como H?(r) =
{(x,y,2) € R? : 22 + y? — 22 = —r?}. Similarmente al espacio de De Sitter se tiene que un
campo vectorial normal a H?(r) estd dado por &(z,y,2) = (x,y, 2) que es un campo vectorial
tipo tiempo por lo tanto T, M es espacial y asi{ H?(r) también.

Figura 2.2: El plano hiperbélico H?(r)

Como se vio en los dos ejemplos anteriores el campo vectorial normal a la superficie es y sera un
referente constante en lo que resta del presente trabajo, en especial nos referimos a la llamada
aplicacion de Gauss que no es mas que considerar dicho campo vectorial de norma uno y
ortogonal a la superficie £ : U C M — R3, donde £ estd definido localmente en un abierto
U C M, esto dado que localmente podemos tomar una carta ¢ : V C R? — U C M y definir
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5 — _PaXPy
lox xpyll

campo vectorial S unitario normal a la superficie definiéndolo de la siguiente forma

c _ E(q)v si <9090 X Py, €3> <0,
§a) = { “e(q), s iy x pyrea) > 0.

. Hemos definido localmente la aplicaciéon de Gauss, pero podemos extenderlo a un

de tal suerte que si q € Vo y ¢ € Vy con V, y V,y dominios de cartas ¢, y ¢, entonces
fp( )= fp (¢) ya que € es el tinico vector normal unitario tal que (£, e3) < 0. Asf pues podemos
tomar la aplicacion de Gauss sobre toda la superficie. Notese que la palabra “normalizado” en
R? tiene el siguiente sentido € = (£, &) = +1 tal y como se ha visto antes.

Observacién 2.1.13 Recordemos ahora que el caracter causal de subespacios, se define res-
tringiendo la métrica de Lorentz al subespacio, en particular la métrica de Lorentz restringida
a T,M se llama primera forma fundamental y la denotamos por Ijs, o simplemente I, formal-
mente [ : T,M x T,M — R se define como I(v,w) = (v, w) para v,w € T,M. Por lo tanto el
caracter causal de la superficie estd determinado también por las propiedades del determinante
de L. revisese [7].

2.2. El operador de forma S, y las curvaturas media y
gaussiana.

Una definicién clasica en la teoria de superficies es la del operador de forma, que no es mas
que considerar la derivada direccional de la aplicacion de Gauss €.

Definicién 2.2.1 Sea M C R? una superficie no degenerada, £ la aplicaciéon de Gauss de M,
peEM,veT,Mya:ICR— MCR] tal que a(ty) = py o/(tg) = v para algin ¢, € 1.
Entonces definimos el operador de forma de M en p, denotado por .S, o simplemente S, como

Sp(0) =~ (€0 0) (1) ey

El operador de forma satisface las propiedades usuales de su analogo en la geometria euclidiana
tal como se verd en la siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.2 Sea M C R? una superficie no degenerada, p € M y consideremos el
operador de forma en p .S,, dicho operador satiface las siguientes propiedades:

» S, LM = T,M
» S, es una transformacién lineal en 7, M

» para todo v,w € T,M y p € M se cumple que (S(v),w) = (v, S(w)), es decir, S es un
operador autoadjunto en T),M.

Demostracién De la definicién para v € T,M tenemos que S(v) = —D,&, donde £ es la
aplicacién de Gauss. Sea o : I C R — M C R} una curva tal que «a(tg) = p y o/(ty) = v para
algun tg € I Como (€(p),&(p)y = £1 para todo p € M, en particular ({(a(t)),&(a(t)) = +1,
entonces 2(LW) |, e(a(t)) = 2Dy, E(alt))) = 0, es decir, Dy¢ es ortogonal a & por lo
que D¢ € T, M y por tanto S(v) = —D,§ € T,M pues T,M es un subespacio vectorial, asi
S T,M — T,M.
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Ahora tomemos v, w € T,M, A € R, o, 3,7 : (—¢,e) = M tales que a(ty) = B(ty) = v(to) =p
y o (tg) = A+ w, f'(ty) = Ay 7/ (ty) = w, entonces

d
Dyvtw = 2 (€0 a(t)) 1=10= Eua(ro) @' (To) = & (F'(t0) +7(t0)) = Aoy (v) + & (w)

d d
= A (60 B(1)) lemty + (€ 0 V(D) limtg= ADuE + Duk,

donde &,, denota la matriz jacobiana de & en el punto p, por lo tanto S(Av+w) = AS(v)+S(w),
i.e., S es una transformacién lineal.
Para demostrar la simetria consideremos una carta ¢ : U C R?* = p(U) C M con p € p(U) y

©(ug,vg) = p para algin (ug, vg) € U, entonces S(p,) = —% = —¢, considerando la curva
©(u, vy).

De igual manera S(p,) = _% = —&, ast que (S(pu),p0) = —(§usP0) = (& Puw) =
(Oous &) = —(Pu, &) = (@u, S(py)), por lo que S es autoadjunto en la base {u,v} de T,M,
este hecho y usando las propiedades autoadjunta y bilinealidad del producto escalar, se sigue
(S(u), w) = (u, S(w)) para todo u,w € T,,M, i.e., S es autoadjunto. O

Observaciéon 2.2.3 Al ser S una transformacion lineal de un espacio vectorial en si mismo
podemos aplicar el teorema 1.4.17 cuando M es una superficie tipo tiempo para darnos cuenta
de la representacion que tiene [S].

Ahora podemos definir otro concepto que sera constantemente utilizado, a saber, la sequnda
forma fundamental, denotada por I, o simplemente I1.

Definicién 2.2.4 Sea M C R? una superficie no degenerada, p € M, £ la aplicacién de Gauss
de M definida en un abierto que contiene a p, La segunda forma fundamental de M en p, es
II:T,M x T,M — T,M~* dada por

Ij(va w) = €<S(U)7 w>§(p),
donde € = (£(p),£(p))-

Observacién 2.2.5 La segunda forma fundamental cumple las siguientes propiedades:

= Es una forma bilineal y simétrica, propiedades heredadas por el producto escalar, linea-
lidad de S y propiedad de simetria de .S,

» para todo u,w € T,M se cumple que (II(v,w),§) = (S(v), w).

Dado que T, M es un subespacio vectorial, por el teorema 1.4.8 existen v, w € T, M tales que
{v,w} es una base ortonormal de T, M, entonces la matriz que representa a I/ se calcula como

elll(v,v)  ell(w,v)
1) = ( all(v,w) ell(w,w) ) |

donde €; = (v,v) y €3 = (w, w).

Definicién 2.2.6 Definimos el vector de curvatura media H de M en p como H(p) = str(11],
las curvaturas gaussiana K(p) y media H(p) de M en p las definimos como K (p) = det[I1] y

H(p) = H(p)é(p) respectivamente, entonces H(p) = e(H (p),£(p)).

Definicién 2.2.7 Sea M C R? temporal decimos que M es minima si H = 0, dicho de otro
modo H(p) = 0 para todo p € M. Similarmente decimos que M es plana si K = 0, o bien
K(p) = 0 para todo p € M.
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_ La siguiente proposicién muestra la manera sencilla que toma el vector de curvatura media
H en una base pseudo-ortonormal.

Proposicién 2.2.8 Sea M C R? una superficie tipo tiempo con {v, w} base pseudo-ortonormal
de T,M para p € M, entonces H(p) = I1(v,w).

Demostracién Sea p € M y {v,w} base pseudo-ortonormal de T, M, nétese que {*=*, =2},
es una base ortonormal, pues

V—wW U —W 1 vt+w v+ w

€1 = ( \/§ ) \/§ >:2(_2<U7w>):_17 €2 = ( \/§ ) \/§

>—%2<v,w)—1

y
vV—w vtw
= T = :Oa
(\/5 \/§>
st 1 1 +
~ v—w v— v+ w
H(p) = =tr|IL e ll +ell
(p) = StrilL] = [1(\/— \/—)2(\/5)]
1.1 1
2[2( I(v,v)+2[1(v,w) — ]I(w,w))+5([](1),1))+2]I(v,w)—|—]](w,w))]:II(U,w),
usando el hecho de que la segunda forma fundamental es bilineal. 0

Dado que podemos expresar el operador de forma en una base ortonormal {v,w} de T,M y
obtener la matriz de representacién [S], haciendo algunos célculos obtenemos

K(p) = edet]S] (1)

H(p) = e5trs] )

hégase énfasis en que dichas expresiones son sélo validas para cuando {v, w} es base ortonormal
de T),M, para cuando no, tenemos la siguiente proposicién.

Proposiciéon 2.2.9 Sea M C R? una superficie no degenerada, p € M y {v,w} es base cual-
quiera de T}, M, entonces

(Sp(v), V) {Sp(w), w) — (Sp(v), w>2

K(p) = e (v, v){(w,w) — (v, w)?
Y,
_ 1 {5p(v), v){w, w) — 2(Sy(v), w) (v, w) + {Sp(w), w)(v, v)
H(p) = 2 (v, V) {w, w) — (v, w)? '

Demostracién Sea {v,w} una base de T,M. Podemos expresar S(v) y S(w) como S(v) =
av + bw y S(w) = cv + dw para algunos a, b, ¢,d € R, de manera que

(S(),v) = a(v,v) + bw,v) = (I1(v,v),§), (S(v), w) = afv, w) + b{w, w) = (II(v,w),§),
(S(w),v) = c(v,v) + d(w,v) = ([1(w,v),§) y (S(w),w) = c(v,w) + d{w, w) = (LI (w,w),§),

en matrices tenemos

(e (it )= (2 8) Loy Ty
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o simplemente IT = [S]|I, de manera que [S] = (I1)(I)™', asi se obtiene que

K(p) = edet[S] = €<Sp(v)’<;’>i§€t(;“3;;“z zﬂfi;gv)awy

y?
Hip) = chirts) = LS00 g 2<>S<£,)w §U>_ @2;@[2] : (Sy(w),w) (o, v)

U

Siguiendo este resultado podemos senalar explicitamente cémo se calculan las curvaturas gaus-
siana y media dada una parametrizacién ¢ : U C R? — M.

Corolario 2.2.10 Sea M C R? una superficie no degenerada, p € My ¢ : U C R* — M una
carta tal que p € p(U), entonces

eg—f?

K@) =ega =
" 1eG — 2fF + gE
eG — +g

donde € = (£, &), £ es la aplicacién de Gauss y
e = (Sp(pu), u) = (1, Puu),

f = <SP(SOU>790U> = <n7 ¢uv>a
= <Sp(§0v)7 9011> = <7”L, Sovv>a

Demostracién La prueba se hace considerando la base {¢.,, ¢, } para el plano tangente T, M
y aplicando las formulas de la proposicion anterior. [l

2.3. Técnicas de calculo y algunos ejemplos

En esta seccién se presentan algunos ejemplos para algunas superficies especiales, asi como
los calculos de las curvaturas media y gaussiana y el operador de forma.

Ejemplo 2.3.1 El operador de forma del espacio de De Sitter y del plano hiperbélico
Como se vid en los ejemplos 2.1.10 y 2.1.12, la aplicaciéon de Gauss del espacio de De Sitter y
del plano hiperbdlico estd dada por &(z, vy, 2) = (z,y, z)/r para todo (x,y,2) € M, seav € T,M
donde M C R32, como H?(r) es tipo espacio cualquier vector tangente v es tipo espacio, pero
en el caso de Si(r) el plano tangente es tipo tiempo de manera que un vector tangente v puede
ser tipo espacio, tiempo o nulo, en el caso de que v sea tipo espacio, y M = S%(r), o bien
M = H?(r), tenemos que una curva que tiene como vector velocidad a v es

a(t) = rsenh(t | v | /r)% +rcosh(t |v| /r)p/r,

de manera que
o/ (t) =] v | cosh(t | v | /T)—| Y |+ | v | senh(t | v | /r)p/r,
v
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si M = S%(r) y v es tipo tiempo, entonces

a(t) = rsen(t | v | /r)ﬁ +reos(t|v| /r)p/r,

entonces v

o (t) =| v | cos(t | v| /T)ﬁ— | v |sen(t v ]| /r)p/r,
v
si M = S¥(r) y v es tipo luz, entonces a(t) = p + tv, se verifica facilmente que en todos los
casos la curva a cumple que «(0) = p y o/(0) = v, asi

_d _a0) v
Dy = €oalt) = —— = .

Por lo tanto en ambos casos el operador de forma S, es —? para todo v € T, M.

Ejemplo 2.3.2 (Cilindro) Consideremos la parametrizacién de M dada por ¢(s,t) = v(s) +
tW, donde v(s) = (cos s,sen s, s), es decir, «y es una curva tipo luz, pues 7/(s) = (—sen s, cos s, 1)
es un vector nulo y W = (0,0, 1) = e, recordando las férmulas para el calculo de las curvaturas
gaussiana y media dada una parametriaciéon y una base de T,M se tiene que calcular los
coeficientes de la primera y segunda formas fundamentales, E = (¢, ¢s), F = (ps, 1), G =
(o1, 1), € = (@ss, &), [ = {pst,€) v 9 = {pu, ), donde € es la aplicaciéon de Gauss de la superficie
M.

Tomando {gs, 1} = {7/, W} como base de T,M tenemos que { = (coss,sens,0), definimos
e=(£,€), enestecaso e =1 y portanto E =0, F = -1, G =0,e=—1+2sen?(s), f=0y

g=0. Asi
eqg — f? 0
K:—:_:
“BaG—p 1Y
Y,
o leG+2fF+Eg —1+2sen®s
~ 9T EG-F2 2

Figura 2.3: Un cilindro tiene curvaturas K = 0y H no constante cero

Ahora un ejemplo con K no constante cero y H = 0.

Ejemplo 2.3.3 Helicoide tipo tiempo espacio(vedse [1, pag 94])
El helicoide estd parametrizado de la siguiente manera ¢(s,t) = (tcoss,tsen s, as), entonces
realizamos los calculos de las curvaturas dada una parametrizacién local,

s = (—tsens,tcoss,a), p, = (coss,sens,0),
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wss = (—tcoss,—tsens,0), g = (—sens,coss,0), g =0

Ps X Pt — 1
llos X o] N

> 0, esto nos conduce a que a >| t |, es decir, el dominio de la variable

la aplicacion de Gauss es £ = (—asens,acoss,t), donde se introduce la

a2—t2
a2 —2]
t serd (—a,a), asi € = 1, esta condicién se pide con el fin de que £ sea un vector espacial, de
manera que T, M sea tipo tiempo y por lo tanto la superficie sea tipo tiempo. Ahora solo resta
calcular los coeficientes de la primera y segunda formas fundamentales:

condicién € =

E = <9057(p5> = tQSeHQS +t2 COSQS — a,2 = t2 — a27

F = (ps, 1) = —tsenscoss + tsenscoss = 0,

G = <90ta90t> = 1a

at cos ssen s — at cos ssen s

€ = (G, Pss) = 207
acoszs—l—asenzs a
Va2 —t la? —
9= ¢u) =0.

Se obtiene lo siguiente sustituyendo dichos coeficientes:

g1 eG-2fF+Ey 10-G-2-f0+E-0
= —€ = — =
2 EG-— F? 2 Va2 —t] ’
Ko, 9" _(0=-ad)/@-t)  a
TBEG-F T T a-p T (P —a?)?

Figura 2.4: Helicoide tipo tiempo con H #0y K =0

Un ejemplo del tipo de superficies que nos interesan en el presente trabajo que de hecho es
nuestro objeto de estudio son las siguientes:
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Ejemplo 2.3.4 Consideremos una superficie M C R? parametrizada por ¢(s,t) = y(s) +tW,
donde v : I C R — R}, con W un vector fijo, (v/(s),7'(s)) = (W, W) =0y (v/(s), W) = 1 para
todo s en el dominio de y(s), se van a realizar los cdlculos de K y H mediante la parametrizacién
©(s,t), tenemos entonces que:

E= <9087§08> = <7/(S>77/(5)> =0, I'= <§03790t> = <7/(8)7W> =1,G= <90t7§0t> - <VV= W> =0,

por lo tanto
detl = EG — F* = —F? = —(y/(s),W)? = -1 < 0,

de manera que la superficie es tipo tiempo.

_ psXpt _ A ()XW
los X o [/ (s)xW|>

[ (s) x W |= V] {7/(s) x W,y'(s) x W) |
= VI (7 (), VSN W W) = (v/(s), W) | = V{7 (5), W) = 1,

por lo tanto £(p(s,t)) =7'(s) x Wy e=(£,&) = 1.
=7

Ahora se calcula la aplicacién de Gauss £(p(s, 1)) pero

Por otro lado ¢, "(5), pst =0 =y, conlo cual: e = (ps, &), f = (s, &) =0=g = (pu, &).
De manera que )
eg— f° 0
K=cge—mp ="
Y?
HileeG—ZfF—I—Eg _10-0+40 _0
2 EG — F? 2 —1 ’

Por lo tanto M es una superficie con curvaturas H y K constantes cero.

Calculemos ademas el operador de forma S, nétese que dado que S, es una transformacion
lineal de T,,M en T,,M basta con calcular S, en una base, a saber la base {¢s, ¢ }.

Sea p = (s, tg) y @ : U C R — R3? tal que a(s) = 7(s) + t,W, entonces a(sg) = p y
a'(80) = Vs |(s0,t0)> €NtONCES

d d
Sp(s lsoia)) = D = (€0 a)(s) = =17/ (5) x W

aw
= _[7”(8) X W + 7,(3) X E] |s:so: _7//(5) x W |s:soa
en la base pseudo-ortonormal {¢s, @1} = {7/, W} tenemos que

Sp(eps |s=s0) = <Sp(§0s>aw>7/(s) + <Sp(¢s)77/(3)>w
= —[(7"(8) x W)Y/ (s) + (7"(s) x W, (s))W] = —(v"(s) x W,~/(s))W.

Para el célculo de S,(¢; |,) témese la curva 5(t) = v(so) +tW, asi B(to) =py B'(to) = ¢t |i=to
entonces

d d
Sp(‘Pt |p> - _‘D(Pté- = _E(é © B)(t) = —EW/(S) x W =0.

Con lo cual la representacién matricial de S, en la base {7/, W} es la siguiente

[%ww:(%w@fmv®>8)

Esta superficie estda parametrizada con v(s) = (s, cosh(s),senh(s)) y W = (0,1, 1).
El objetivo principal de este trabajo es mostrar que una superficie con curvaturas
gaussiana y media constantes cero es un plano o bien una superficie como la ante-
rior.
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Figura 2.5: Superficie parametrizada por ¢(s,t) = vy(s) + tW

2.4. Acerca del operador de forma

Comenzaremos por definir a qué se llama direccién principal, en el caso euclidiano se le
llama direccion principal a las direcciones en los que la curvatura normal alcanza su maximo y
minimo y dichas direcciones tienen la propiedad de ser vectores propios del operador de forma,
dado que en el espacio de Minkowski el conjunto de los vectores tangentes a M de norma uno no
siempre es un conjunto acotado no podemos asegurar siempre que la curvatura normal alcance
su maximo y minimo, por lo que es necesario buscar otra definicién de direccién principal del
operador de forma S.

Definicién 2.4.1 Sea M C R}, p € M, v € T,M y S el operador de forma de M en p, decimos
que v direccién principal de S si existe A € R tal que S(v) = Av, i.e., si v es vector propio de S.

Definicién 2.4.2 Sea M C R? una superficie no degenerada, decimos que M es umbilical si
existe A : M — R funcién diferenciable tal que para todo X € X(M) se cumple que S(X) = AX,
en un punto la condicién serfa que S,(X) = A(p)X,, donde S denota el operador de forma de
M. En particular un punto p € M es umbilical si existe un A € R tal que S(v) = A\v para todo
vel,M.

Teorema 2.4.3 Sea M C R? una superficie espacial, entonces el operador de forma S, si
p € M no es un punto umbilical, entonces existen dos direcciones principales y son ortogonales
entre si.

Demostracion Por simplicidad escribiremos S entendiendo que se trata del operador de forma
S, definido en p € M. Consideremos el siguiente conjunto A = {u € T,M : ||u|| = 1}, puesto
que la métrica restringida a T,M es un producto interno pues M es espacial podemos decir
que (T,M, (,)) es isométrico a (R?, (,)g), {,e., existe una isometria lineal 7' : T,M — R?, dicha
isometria manda A en la esfera unitaria euclidiana pues preserva productos escalares, ademés
como toda transformacién lineal es continua y por ser biyectiva existe T-! que también lineal
y por tanto continua, resulta que 7' es un homeomorfismo, por lo tanto T—! manda conjuntos
compactos en compactos y dado que la esfera unitaria es un conjunto compacto se sigue que A
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es compacto. Ahora la funcién curvatura normal k : A C T,M — R estd definida de la siguiente
forma

k(u) = (S(u), u).

Es fécil ver que k es continua, pues (,) es continuo, por lo tanto k es una funcién continua en
un compacto, esto implica que k alcanza su maximo y su minimo en A, sea e; € A tal que
k(e1) > k(u) para todo u € Ay sea ky = k(e1) = (S(e1),e1), es decir, e; es direccién principal
pues k alcanza su maximo en e;. Sea ey € A tal que (eg,e2) = 0, por consiguiente si u € A,
entonces u = u(f) = cosfe; + senfes. Ahora podemos escribir k£ en términos de un angulo 6,
k(0) = k(0), ie., k: (0,27) C R — R, explicitamente

k(0) = (S(cosfe; + senfesy), cos ey + sen bey)

= cos?(S(e1), 1) + cosfOsenB(S(e1), ex) + cosOsen (S (es), e1) + sen® H(S(es), ea)
= cos?(S(e1), e1) + 2cosfOsen B(S(er), ex) + sen? 0(S(es), e2),

utilizando que S es lineal y autoadjunta.
Calculando 2 (6) tenemos que

%(0) = —2cosfsenf{S(e1),e1) +2(S(e1), ex)[cos® O — sen® O] + 2sen 6 cos O(S(e3), €2)

= 2cosfOsend[(S(ey), ex) — (S(e1), e1)] + 2(cos® @ — sen® 0)(S(ey1), es)

Si 0 = 0, entonces k(0) = (S(e1),e1) = ki, es decir, k alcanza su maximo en 6 = 0, con lo cual
2 (0) = 0 siy s6lo si 2(S(e1), ea) = 0, entonces (S(e1), ea) = 0.
Dado que {ej, ez} es base ortonormal de 7,M, entonces

8(61) = <S(€1)761>61 + <S<61), 62)62 = <S(61), €1>€1 = k?1€1

Esto prueba que e; es un valor propio de S.
De manera similar

S(ez) = (S(ez), er)er + (S(ez), e2)ea = (S(ez), e2)es

lo cual prueba que e, también es un valor propio de S.
Por dltimo probaremos que es también es direccién principal, primero simplifiquemos k(#)
recordando (S(e1),e2) =0y que k1 = (S(e1), €1), entonces

k(0) = ki cos® 6 + sen” §(S(ey), e3)

Y,
dk

@(0) = 2cosfsenf((S(ez), ) — k1)

Entonces,
d*k
d6?
Por lo tanto %(9) =0sif =006 =m/2,81 0 =0 es el caso presentado arriba pero si

0 = m/2, entonces %(W/Q) = —2(2<S(62),62> — ky), pero k(es) — k1 = (S(ea),e2) — k1 < 0
pues ki > k(es), de manera que 2% (7/2) > 0, es decir, k tiene un minimo en 6§ = 7/2 y
k(m/2) = (S(e2),ea) = k(es), es decir, ey es direccién principal de M. Lo que termina de

demostrar el teorema. O

(0) = 2({S(ez), €2) — k1)(cos? § — sen’ ).

La prueba de este teorema en el caso euclidiano puede encontrarse en [6, pag 200].
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Corolario 2.4.4 Sea M C R} una superficie espacial y p € M, entonces el operador de forma
S es diagonalizable.

Demostracion Por el teorema anterior S tiene dos direcciones principales, tomando la repre-
sentacién matricial con respecto a la base formada por esas direcciones, tenemos que [S] es una
matriz diagonal. 0

Teorema 2.4.5 Sea M C R} una superficie tal que S,(v) = 0 para todo p € M y para todo
v € T, M, entonces M es parte de un plano.

Demostracién Por hipétesis tenemos que S,(X) =0 = —Dxn = —%n o a |, para todo X
campo tangente a M y para toda curva o : I C R — M tal que a(ty) =py (ty) = X, por
lo tanto n es un campo vectorial constante en cualquier p € M. Ahora tomemos ¢ # p punto
en M, seay:I' C R — M tal que v une p con ¢, y supongamos que v(0) =py y(1) =qy
consideremos la funcién f : I’ C R — R definida como f(t) = (y(t) — p,n), donde ~(t) — p
es el vector que une p con algin punto de la curva ~, nétese que f(0) = 0. Si demostramos
que y(t) — p es ortogonal a n para todo t € I' demostramos que cualquier vector que una
cualesquiera dos puntos de M, entonces claramente M es parte de un plano ortogonal a n. Para

demostrar dicha ortogonalidad veamos que f(t) = 0 para todo ¢t € I’, entonces

Yty = S 20) —pimd = 300 = p.mon(0) = (D) = p) moAD) + (4(1) —p, emo (D)
d d

= () = Zpnon(t) = (7'(t),n o (1) =0,

puesto que n es constante y 7/(t) € T,,M. Por lo tanto f(t) = ¢ para todo t € I’ pero f(0) =0,
asi que f(t) = 0 para todo t € I, por lo que M es parte de un plano ortogonal a 7. U

Teorema 2.4.6 Si M C R} es parte de un plano, entonces S,(v) = 0 para todos p € M y
veT,M.

Demostracién Dado que M es parte de un plano se puede parametrizar como 0 = a(x —zg) +

by — yo) — c(z — 2p), donde p = (xo, Y0, 20) € M, a,b,c € R constantes y n = \/%, de
manera que S,(v) = —Dyn = —4 |,_, noa(t) =0, pues n es un campo vectorial constante y
a(t) es una curva en M tal que a(ty) =py &'(ty) = v, asi S, = 0 ya que p y v fueron elementos
cualesquiera de M y T, M respectivamente. 0

Observacién 2.4.7 Para una superficie espacial el operador de forma es una transformacion
autoadjunta que va T, M a T),M, donde es un plano temporal, asi pues como el teorema 1.4.17
muestra el operador de forma S no siempre es diagonalizable, contrario al caso euclidiano en el
que el operador de forma siempre es diagonalizable. Con esta observacién podemos enunciar la
siguiente proposicién (que junto con el corolario 2.16 fueron tomados de [7] de la proposicién
3.3.5 y corolario 3.3.1 respectivamente):

Proposicién 2.4.8 Sea M C R} una superficie no degenerada y p € M. Tenemos que

= si S es diagonalizable, entonces K (p) = eab y H(p) = ¢%t2,

[S]:(—ab 2)

con b # 0, entonces K (p) = a®>+ 0>y H(p) = a,

= si M es temporal y
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[ﬂ=<£12>

Demostracién Por la observacion anterior S es una transformacion autoadjunta que va 7, M
a T,M y como vimos antes T, M es un subespacio vectorial no degenerado, para el caso espacial
el corolario 2.4.4 muestra que S es diagonalizable en una base ortonormal, por otro lado en el
caso temporal S no siempre es diagonalizable tal como muestra el teorema 1.4.17 pero puede
darse el caso en que si lo sea para una base ortonormal, dicho de otro modo en ambos casos

5= (5 ) )

y recordemos de la definicién K (p) = edet[S] y H(p) = e3tr[S] dada una base ortonormal, as

K(p) =eaby H(p) = G“TH’, lo que concluye el primer caso.
Si M temporal, nuevamente por ser S una transformaciéon autoadjunta que va T,M a T,M y

T, M un subespacio temporal el teorema 1.4.17 nos dice que S puede tener una representacioén

como - (4

con b # 0 para alguna base ortonormal, en tal caso aplicamos las definiciones de K y H y
obtenemos K(p) = a*+0* y H(p) = a.
Si S tiene una representacién como
a 0
151 = ( +1 a )

para alguna base pseudo-ortonormal {v, w}, entonces S(v) = avtw y S(w) = aw, (v,v) =0 =
(w,w), (v,w) =1, (S(w),w) =0y (S(),w) = a, usandando las férmulas de la proposicién

2.2.9 tenemos s s s )
K(p) = 6( p(v), 0) (Sp(w), w) — (Sp(v), w)

(v, v){(w,w) — (v, w)?

= si M es temporal y

entonces K(p) = a®y H(p) = a.

= (S(v),w)* = a*.

Y,
. 1 <Sp(v)7 U> <’LU, w> B 2<SP(U)7 UJ> <U7 U)) + <Sp<w)7 ’UJ) <U, U>
H(p) =€
2 <U,U><U),U)> - <U,U}>2
= (S(v),w) = a.
Noétese que si € denota la aplicacién de Gauss de M, entonces € = (£,€) = 1 ya que T,M es
temporal. [l

Corolario 2.4.9 Sea M C R? una superficie no degenerada, p € M y S el operador de forma
de M en p:

» si S es diagonalizable en una base ortonormal de T),M, entonces e2H?(p) > K (p),

[ﬂ:(sz)

con b # 0, entonces K(p) >0y H?(p) < K(p),

= si M es temporal y
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[ﬂ:<ﬁ12>’
s=(5 %),

= si M es temporal y

entonces H?(p) = K(p) > 0.

Demostracién Si

entonces B2 2 oub 4 b
€2H2<p):€2(a+ ) =2 +oab
4 2
2 b2 2 b2
2 + eab = - il + K(p) > K(p).

2
Si M es temporal y

[ﬂ:(sz)

con b # 0, entonces K(p) =a®>+0*> >0y H?(p) = a®> < a®* + b* = K(p), pues b # 0.
Si M es temporal y
a 0
s=( 4 o).

entonces H?(p) = a* = K(p) > 0. O

Observacién 2.4.10 Si M C R} es una superficie temporal y el operador de forma tiene una
representacion matricial en una base pseudo-ortonormal

[ﬂ:<£ig>’

y H=0= K, entonces H = a = 0, de manera que

[ﬂ:(£18)'

Corolario 2.4.11 Sea M C R? una superficie temporal:

= Si M es una superficie temporal y S es tal que

[ﬂ:<£i2)’

en una base pseudo-ortonormal, entonces la curvatura gaussiana es constante si y sélo si
la curvatura media es constante.

= Si S es no diagonalizable, entonces K > 0.

Demostracién Si [S] es como en el primer caso, entonces por la proposicién 2.4.8 H = a 'y
K = a2, por lo tanto una curvatura es constante si y sélo si la otra lo és.

Si S no es diagonalizable entonces, o bien K = a? + b?, o bien K = a?, asi en ambos casos
K >0. O



Capitulo 3

Geometria diferencial de superficies

En el presente capitulo se expondran algunas proposiciones y algunas herramientas més so-
fisticadas que nos preparan el camino para resolver nuestra pregunta que nos queda, jde qué
forma son las superficies temporales que cumplen que tanto la curvatura media y
gaussiana son constantes e iguales a cero?

3.1. La conexién de Levi-Civita y el tensor de curvatura

Usaremos un par de notaciones usuales en el tratamiento de campos vectoriales, denotaremos
como X(R$) el espacio de los campos vectoriales, en particular dada una superficie M C R} el
espacio de los campos vectoriales que son tangentes a M se denota como X(M).

Hemos hablado ya de derivadas direccionales, a saber, cuando se hablé del operador de forma,
bien podemos pensar en cualquier otro campo vectorial que no necesariamente sea la aplicacién
de Gauss y considerar su derivada direccional en la direccién de un vector v.

Definicién 3.1.1 Sea f : R? — R una funcién C* y v € R3, la derivada direccional de f en
la direccién v en el punto p € R? se calcula considerando una curva a : I C R — R$ tal que
a(ty) = py d(tg) = v para algin o € I, entonces

d

U’fza(

foa) li=t

Observacién 3.1.2 Podemos extender este concepto a un campo vectorial X € X(R3?), de
manera que

(X-filp)=X(p) - f

Una manera considerar un cierto tipo de segunda derivada entre campo vectoriales es a
través del corchete de Lie, mismo que ha de servir para definir el tensor de curvatura de R?. El
corchete de Lie como se vera a continuacién serd efectivamente un nuevo campo vectorial en

M.

Definicién 3.1.3 Sean X,Y € X(R?) campos vectoriales C* y sea f : R} — R una funcién
diferenciable, el corchete de Lie [X, Y] estd dado por

(X Y] f=X-(Y-[) =Y -(X-f)

34
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El concepto de conexién nos permite derivar campos vectoriales, se escribe como DxY y se
lee como la derivada de X en la direccién de Y para campos vectoriales X,Y € X(R?).

Definicién 3.1.4 Una conexién en R} es un campo vectorial D : X(R}) x X(R}) — X(R3)
que cumple las siguientes propiedades:
Sea F:R} - R, X,V, Ze€ X(R}) y A € R.

L] DFyX - FDyX,
» (Regla de Leibniz) Dx(FY) = (X - F)Y + FDxY,
" DaxivZ =ADxZ +DyZ, D AX+Y =ADz; X + DyY.

En particular si una conexién D satisface lo siguiente decimos que la conexién es una conexién
de Levi-Civita.

» (Compatibilidad con la métrica) X - (Y, Z) = (DxY,Z) +(Y.DxZ), y
» (Libre de torsiéon) DxY — Dy X = [X,Y].
La conexién D definida en R? para dos campos vectoriales X e Y estd dada por
DxY = (X Y1, X - Y2, X - V3),

donde Y = (Y7, Y3, Y3). Usando las propiedades antes mencionadas sobre la derivada direccional
se puede probar que la conexién D de R} asociada con la métrica de Lorentz es efectivamente
una conexién de Levi-Civita, mds ain en [7] se muestra que de hecho es la tnica.

Ademas la propiedad de libre torsion de la conexién nos da una manera de calcular el corchete
de Lie dados dos campos X,Y € X(R?).
Dado que el plano tangente a una superficie 7, M es un subespacio vectorial, por la proposiciéon
1.4.5 podemos descomponer cualquier vector y mas en general cualquier campo vectorial X €
X(R3?) de la siguiente manera:

X=X+ X+

donde X7 € X(M) es llamada parte tangente de X y X+ € T,M* parte ortogonal de X, en
particular se tiene la siguiente descomposicion en suma ortogonal:

DxY = (DxY)T + (DxY)*

Definicién 3.1.5 (La conexién inducida en una superficie y la segunda forma fundamental)
La conerion inducida en una superficie M se define como (DxY)T y se denota como VxY, la
segunda forma fundamental se extiende a campos vectoriales como (DxY)! y esta se denota
de la misma forma que antes, a saber I7(X,Y).

Observacién 3.1.6 (Férmula de Gauss) Siguiendo una simple sustitucién tenemos que
(DxY)' +(DxY)" = DxY = VxY +1I(X,Y),

esta tltima igualdad se conoce como la formula de Gauss.
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También se puede ver que si X € X(M) y £ es la aplicacion de Gauss de M tenemos que
S(X) = —Dx¢& tal y como se defini6 el operador de forma, solo que ahora extendido a un
campo vectorial.

La siguiente proposiciéon muestra que la definicién que acabamos de dar sobre la segunda forma
fundamental y la que se habia dado anteriormente coinciden.

Proposicién 3.1.7 La segunda forma fundamental 17 : X(M) x X(M) — (T,M)*, satiface la
siguiente igualdad: Sean X, Y € X(M) y & la aplicacién de Gauss de M. Entonces

II(X,Y) = e(S(X),Y)¢

Demostracién Por definicién I1(X,Y) € (T,M™*), por consiguiente I = A(p)¢, con \ :
M — R, entonces (I1(X,Y),£) = e\, asi A = e([1(X,Y), ) tenemos entonces que [1(X,Y) =
e(I1(X,Y),&)¢, donde € = (£,£) = £1, ademds por otro lado como Y € X(M) tenemos que
(Y,&) =0, entonces 0 = X-(Y,§) = (DxY, &)+ (Y, Dx§), de manera que (DxY,§) = —(Y, Dx¢§)
por la propiedad de compatibilidad con la métrica, pero

(DxY, &) = (VxY + 1I(X,Y),§) = (VxY, &) + ([1(X,Y),£)

= (II(X,Y),£) = =(Y, Dx§) = (¥, 5(X)),

usando la férmula de Gauss y el hecho de que VxY € X(M) y que por tanto (VxY, &) = 0.
Asi (11(X,Y), &) = (S(X),Y), sustituyendo obtenemos

II(X,)Y)=€(II(X,Y),£)¢ = e(S(X),Y)E.
U

Ademas utilizaremos el concepto de curva integral de un campo vectorial X € X(M) que
geométricamente significa tomar una curva cuyo vector velocidad es precisamente el campo X.

Definicién 3.1.8 Sea M C R? una superficie no degenerada y X € X(M), una curva integral
a: I C M es una curva que cumple que X (a(t)) = o/(t)

Definimos también el concepto de curva geodésica de R} que geométricamente indica la
distancia mas corta entre dos puntos. Como se dara cuenta el lector esta definicion depende de
la conexién D del espacio y dado que dicha conexién coincide con la conexién de R?, las curvas
geodésicas son las mismas que en R3.

Definicién 3.1.9 Una curva v : I C R — R? es una geodésica del ambiente R? si es tal que
7"(t) = 0 para todo t € I.

Observacién 3.1.10 Una curva geodésica en R} es una recta pues 0 = D' (t) = 7"(t) y
las curvas cuyo vector aceleracién en constante cero son las lineas rectas.

Otra herramienta que nos servira para poder probar la veracidad de una ecuacién muy
importante sera el llamado tensor de curvatura del espacio ambiente R3.

Definicién 3.1.11 Dados X,Y,Z € X(R3), el tensor de curvatura RP” : X(R$) x X(R3) x
X(R}) — X(RY)
RP”(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dxy)Z.

Una similitud mas de R con el espacio euclidiano R? nos hace ver que para cualesquiera
campos X,Y,Z € X(R3) el tensor de curvatura es constante cero, propiedad que también se
observa en el caso euclidiano.
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Proposicién 3.1.12 Dados X, Y, Z € X(R3),se cumple que
RP(X,Y)Z =0.

Demostracion La demostracién procedera con el célculo de los distintos términos que con-
forman el tensor de curvatura,

Dx(DyZ) = Dx(Y - Z1,Y - Z5,Y - Z3) = (X - (Y - Z1), X - (Y - Z5), X - (Y - Z3)), (1)

Dy(DxZ) = Dy(X - Z1,X - Z3, X - Z3) = (Y - (X - Z1),Y - (X - Z3),Y - (X - Z3)),  (2)

Y por ultimo
Dixy)Z = ([X.Y]- Z,[X,Y] Z5,[X,Y] - Zy)

— (X (V- Z) =Y (X-Z).X (Y- Zo) =Y - (X 2o, X - (Y - Z1) =V - (X - Z4)),

Por lo tanto si restamos (1)-(2) obtenemos Dixy1Z, explicitamente Dixy)Z = Dx(DyZ) —
Dy (DxZ), despejando tenemos que

Dx(DyZ) — Dy(DxZ) — Dixy|Z = RP(X,Y)Z = 0.

3.2. La ecuacion de Codazzi

Definicién 3.2.1 Sea M C R} una superficie no degenerada, p € M y S, el operador de forma
de M en p, la derivada covariante de S,, esta dado por (VxS)(Y) = Vx(SY)—S(VxY), donde
X, Y € X(M).

Proposicién 3.2.2 Sean X,Y,Z € X(M), se cumple ((VxS)(Y),Z) = (Y, (VxS)(Z)), es
decir, VxS es autoadjunto con respecto a los campos vectoriales tangentes a M.

Demostracién Sea M C R} una superficie no degenerada, p € M, S, el operador de forma
de Menpy X,Y,Z € X(M), por la compatibilidad con la métrica se tiene que

X-(S(Y),Z)=(VxS(Y),Z)+(S(Y),VxZ),
despejando
(Vx5(Y),2) = X -(5(Y),2) = (5(Y), VxZ),

Entonces,

(VxS)(Y), Z) = (Vx(5Y), Z) = (S(VxY), Z)
=X (5(Y),2) = (5(Y),VxZ) — (VxY,5(2))
=X -({Y,5(2)) = (Y,5(Vx2)) — (VxY,5(2))
= (Y, Vx(S5(2)){=(Y,5(Vx2)) = (Y, (Vx5)(Z)).
0

Teorema 3.2.3 Sea M C R? una superficie no degenerada, p € M, S, el operador de forma
de M enpy X,Y € X(M), entonces

(VxS)(Y) = (Vy5)(X). (3)
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Demostracién Sean XY € X(M) y ¢ la aplicacién de Gauss de M,
(VxS)(Y) = Vx(SY) = S(VxY) = =Vx(Dy§) + Dy,v§

= —Dx(Dy&)" 4+ Dyyv& = —(DyDx& + Dixyi€)" + Dyyvé
= —(DyDx&)" — Divyy-vyx)§ + Dyyvé = —(DyDx&)" + Dy, x§
— (DyS(X))T = S(VyX) = VyS(X) — S(Vy X) = (VyS)(X).

Se usé fuertemente el hecho de que el tensor de curvatura de R$ es cero, la propiedad de libre
torsién de la conexién y la definicién del operador de forma S. U

NOTA: A la ecuacion (3) se conoce como la ecuacién de Codazzi.

3.3. Superficies umbilicas

Definicién 3.3.1 Sea M C R? una superficie no degenerada; decimos que M es umbilica si
existe A : M — R funcién diferenciable tal que para todo X € X(M) se cumple que S(X) = AX,
donde S denota el operador de forma de M.

La siguiente proposicién nos muestra que si ademas la superficie es conexa entonces el factor
A debe ser una funcién constante, el hecho importante a resaltar es que en la definiciéon anterior,
para un determinado campo X € X(M), la funcién toma un valor y para otro campo Y € X(M)
otro valor, pero en el caso de que la superficie sea conexa ambos valores de A\ coinciden.

Proposicién 3.3.2 Sea M C R? una superficie umbilica y conexa, entonces la funcién A de la
definicion 3.3.1 es constante.

Demostracion Como resultado de aplicar la definicion y la ecuacion de Codazzi, tenemos lo
siguiente: para cualesquiera X,Y € X(M)

(VxS)(Y) = Vx(SY) — S(VxY) = (Vy8)(X) = Vy(SX) — S(VyX),

en particular para un par de campos linealmente independientes que cumplen que V)Y (p) =
VypX(p), a este par de campos se les suele llamar marco ortonormal geodésico y hacen que
la ecuacién arriba descrita se simplifique Vx(SY) = Vy (SX), ahora aplicamos la hipdtesis de
que M es umbilica y la regla de Leibnitz

Vx(SY) = Vx(AY) = (X - DY + AVxY = Vy(SX) = Vy(AX) = (V- )X + A(Vy X).

Puesto que elegimos {X, Y} como marco ortonormal geodésico la igualdad anterior se reduce

y dado que {X, Y} es un conjunto linealmente independiente la igualdad anterior sélo se cumple
si A tiene derivada direccional cero en T, M, siguiendo este mismo razonamiento en cada punto
p € M se concluye que A es una funcién cuya derivada direccional en cualquier direccién es
cero y en cualquier punto de M, por lo tanto A es una funcién constante. [l

Ahora podemos caracterizar a todas las superficies umbilicas de R?; este resultado fue
tomado de [7] de la proposicién 5.1.1.
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Teorema 3.3.3 Sea M C R} una superficie umbilica y conexa, entonces M o es parte de un
plano, o bien es parte de una superficie de De Sitter S(r), o bien es parte del plano hiperbélico
de radio r H?(r).

Demostracién Sea S el operador de forma de M; por hipdtesis S(X) = AX, con A € Ry
X e X(M).

Si A = 0, entonces S = 0, por el teorema 2.4.5 se sigue que M es parte de un plano. Si A # 0,
entonces tomamos un campo Z(p) :=p + %5’ (p), donde € es la aplicacion de Gauss definida en
M, sea X € X(M), entonces

Dx7Z = Dx(p+ %E) + Dxp+ ;Dxf =X - ;S(X) =X - %)\X =0,
una observacién simple muestra que Dxp = X, pues si p = (z,y, 2), entonces Dyp = (X -z, X -
y, X - 2) = (X1, X9, X3) = X. Dado que DxZ = 0 para todo X € X(M) entonces concluimos
que Z = (a,b,c), es decir, es un campo constante, de manera que (Z(p) — p, Z(p) — p) =
%(5 (p),&(p)) = )\—126, por lo tanto el campo vectorial Z(p) —p es el normal unitario a la superficie
y es el vector de posicién de los puntos que van de p a Z(p), por lo tanto M, o bien parte de

plano hiperbdlico, o bien es parte de la superficie de De Sitter centrada en Z(p) y de radio ﬁ
O

Corolario 3.3.4 Sea M C R? una superficie conexa temporal tal que el operador de forma
S :T,M — T,M tiene dos valores propios nulos, entonces M es umbilica, es decir, o bien M es
parte de un plano temporal, o bien M es parte de una superficie de De Sitter.

Demostraciéon Dado que S es una transformacion lineal autoadjunta en un plano tipo tiempo
(pues M es temporal), entonces por la proposicién 1.4.18 se sigue que S = A\l d, es decir, M es
umbilica. Si A = 0, entonces S = 0 y por el teorema 2.4.5 se sigue que M es parte de un plano
temporal, pues M es temporal. Si X\ # 0, entonces por el teorema 3.3.3 M es parte del plano
hiperbdlico, o bien es parte de una superficie de De Sitter, pero el plano hiperbdlico es espacial,
asi solo queda la opcién de que M sea parte de una superficie de De Sitter. U



Capitulo 4

Superficies planas y minimas

4.1. Superficies regladas

Las superficies M C R? que vamos a considerar estdn paramétrizadas por ¢(s,t) = v(s) +
tW(s), donde v, W : I C R — R? tales que (7/(s),7/(s)) = (W, W) =0y (7/(s), W) # 0, se
puede deducir que (W'(s), W(s)) = 0. La siguiente proposicién nos muestra cémo calcular las
curvaturas H y K a través de la parametrizacién dada.

Proposicién 4.1.1 Sea M C R? una superficie parametrizada por ¢(s,t) = v(s) + tW(s),
donde 7, W : I C R — R} tales que (7/(s),7/(s)) = (W, W) =0y (v(s), W) # 0, Entonces

_ (W'(s),7/(s) x W(s))*
h= (v/(s) + tW'(s), W(s))2(~'(s), W(s))2’ (1)

y;
H = (M(s)W(s) = W(s),§). (2)

Demostracién Para obtener los calculos de las curvaturas usaremos la base {p;, ¢;} de T,M
y procederemos a calcular los coeficientes E, F', G, e, f y g. Derivando tenemos que ¢, =
Y (s) +tW'(s), or =Wi(s)y

(7'(s) + tW'(s)) x W(s)
| (7'(8) +tW(s)) x W(s) |

5 =
es la aplicacién de Gauss y € = (£,£) = 1, con lo cual:
E = (g5 05) = (7 (s) +tW'(5),7/(s) + tW'(s)) = 2t + 2 (W'(s), W'(s)),

F = (ps, 1) = (7'(s) + tW'(s), W(s)) = (+/(s), W(s)) ¥
G = (e, 00) = (W(s), W(s)) =0,
asf que Detl = EG — F? = —F? = —(+/(s),W(s))? < 0, con lo cual M es una superficie
temporal.
De manera similar @gs = 7" (s) + tW”"(s), v = W'(s) y ¢u = 0, por lo que:
1

| (/(s) + tW'(s)) x W(s) |<W/(5)7 (’Y/(S) + tW/(S)) x W(s)),

e = <§0537§>7 f = <¢St7€> -
pero

| (Y (s) +tW'(s)) x W(s) |= V| (/(s) +tW'(s)) x W (s), (7 (s) +tW'(s)) x W(s)) |

40
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= VI {(7'(s) +tW/(5),7/(s) +tW'(5))(W (s), W (s)) — (7/(s) + tW'(s), W(s))? |
= VI {(7'(s) +tW/(s), W(s))2 | = (7 (s) + tW'(s), W(s)).

Sustituyendo tenemos que

f= (W'(s), (+/(s) +tW'(s)) x W(s))

(V' (s) +tW'(s), W(s))

1

T (Y (s) + tW'(s), W(s)) (W'(s5),7/(s) x W(s)).

Y por ultimo
9= {pu,§) =0.
Sustituyendo en la férmula del célculo de K, tenemos

9= PP W) () X WD () + (), W(s))?
EG—1" P /(). W) |

Por lo tanto,
_ (W'(s),7'(s) x W(s))?
(Y'(s) + tW'(s), W(s))*(v'(s), W(s))*

Ahora para calcular H, veamos que V.,V es linealmente dependiente de W (s), 0 = (W, W) =
Y (s)- W, W) =2(D, W, W) =2(V, W+ I+, W), W) =2(V, W, W), por lo tanto V., W es
ortogonal a W.
Supéngase que {V.,WW, W} es un conjunto linealmente independiente, entonces V.,W es espa-
cial pues W es nulo y un vector que es ortogonal a un vector nulo solo puede ser un multiplo de
¢l mismo o un vector tipo espacio, pero estamos bajo el supuesto de que V.,W es linealmente
independiente de W, entonces ambos siendo vectores tangentes a M generan un plano tangente
tipo luz, lo cual es absurdo pues como vimos antes M es una superficie tipo tiempo.
Por lo tanto V.,WW = A(s)W, por otro lado tenemos que

oo =W'(s) = DyW =V W + II(y,W) = A(s)W + I1(~/, W),

despejando obtenemos que I1(7/(s), W(s)) = A(s)W(s) — W'(s).

Usando la proposicién 2.2.8 tenemos que el vector de curvatura media estd dado por H =
II(X,Y), donde {X,Y} una base pseudo-ortonormal de T,,M,

tenemos que

]’_VI _ II(/Y/(S), W(S)) _ )\(S)W(s) _ W/(S)
<7/(S)7 W(5)> <’Y,(S), W(s)> !

recordando que H = e(H ), entonces

H = (A(s)W (s) = W(s),§).

U
v(s) +tW (s), donde
y Wi(s) = A(s)W (s)

Demostracién Sustituyendo la condicién W’ (s) = A(s)W(s) en (1) y (2) se puede ver que
K=0y H=0. U



49 CAPITULO 4. SUPERFICIES PLANAS Y MINIMAS

A continuacién se presenta el cdlculo del operador de forma de la superficie parametrizada
como en la proposicion anterior.

Ejemplo 4.1.3 Tomando sin pérdida de generalidad el supuesto adicional (7, W) =
p = p(so,to) y @ : I C R — R? definida por a(s) = ~(s) + toW(s), entonces a(sq)
a'(s0) = s |p, de modo que

1. Sea

d d
Sp(ps Ip) = —2-(60.0)(5) lsmsg= — (7 + W) X W,

= —[(f" W) X WA (o + W) x W] = —[(" +tW") x W+ x W

expresando S, (s |s=s,) en la base pseudo-ortonormal {7, W}, tenemos lo siguiente

Sp(ps |s=s0) = (Sp(s), W)Y + (Sp(s), 1YW
= —[((y" +tW") x WW) + (v x W W)y = (7" +tW") x W) + (' x W,y )]W
= —[(y x W, W)y + (" +tW") x W+ YW].

Por otro lado, sea #: I C R — R} definida como 3(t) = v(so) + W (s0); entonces se cumple
que B(to) =py B'(to) = ¢t |i=t,, de manera que

d
— (' + W) x W |,=W'x W |,

Sp(pt li=to) = Tt

expresandolo en la base pseudo-ortonormal {+', W} tenemos que
Sp(pt li=te) = Sp(W(s)) = (Sp(eee), W)Y + (Sp(epe), YW
= (W' x W, W)Y + (W' x W,/ YW = (W' x W, 7" \W,
por lo tanto el operador de forma tiene una direccién principal en la direccion de W.

En forma matricial con respecto de la base {7/, W},

B —(y x W', W) 0
o= ( (W) X W) (WX W) ) '

Visto de otro modo si W'(s) = A(s)W (s), la matriz anterior se simplifica

[S] = ( _<(7"+t1/8”) x W, 8 ) '

De manera que resulta evidente que H =0 = K.
Como pudimos hacer ver en el calculo anterior el operador de forma tiene un vector propio
nulo. La siguiente proposicién muestra que éste es el inico vector propio.

Proposicién 4.1.4 Sea M C R? una superficie temporal tal que se parametriza localmente
como (s, ) = B(s) + to(s) con v(s) € TyM, (B(s), #(s)) = (u(s), v(s)) = 0, (3(s), v(s)) # 0
y v'(s) = yv(s) para todo s € I C R y algin v € R. Entonces v es el unico vector propio del
operador de forma S.
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Demostracién Antes de comenzar la prueba obsérvese que podemos suponer que (@s, ¢;) = 1,
pues si no es asf basta con tomar una reparametrizacién p(3,t) = 5(3) + tv(3), con 5 = s y
t= m, asi (¢z, ¢7) = 1. Supongamos concretamente que (@5, 1) = 1y p(so,t0) =p € M,
tenemos pues que

Ps = ﬁ/ + t’UI, ¥t =1, <908a @t) = <B/av> =1,

ademas

los > @il =[ (8" x v, 8" x v) |2

(5 )

= (@0 = 1,

Calculando la aplicacién de Gauss £ de M, tenemos

SOSXSOt / /
Ep)=r————=ps Xy = (B +1) xv=
s X @i '

(B xv)+t(v xv)= (8 xv)+ty(vxv)=(F xv).

Consideremos « : I C R — R3 tal que a(s) = (s) + tov(s) = ¢(s, to), es claro que a(sg) =py

o/(s0) = (B'(s) 4+ 10v'(8)) [s=so= s |p-
Calculemos el valor de S en la base {5, ¢} de T,M:

S Ip) = (60 0)(5) smu= - (E(p(s,10))) = — (8 x )
= 8" x vt B xv) = {87 x v+ A(B xv)] = (8" x 0) + () x v
= (~8" —18) x v,

expresemos S(gs |,) en la base pseudo-ortonormal {ps, ¢},
S(s Ip) = (S(s), @s) 0+ (S(0s), er) s = ((=B" = vB") x v, B'+ 1) o + ((=B" = vB') x v, v)ps

=((=B" = y8) x 0,8 + tv")or = [((=0" = 78') x v, B) + t{(=B" = vB') x v,2)] ¢
= [((=B"=2B") xv, B)+t((=B" =78 ) xv, yv)]er = [{(—=B"=78") xv, B)+t7{(=B"=7B") xv, v)] s
=((=B" = 8) x v,8)¢pr.

Para calcular S(¢; |,), consideremos @ : I’ C R — R? tal que @(t) = S(sg) + tv(so), también es
claro que G(to) = p ¥ & (to) lemto= 9t |pr asi

d

S ) =~ (€ 0T lit=

(€(plo0, 1) = — (8 x ) =0=0- 1],

Tenemos entonces que S(¢¢ |,) = S(v) = 0- ¢ [,= 0-v, es decir, v es un vector propio de Sy es
el tnico salvo vectores linealmente dependientes con respecto a v, esto ya que (p, no es vector
propio. O

Observaciéon 4.1.5 Un ejemplo de una superficie cuyo operador de forma no es diagonalizable
es precisamente la superficie anterior, pues el corolario muestra que S tiene un solo vector propio.

Proposicion 4.1.6 Sea M una superficie temporal tal que el operador de forma S tiene un
tunico vector propio nulo v € T, M, entonces M se puede parametrizar localmente como ¢(s,t) =
B(s) + tu(s), es decir, localmente es una superficie reglada.
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Demostracién Sea v € T,M el inico vector propio nulo del operador de forma S en p € M,
i.e., S(v) = v para algin A € R y sea ¢ la aplicacién de Gauss de M, entonces

I1(v,v) = €(S(v),v)§ = (A, v)€ = eX(v,v)€ =0,

por lo tanto D,v = Vv + I1(v,v) = V0.
Por otro lado para todo X € X(M) tenemos que

0=X"-(v,v) =2(Dxv,v),

asi (Dxv,v) = 0, en particular para X = v se tiene que (D,v,v) = (V,v,v) = 0, afirmamos que
V.,v = av, pues si fuesen linealmente independientes, dado que ambos son vectores tangentes
y V,v es ortogonal a v, V,v no puede ser tipo tiempo ya que v es nulo, y como suponemos
que V,v y v son linealmente independientes, entonces V,v es tipo espacio, asi que ambos al
ser vectores tangentes generan un plano tangente tipo luz, lo cual es una contradiccién ya que
T,M es temporal para todo p € M dado que por hipétesis M es temporal.

Por lo tanto V,v = av, si pensamos esta relaciéon en términos de una curva integral de v, es
decir, sea a : I C R — M tal que a(sg) =py V(s) := V(a(s)) = d¢/(s) donde « es una curva
tipo luz pues v es tipo luz, entonces V,v = o = ad/, por la proposicién 1.2.10 se tiene que «
es parte de una recta nula, con lo cual si tomamos w € T,M como el vector tal que {v, w} es
base pseudo-ortonormal de T,M y §: I' C I — M como su curva integral, entonces M se pude
parametrizar localmente como

o(5,1) = Bs) + to(s).

4.2. Superficiescon K =0y H=0

Teorema 4.2.1 Se M C R} una superficie no degenerada tal que su operador de forma S es
diagonalizable y H = 0 = K, entonces S,(v) = 0 para todo p € M y v € T,M y por lo tanto
M es parte de un plano.

Demostracion Como el operador de forma es diagonalizable tiene una representacion matri-

cial de la siguiente manera
. K1 0
[SP] - ( 0 Ko ) .

Ademés por hipdtesis tenemos que H(p) = 0 = 3(k1 + k2) = K(p) = K152, esto implica que
k1 = 0 6 bien ko = 0. Si k1 = 0 entonces ky = 0 pues k1 + k2 = 0, de manera similar si kKo = 0
entonces k1 = 0. Por lo tanto S, = 0 y por el teorema 2.4.5 M es parte de un plano. [l

Corolario 4.2.2 Si M C R? es una superficie espacial tal que H = 0 = K, entonces M es
parte de un plano.

Demostracion Toda superficie espacial tiene operador de forma diagonalizable segin el teo-
rema 2.4.3, de manera que podemos aplicar el teorema anterior y concluir que M es parte de
un plano. [l

Ejemplo 4.2.3 Sea M C R? el plano espacial generado por los vectores v = (4,3,2) y w =
(53, —84,0), dicha superficie tiene operador de forma diagonalizable pues S = 0 por ser un
plano y consecuentemente se tiene que H =0y K = 0.
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Figura 4.1: Superficie espacial con H =0y K = 0.

Con ello hemos demostrado una parte del problema principal: si una superficie es tipo
espacio y cumple que K = 0 = H, entonces es parte de un plano y viceversa. Falta ver qué
pasa cuando la superficie es tipo tiempo, como ya se menciono la superficie parametrizada por
¢(s,t) = v(s)+tW,donde vy : I C R — R3 con W un vector fijo, (v'(s),7'(s)) = (W, W) =0y
(v (s),W) =1 (en general (7/(s), W) # 0)para todo s en el dominio de v cumple que K =0 =
H, lo que sigue en el presente trabajo es mostrar que de hecho éstas son las tnicas superficies
temporales que cumplen la condicion K = 0 = H y por supuesto los planos temporales.

Teorema 4.2.4 Sea M C R? una superficie tipo tiempo con H = 0 = K, entonces o M es parte
de un plano o bien se puede parametrizar como (s, t) = v(s)+tTp, donde (y',~") = 0 = (Ty, Tp)
y Ty es un vector constante nulo.

Demostracion Sea S el operador de forma de M definido en un punto p € M, como hemos
visto anteriormente o [S] es diagonalizable para alguna base ortonormal de 7, M que junto con
la condicion de que H = 0 = K llegamos a que S = 0, o bien

[S]:<£1 2)

en alguna base pseudo-ortonormal de 7, M que de igual forma como ya se mencioné antes por
la hipétesis de que H = 0 = K este caso se reduce a que

5= (4 o)

Si S =0, por 2.4.5 se concluye que M es parte de un plano.
Consideremos el segundo caso, i,e., supongamos que

[S]:(j& 8)

en una base pseudo-ortonormal {W,Z}, por lo tanto S(Z) = 0 = 0 - Z, es decir, Z es una
direccién principal de S, sea v : I C R — R? la curva integral de Z.
Ahora obsérvese que [1(Z,7) = €(S(Z),Z) =0y 0= (Z,7Z) = X -(Z,Z) = 2(DxZ,7Z),
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por lo tanto (DxZ,Z) = 0, en particular para X = Z tenemos que (DzZ,Z) = 0 es decir
Dz 7 es ortogonal a Z, ademés DyZ = N Z + 11(Z,7Z) = VzZ pues 11(Z,Z) = 0, por lo
que DzZ = \Z, ya que si {DzZ, Z} fuese un conjunto linealmente independiente generaria un
plano tipo luz, lo cual es absurdo ya que todo plano tangente es tipo tiempo dado que estamos
bajo el supuesto de que M es temporal.
Si reescribimos esta conclusién en términos de la curva integral de Z tenemos que v/ = A y
dado que 7 es una curva nula se concluye que 7y es parte de una recta nula y por lo tanto ~
es geodésica de R3, pues v’ = 0 por ser una vy una recta, en particular M tiene segmentos de
linea recta en la direccion de Z.
Sea B : I C R — R? la curva integral de W, i.e., §'(s) = W(f(s)), de manera que podemos
parametrizar localmente a M como ¢(s,t) = ((s) + tZ(s), donde Z(s) = +/(s), i.e., M es una
superficie reglada.
Volvamos a la curva 7, la cual sabemos que es parte de una recta nula, es decir, v(s) = a(s)Tp
para alguna funcién a en R? derivable, entonces Z(s) = +/(s) = a/(s)Ty, asi p(s,t) = ((s) +
tZ(s) = B(s) + ta'(s)Tp, si 5 = sy t = ta'(s), entonces M se puede reparametrizar como
o(5,7) = B(E) + Ty, 0
Ejemplo 4.2.5 Sea M C R? la superficie parametrizada por ¢(s,t) = ~(s) + tTp, donde
v :(0,7) — R? definida como 7(s) = (sen s, coss,s) y Ty = (1,0, 1), por consiguiente tenemos
que

(7,7 =0=(To, To) y (7, To) = coss — 1

y también tenemos que ¢, ="y ¢; = Tp, de manera que la aplicacién de Gauss estd dada por

X 1
E(p(s,t)) = Ps 2P (—sens, 1 — coss, —sens)
| s x| (1 —coss)
esta superficie es del tipo de superficies presentadas en el ejemplo 2.3.4 donde se demostréd que
tales superficies tienen curvaturas gaussiana y media constantes cero.
Ahora haremos ver que su operador de forma tiene un solo vector propio nulo: sea p = ¢(sg, to) €

M y consideremos la curva a(s) = y(s) + t¢Tp, tenemos entonces que a(sg) = p y o'(sg) =
7/(50) = ¥s |P; asi,

d d 1
S(ps Ip) = (€ 0 ) [p= —|

1 sen s

1——coss<_ sens, 1 — coss, —sens)|

= —sens,1 —coss, —sens) + (cos s, —sen s, cos s)],
1 —coss 1—COSS( )+ )
expresando S(p; |,) en la base pseudo-ortonormal {Wf—fpt), ot = {ﬁ, To},

S(s p) = (S(s 1), 1) <90:0890t> n <S(<<:Z !it,;ps)

ts

pero
(S(s), 1) = 0y (S(ps), ps) = 1,

asi

¥
S((Ps |p) = <(,0 I;Ot>30t7

por lo tanto p; no es vector propio de S.
Por otro lado tomemos la curva § : R — R? dada por 3(t) = v(sg) + Ty, tenemos que B(tg) = p

y ' (to) = 1 |p, entonces

St ly) = (€0 B)(E) [y= — o

Cdt (1 —coss)

por lo tanto ¢, es un vector propio de S, ademas ¢; es un vector propio nulo.

(—sens,1 —coss,—sens) =0=0- ¢,
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\Z

N y

Figura 4.2: Superficie parametrizada por ¢(s,t) = v(s) +tTo y K =0, H = 0.

La siguiente superficie es un ejemplo mas de una superficie temporal con curvaturas gaus-
siana y media constantes cero.

Ejemplo 4.2.6 Sea M C R} parametrizada como ¢(s,t) = (s) + tT, donde 8 : (Fm, im) —

R? dada por B(s) = (sens,coss,s) y Ty = (1,1,4/2), la curva 3 es una curva nula pues
(B'(s),B(s)) =cos’s+sen’*s —1=0y (Tp, Ty) =1+1—-2=0.
Para calcular las curvaturas usaremos nuevamente el cdlculo a través de la parametrizacion:
s =0 e =To, pst =0y oy =0
por lo tanto
E = {psps) = (8,8) = 0, F = (g5, 1) = coss —sens — V2 #0, G = (g1, 1) = (Tp, To) = 0

de manera que det] = EG — F? = —F? < 0, es decir, M es una superficie temporal, si £ es la
aplicacién de Gauss, entonces € = (£,£) = 1, por otro lado

€= <90557€>7 f = <908ta€> =0 Yy g= <90tt7€> = 070
Asi

eqg — f? 0— 0?2
K p— p— pu—
W =gG=m o= "

Y

_leG-2fF+gF 0-0+0

2  EG-—F? - [ 0.

H(p)

El siguiente lema nos muestra una manera especial de parametrizar localmente cualquier
superficie tipo tiempo.

Lema 4.2.7 Sea M C R3 superficie temporal, entonces localmente existe ¢ : (a,b) x (¢, d) — R}
que parametriza a M en una vecindad de un punto p € M, tal que

(pr,p1) = 0, (s, 05) =0y (s, 00) = =h2(L, ),
donde A : (a,b) x (¢,d) — R y es positiva.

Con ello podemos mostrar de qué forma son todas las superficies temporales tales que H = 0.
Tal resultado fué tomado de [7] teorema 3.3.1.
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Figura 4.3: Superficie parametrizada por (s, t) = (sen s + t,cos s + t, s + /2t)

Teorema 4.2.8 Sea M C R? una superficie temporal. La superficie es minima (H = )
sélo si localmente se puede parametrizar como ¢(t,s) = a(t) + B(s) con (/(t),d/(t)) =

(B'(s),8'(s), a: (a,) CR = RY, B (c,;d) CR = Ry (o/(£), F'(s)) # 0.

||<<

Demostracion Primero probemos la suficiencia, es decir, supongamos que M se parametriza
localmente como ¢(t, s) = a(t)+ 3(s) y que cumple con las condiciones del teorema, calculando
los coeficientes de la primera forma fundamental tenemos que

E = (s, 05) = (B'(s),5'(s)) = 0

F = {p1,05) = {'(t), 5'(s))
G = (e, 1) = (/(s),d/(s)) = 0

Sustituyendo en las férmulas de la curvatura media dada una parametrizacion, se tiene lo

siguiente
leG —-2fF +gE

H(p)_€§ EG F2 _fF7

pero g = 0 con lo cual f = (pg,&) = 0.

Por lo tanto H(p) = 0, como p fue arbitrario se sigue que H = 0.

Ahora supongamos que H(p) = 0 para todo p € M, de manera que por el lema anterior M se
puede parametrizar localmente como ¢ : (a,b) x (¢,d) — R? con

(e, 00) = 0, (@s,0s) =0y (s, 1) = —h*(t, 5),

donde A : (a,b) x (c d) — R y es positiva.

Dado que {4, o5 (p 5} es base pseudo-ortonormal de T,M, entonces H= % = (S(¢s), ¥1),

como H =0y H(p) = H(p)&(p) = 0, entonces I1(p,, ;) = 0. Aplicando la férmula de Gauss
se tiene lo siguiente

Dy, pr = Vo, 00+ 1 (ps,00) = Vo, 00 = 0t
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= Pst = V(,Ot Ps
ademas
0= (Ps; Ps) = 2{V, 05, 0s)

= ¥s <90t7 (Pt> = 2<V<ps§0t7 90t>7

esto nos dice que V., ¢ es ortogonal a la base {¢y, s}, lo cual implica que ¢ = 0 pues la
métrica es no degenerada.

Ahora integramos con respecto a s, tenemos asi que p; = 7(t), si escogemos « curva en R?
como la curva integral de ¢y, i.e., (¢/(t) = ¢;) e integramos con respecto a t obtenemos

p = a(t) + B(s)

y es claro que o y 8 son curvas nulas pues ¢, = /(s) y ¢ = f'(t) y tanto ¢4 como @, son
nulos, lo que demuestra el otro sentido de la doble implicacién. [l

Ejemplo 4.2.9 Sea M C R} la superficie parametrizada por ¢(s,t) = a(s) + S(t), donde
a: R — R? dada por a(t) = (cosh s, s,senh s) y 8 : R — R? definida como 3(t) = (sent, cost,t),
es facil ver que (o/, /) =0= (5", 5") y (/, ') # 0.

Por el lema anterior esta superficie tiene curvatura media constante cero.

Figura 4.4: Superficie parametrizada por ¢(s,t) = (cosh s +sent, s+ cost,senhs+t) y H = 0.
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Figura 4.5: Superficie con = 0 vista desde otro angulo
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