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Introduccion

La geometria diferencial de subvariedades permite abordar problemas geométricos
con técnicas del calculo, ecuaciones diferenciales y analisis matematico. Con esto en
mente, sea M una n-subvariedad inmersa en un espacio euclidiano R™ con inmersion
isométrica asociada x : M — R™. Una de las formulas mas conocidas en geometria
diferencial de subvariedades, la férmula de Beltrami, afirma que Az = —nH , la
cual implica que —nAH = A2z, Claramente, si una subvariedad es minima, esto
es, H = 0, entonces A%x = —nAH = 0. Las subvariedades M que satisfacen que el
doble laplaciano de su inmersion es idénticamente cero se conocen como subvariedades
biarménicas. Es obvio que A%z = 0 si, y solo si AH =0 si, y s6lo si M tiene vector
de curvatura media armoénico. Por lo tanto, H=0 implica AH = 0. La conjetura
biarmoénica de Chen es la afirmacion reciproca. Méas precisamente, en el articulo [5],

de 1991, B. Y. Chen formul6 la siguiente conjetura.

Conjetura biarmonica (1991) : Toda subvariedad biarmoénica de un espacio eu-

clidiano es minima.

Aunque la conjetura original sigue abierta, se ha probado para algunos casos par-
ticulares, se han formulado conjeturas biarmoénicas modificadas y se han encontrado
contraejemplos para algunas de estas conjeturas modificadas. Se ha demostrado afir-
mativamente para los siguientes casos particulares: que las superficies biarmoénicas de

R3 son minimas [6] (ver también [17]); que hipersuperficies biarménicas de R™™! con
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a lo mas dos curvaturas principales distintas, son minimas [11]; que toda subvarie-
dad biarmonica de tipo finito en R™ es minima [12| (ver también [11]); que curvas
biarménicas de cualquier espacio euclidiano son minimas [12] (ver también [11]); que
subvariedades biarmoénicas pseudo-umbilicas de dimension distinta de 4, son minimas
[12]. No obstante, se han encontrado ejemplos que muestran que la conjetura es falsa
si el espacio euclidiano ambiente es reemplazado por un espacio pseudo-euclidiano
[8]. También se han construido ejemplos que muestran que la conjetura biarmoénica
original es falsa si se generaliza al caso de subvariedades biarmoénicas conformes de

espacios euclidianos [22].

Una de las conjeturas biarmoénicas modificadas esta motivada por un resultado con-
tenido en [4], que afirma que toda hipersuperficie biarmonica del n-espacio hiperbolico
H"(—1) con curvatura constante -1, con a lo méas dos curvaturas principales distintas,

es minima.
Mas precisamente, la conjetura biarmoénica modificada en cuestion es la siguiente:

Conjetura biarmonica de Chen generalizada (2001) : Cualquier subvariedad bi-

armonica de una variedad riemanniana con curvatura seccional no positiva es minima.

Sin embargo, recientemente, en el articulo 23|, del ano 2012, se encuentra un con-

traejemplo a la conjetura biarmoénica de Chen generalizada.

Otras dos conjeturas biarmoénicas modificadas, intimamente relacionadas a la con-
jetura biarmonica original, son las siguientes, las cuales se pretende que sean mas

faciles de resolver.

Conjetura biarmoénica para hipersuperficies : Toda hipersuperficie biarmoénica

de un espacio euclidiano es minima.

Version global de la conjetura biarmoénica de Chen : Toda subvariedad biar-

monica completa de un espacio euclidiano es minima.
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Esta tesis presenta una demostracion de un caso particular de la conjetura biarmoni-
ca de Chen, a saber, toda hipersuperficie biarmoénica de R* es minima. Esencialmente

es un estudio profundo del articulo [15] citado en la bibliografia.

El capitulo uno trata sobre la geometria diferencial intrinseca y extrinseca de una
subvariedad. Se prueba una condiciéon necesaria y suficiente para que una hipersu-
perficie de un espacio euclidiano sea biarmoénica; esta equivalencia afirma que una
hipersuperficie de un espacio euclidiano es biarmonica si, y sélo si una ecuaciéon que
involucra la curvatura media se anula y si la hipersuperficie en cuestion es una H-
hipersuperficie, esto es, hipersuperficies que tienen al gradiente de la curvatura me-
dia como vector principal (del operador de forma asociado a la hipersuperficie) con
correspondiente curvatura principal un multiplo constante de la curvatura media.
Finalmente se demuestra un corolario que se usara al final del presente trabajo, a
saber, que toda hipersuperficie biarmoénica con curvatura media constante debe tener

curvatura media que se anula en cualquier punto.

El capitulo dos tiene por objetivo estudiar exclusivamente H-hipersuperficies. El
proposito de este estudio es familiarizarse con las propiedades bésicas de esta clase
especial de hipersuperficies. Como premisa béasica se considera una vecindad donde el
gradiente de la curvatura media no se anula en ningiin punto. Luego, sobre esta vecin-
dad se define e,, como el campo vectorial gradiente normalizado de la curvatura media
y por medio de este campo vectorial se construye una distribucién n — 1-dimensional
D ortogonal a e, que genere variedades integrales con abundantes propiedades. Des-
pués se construye una parametrizacion local de la hipersuperficie en términos de una
parametrizacion local de una variedad integral generada por la distribucion D. Todo

esto se hace en general, con n entero positivo arbitrario.

El capitulo tres aplica los resultados obtenidos en el capitulo dos para el caso parti-
cular n = 3 y se examina que ocurre con la hipersuperficie cuando no tiene curvatura

media constante y sus tres curvaturas principales son iguales, dos son iguales (y una
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desigual) y cuando las tres son distintas entre si. Para los ultimos dos casos se presen-
tan teoremas que nos permiten conocer la forma geométrica de la H-hipersuperficie
y conocer explicitamente sus parametrizaciones locales especiales. Para el caso en
que dos curvaturas principales son iguales (y una desigual), la hipersuperficie resulta
ser una hipersuperficie rotacional con curvatura media no constante. Cuando las tres
curvaturas principales son distintas entre si la hipersuperficie es uno de los dos casos
siguientes: a) un cilindro generalizado sobre una superficie de revolucién en R?® con
curvatura media no constante o b) una hipersuperficie O(2) x O(2)-invariante con
curvatura media no constante. Todos estos resultados se resumen en un teorema de

clasificacion.

En el capitulo cuatro se supone que las H-hipersuperficies del capitulo tres son biar-
moénicas. Se demuestra que todas las H-hipersuperficies del teorema de clasificacion
tienen curvatura media constante, lo cual contradice todos excepto uno de los incisos
del teorema de clasificacion. En consecuencia sélo puede ocurrir que la hipersuperficie
biarmoénica tenga curvatura media constante, luego cero en virtud del corolario del

capitulo uno antes mencionado.



Capitulo 1

(Geometria intrinseca y extrinseca

1.1. Geometria diferencial intrinseca

En lo que sigue M serd una variedad riemanniana de dimensiéon n con métrica
g =(, )y conexion de Levi-Civita V. Muchos conceptos bésicos y resultados sobre
geometria riemanniana y semi-riemanniana pueden verse en [3], [19], [20] y [21]. Toda

el algebra lineal considerada en el presente trabajo puede encontrarse en [14].

Definicién 1.1. La derivada covariante total de un (¢, k)-campo tensorial mixto S

sobre M es un (¢, k + 1)-campo tensorial V.S sobre M dado por

VS(w1,~-,wl,X1,--~,Xk,Y) = (VYS)(w1,~~-,wl,X1,~~,Xk)
= Y(S(CL)],"',UJl,Xl,"‘,Xk))

l
— ZS(M,“' , Vywi, -+ wp, Xy, 7Xk)
i=1

k
- ZS(WD 7wlaXla"' 7VYX]'7"' 7Xk)
7j=1
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Definicion 1.2. El hessiano Hess f de una funcién diferenciable f sobre M se de-
fine como la derivada covariante total de su diferencial, es decir, Hess f := V(df).

Explicitamente tenemos que

(Hess [)(Y,X) = V(df)(Y,X) = (Vxdf)(Y) = X[df (V)] - (VxY)f
= XYf—(ViY)f.

Definicién 1.3. El gradiente de una funcion diferenciable f sobre (M, g, V) se define
como el campo vectorial grad f sobre M tal que g(X,grad f) = df(X) = X f para
cada X e I'(T'M).

Sobre un marco local ortonormal {Fy, Es, --- | E,,} de (M, g, V) el gradiente se puede

escribir como

grad f =Y (E;f)E;

Definicién 1.4. La divergencia div X de un campo vectorial X € I'(T'M) es una

funcion diferenciable que esta dada por

div X => " g(Vp X, E)

=1

sobre este mismo marco local ortonormal.

Definicion 1.5. El laplaciano Af de una funcién diferenciable f sobre M se define

como menos la divergencia de su gradiente, esto es,
Af = —div (grad f).

Observacion 1.6. Sea p € M y {e1,es, -+ ,e,} una base ortonormal para T,M. La
base anterior se puede extender a un marco local ortonormal {Ey, Fs, -+, E,} de M

tal que Vg, Ej|, = 0 para cada i,j = 1,--- ,n. Con estas hipdtesis y con ayuda de
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la expresion local para el gradiente y la divergencia, el laplaciano A f de una funcion
diferenciable f evaluado en el punto p esta dado por

n

Aflp == (EEif),.

i=1

Observacion 1.7. Si M es una subvariedad de R™, el laplaciano A se puede exten-
der de manera natural a mapeos diferenciables R™-valuados sobre M. En efecto, si
v: M — R™ es una funcion diferenciable y si {E;, Es, -+, E,} es un marco local
ortonormal sobre M, entonces

n

Av = Z(DinEiU — DEiDEiU);

=1

donde D es la conexién de Levi-Civita de R™.

1.2. Subvariedades e inmersiones isométricas

En esta seccion introduciremos los conceptos basicos sobre los que estaremos traba-
jando. Consideraremos subvariedades de variedades riemannianas. La mayor parte de

los teoremas que se enuncien se daran sin demostraciéon, que se pueden encontrar en

[10].

Sea x : M — N una inmersion de una n-variedad riemanniana conexa en una m-
variedad riemanniana N. Como toda inmersion es localmente un encaje, cualquier
punto p de M tiene una vecindad U tal que z|y : U — N es un encaje y z(U) es
una n-subvariedad encajada de N. Si identificamos U con z(U) entonces la inclusion
U — N es también un encaje y podemos considerar el espacio tangente 7,,M como
subespacio vectorial de T, N. Por lo tanto T),N es la suma directa T,N = T, M &T, M~
donde T, M* es el complemento ortogonal de T,M en T,N. De esta descomposicién

obtenemos un haz vectorial TM* = | | genr ToM L sobre M, llamado el haz normal de



8 Geometria intrinseca y extrinseca

M. De esta manera, el haz vectorial TN |y = | | gem LoV es la suma de Whitney del
haz tangente y del haz normal de M, esto es, TN|y = TM & TM+*.

Con respecto a esta descomposicion tenemos, respectivamente, las proyecciones tan-

gencial y normal,
(X)" TNy = TM & ()" :TN|y — TM*.

Sea D la conexion de Levi-Civita de V. Dados dos campos vectoriales V,W € T'(T'N)

sobre N, tenemos que
DyW = (DyW)" + (DyW)*

sobre M. En particular, dados dos campos vectoriales X, Y € TI'(TM) sobre M,
podemos extender estos dos campos a campos vectoriales sobre N, de donde se sigue

que
DxY = (DxY)" + (DxY)*

sobre M. En virtud de la unicidad de la conexiéon de Levi-Civita de M, tenemos que
(D)T es la conexion de Levi-Civita de M pues es una conexion libre de torsién y

compatible con la métrica de M. Denotaremos esta conexion por V.

Definicién 1.8. La aplicacion o : (T M) x (T M) — T'(T'M*) dada por a(X,Y) :=
(DxY)?t, es llamada segunda forma fundamental. Esta aplicacion es simétrica y bi-

lineal sobre el anillo C*°(M) de funciones diferenciables de M en R.

Observacion 1.9. En virtud de que la segunda forma fundamental es simétrica y
bilineal sobre C* (M), se sigue que la evaluacion a(X,Y)(p) de a(X,Y’) en el punto
p € M s6lo depende de los valores de X y Y en el punto p.

Definicién 1.10. Féormula de Gauss. Sobre M,
DxY =VxY +a(X,Y)

para cada X,Y € I'(T'M).
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Con respecto a la métrica riemanniana g sobre M inducida por la métrica del espacio
ambiente N, M es una variedad riemanniana (M, g) y la inclusion M <— N es una
inmersion isométrica. Por todo lo anterior, para la teoria de subvariedades de N es

suficiente considerar inmersiones isométricas x : M — N.
Definicién 1.11. Consideremos campos vectoriales X € I'(TM) y & € T(TM*1).

Denotemos por A¢X la componente tangencial de —Dx¢.

La aplicacion A : [(TM) x T(TM*) — T(T'M) dada por A(X,£) = A¢X es bilineal
sobre C*°(M). Luego A : I'(T'M) — I'(T'M) es lineal sobre C*(M). La aplicacion A

es llamada operador de forma.

Observacion 1.12. Como 0 = X(£,Y) = (Dx&,Y) + ({,DxY) para cada Y €
[(TM), la formula de Gauss implica que

(A X,Y) = (a(X,Y),6).

En virtud de que « es simétrica, la igualdad anterior implica que A¢ es un operador
autoadjunto, esto es, (A:X,Y) = (X, A¢Y) para todo X,Y € I'(T'M).

Observacion 1.13. Para cada Y € ['(TM) y £ € I'(TM*'), el operador Vy A¢

también es autoadjunto.

Definicién 1.14. La componente normal de Dx¢, la cual denotaremos por V¢,
define una conexién compatible con la métrica sobre el haz normal TM~*. Decimos
que V4 : T(TM) x T(TM*) — T'(TM™) es la conexién normal de M.

Definiciéon 1.15. Formula de Weingarten. Sobre M,
Dxé = —A:X + V&

para cada X € T(TM) y £ € T(TM™).

Por otra parte, recordemos que sobre una variedad arbitraria (N, D), el tensor de
curvatura R : (T N)xD(TN)x (T N) — ['(T'N) y el tensor asociado Rm : [(TN)x
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I'(TN) x T(TN) x T(TN) — C®(N) estan definidos por R(X,Y)Z := DxDyZ —
DyDxZ — Dixy1Z y Rm (X,Y, Z,W) := (R(X,Y)Z, W) respectivamente.

Aplicando la féormula de Gauss y las definiciones de los tensores de curvatura se

deduce la siguiente ecuacion.

Proposicion 1.16. Ecuacion de Gauss. Si M es una subvariedad riemanniana de una

variedad riemanniana N con o sequnda forma fundamental asociada a M, entonces
para cada X,Y, Z, W € T'(TM),

Rm (X,Y,Z,W) = Rm (X,Y,Z,W) — (a(X, W), a(Y, Z)) + (a(X, Z), (Y, W)).

En virtud de la teoria de curvatura gaussiana y seccional, que podemos encontrar

en [20], tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.17. Sean Hy una superficie riemanniana de una variedad riemanniana
N™ con respectivos tensores de curvatura Rm y Rm, curvatura gaussiana y seccional
K y K, y sea h la sequnda forma fundamental asociada a Hy. Si{ey,eq, - ,em} €s

un marco local ortonormal de T'N adaptado a Hy, entonces

K(el, 62) = K(el, 62) — <h(61, 61), h(eg, €2)> + <h(€1, 62), h(@l, 62)>. (11)
Demostracion. Solo especializamos la ecuacion de Gauss y tomamos ey = X =Wy
ea =Y =17. m

Nuestro objetivo ahora es enunciar las ecuaciones de Codazzi y Ricci, las cuales
son de importancia capital en la teoria de subvariedades riemannianas. Pero antes

proporcionemos unas definiciones.

Definicién 1.18. Para cada XY, Z € I'(T'M),

(Va)(Y, Z) == V=a(Y,Z) — a(VxY, Z) — oY,V Z).
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El tensor de curvatura Rt : T(TM) x I(TM) x I'(TM+) — T'(TM~) del haz normal

T M~ se define como

RHY(X,Y)¢ = Vx Vi — VyVxE — Vix y€

De la definicién de R y de las formulas de Gauss y Weingarten se sigue la ecuacion
(B(X,Y)2)* = (V£a)(V Z) - (VEa)(X, 2) (1.2

para cada X, Y, Z € I'(TM) y la ecuacion
(R(X,Y)E)F = R (X, Y)E+ a(AcX,Y) — (X, AY) (1.3)

para cada X,Y € I'(TM) y € € T'(TM*). Si multiplicamos la ecuaciéon 1.3 por un

campo vectorial normal n € T'(TM™1) resulta

donde [A¢, A,)] == A¢ 0 A, — A, o A¢. Similarmente, la ecuacion 1.2 puede escribirse
como
(R(X,Y)6)" = (VyA)(X,€) — (VxA)(Y.£) (15)

donde por definicién
(VyA)(X, f) = VYAgX — AgVyX - Av;gX
= (VyAg)(X) — Ay X.

Si la variedad ambiente N es de curvatura seccional constante ¢, entonces para cada
X,Y,Z e T(TN),

R(X,Y)Z =c({Y,Z)X — (X, 2)Y).

En consecuencia, si X,Y,Z € T'(TM) y £, € T(TM*), entonces las ecuaciones 1.2

y 1.5 quedan como

(Vxa)(Y.2) = (Vya)(X,Z) &  (VyA)(X,§) = (VxA)(Y.§)  (L6)
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y la ecuaciéon 1.4 como
<RL(X7 Y)ga 77) = <[Af’ An]Xa Y>
En particular esto sucede en el caso de la variedad ambiente (R™, D).

Definiciéon 1.19. Ecuacion de Ricci. Si M es una subvariedad de R™, entonces para
cada XY € (TM) y &n e T(TM™),

(RH(X,Y)Em) = ([Ae, 4] X,Y). (1.7)

Mas atn, si nos restringimos a una variedad ambiente con curvatura seccional cons-
tante y una subvariedad de codimensiéon 1 con un campo vectorial normal £ de norma
constante (unitario por ejemplo), la ecuacién 1.6 tiene como corolario la siguiente

ecuacion, cuya demostracion puede verse en ([21], Corolario 34 (2)).

Definiciéon 1.20. Ecuacion de Codazzi.

(VxA)(Y) = (Vy Ae)(X) (1.8)
para cada X, Y € I'(T'M).

Definicién 1.21. Sea M una n-subvariedad de N"** y sea &,&,---,& : U —
T M+ un marco local ortonormal del haz normal TM+ de M. Definimos el vector de

curvatura media H : U — T M~ como

1 k
— Z (traza Ag,)&;,
i=1

3

el cual es una secciéon local del haz normal TM* de M, es decir, H es un campo
vectorial normal (local) de M. De la definicién se sigue que el vector de curvatura

media no depende del marco local ortonormal.
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Definicién 1.22. Sea {Ey, Fs, -+, E, : U — TM} un marco local ortonormal de

M. El cuadrado de la longitud de la segunda forma fundamental se define como

S=>|a(E;, E)*.

ij=1
Proposicion 1.23. Sobre este mismo marco local ortonormal el vector de curvatura

media H se expresa como
n

L
H:=— EiaEia
n;M )

Demostracion. Sea {Ey,- -+, E,, &, -+, &} la completacion de { E;} a un marco local

ortonormal de N con {&;} marco local ortonormal del haz normal TM*. Finalmente

k k n
nH = Z(traza Ag)é = Z Z<A5] Ei, Ei)| &
=1 j=1 Li=1
n k n
= [Z<&(EzaEl)7£j>£J] = ZQ(E“EJ
i=1 Lj=1 i=1

]

De ahora en adelante la variedad ambiente N seré la variedad riemanniana R™ con

la métrica y la conexion euclidiana usual.

Una de las férmulas mas importantes en geometria diferencial de subvariedades es la
llamada férmula de Beltrami para subvariedades riemannianas del espacio euclidiano

R™. Este y otros resultados de esta seccion pueden consultarse en [6].

Proposicion 1.24. (Fdérmula de Beltrami). Sea x : M — R™ una inmersion isométri-

ca de una n-variedad riemanniana M en el m-espacio euclidiano R™. Entonces

Az = —nH.

Otra de las formulas basicas para subvariedades de R™, en vista de sus multiples

corolarios, es la que se menciona en el siguiente teorema.
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Teorema 1.25. Sea z : M — R™ wuna inmersion isométrica de una n-variedad

riemanniana M en el m-espacio euclidiano R™. Entonces

AH=AY"H+> a(Agee) + (AH)"
=1
donde
AV H|, ==Y (VEVLH),

i=1

es el laplaciano asociado a la conexion normal V*,

(AH)" = ggmd (H,H) + 2 traza Av.j

es la componente tangencial de AFI,

n
traza Ag. = g Avéﬁei
i=1

Y €1,€a, €, €S un marco local ortonormal tangente a M.
Demostracion. Seap € M y {ey,es,- - ,e,} una base ortonormal para T, M. La base
anterior se puede extender a un marco local ortonormal {Ey, Es,--- | E,} de M tal

que Vg, Ej|, = 0 para cada i,j = 1,--- ,n.

En virtud de las féormulas de Gauss y Weingarten, para todo par de campos vecto-
riales X,Y € I'(T'M) tangentes a M,

DyDxH = Dy(—AzX +ViH)
= —DyAzX + Dyvé‘(ﬁ
= —VyAgX —a(AzX,Y) = Ag, zY + VyViH.

Luego, si v € I'(TR™) es un campo vectorial constante arbitrario sobre R™, entonces

YX(H,v) = ~(Vy Az X, 0) = (a(AzX,Y),0) = (Ag, gY,v) + (V3 Vi H,v).
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Luego, en virtud de la expresion de (A(H, v)), sobre el marco local ortonormal que

estamos utilizando, se sigue que
AH =AY H + Z[Q(Aﬁei; ei) + (Ve Aglei + Ay geil.

Sea
n

traza (VAg) := Z(VeiAﬁ)ei
i=1
Si X es un campo vectorial tangente a M, entonces

(traza (VAg). X) = (3 (VaAglenX) = Y (VoAg)en X)
i=1 =1
= Z<€i, (VelAﬁ)X> = Z<€i, (VXAH’)el — Avg_(ﬁei + Avé‘zﬁX>
i=1 =1

n

= D _llei (VxAg)en) = (ei Agy gei) + (ei, Agy 7.X)]
=1

= ZK&L', (VXAﬁ)61> — <€Z', Av§g61> + <AVéif7€i’ X>]
=1

= > e (VxAg)e) — (e, Ags ges)] ZAM%
=1

= D e (VxAp)e) — (e, Agy gea)] + (traza Ag. 5, X)

i=1
donde en el segundo rengléon de la cadena de igualdades anterior hemos usado la

formula 1.6. Ademas

n n

Z<€i7(vXAﬁ)ei> = Z[X<€i:Aﬁei>_<vXez> Hez ZXeza Hez

i=1 i=1

— ZX ale;, e;), H) = X(Za(euei)>ﬁ>

= X<nH,H>:nX<ﬁ,ﬁ>
= n(X,grad (H,H)).
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También
S Agige) = Salenes), VEH) = (i, Vi H)
i=1 i=1
= n(H,viH) = gxm, H)
= 5lgrad (H, H),X).
Como X es arbitrario, se sigue el resultado. O]

Corolario 1.26. Sea M una subvariedad riemanniana de un espacio euclidiano. Si M

tiene vector de curvatura media paralelo en el haz normal de M, entonces (A]—:i)T =0

Y

n

AH = Za(Aﬁei,ei)
i=1
donde eq, ey, -+ , e, es un marco local ortonormal de T'M .

Demostracion. Claramente AV H = 0 y traza Ag, 5 = 0. Finalmente, para cada X
campo vectorial tangente a M tenemos (grad (H, H), X) = X(H, H) = 2(DxH, H) =
2((DxH)*, H)Y = 2(V+H,H) = 0. Por lo tanto grad (H, H) = 0 y en consecuencia
(AH)T =0y AH =" a(Ages, e). O

Definiciéon 1.27. Sea z : M — N una inmersion isométrica. M es llamada subvarie-

dad biarmonica si el vector de curvatura media es armonico, es decir, AH = 0.

La razén de esta terminologia se debe a que en virtud de la formula de Beltrami,
AH =0 si, y solo si A%z = A(Az) = 0, esto es, el doble laplaciano de la inmersion

z se anula.

Corolario 1.28. Si x : M — R™ es una inmersion isométrica, entonces M es
biarmonica si, y solo si se satisface el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

parciales semi-lineales fuertemente elipticas de cuarto orden:

AVLE[_FZO((AHI%Q):O & n grad <ﬁ,ﬁ>—|—4tmza Ag.ig=0.

i=1
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Demostracion. Obsérvese que las componentes tangencial y normal de AH son,
respectivamente, (Aﬁ)T v AV'H + v a(Agei, e;). Luego AH = 0 si, y solo si
(AHT =0y AV H + Yo a(Age;, e;) =0 si, y solo si

AVL[:'[_FZOC(AH@“Q)ZO &  ngrad <I:'[,I:7>+4t7’azaAvLﬁ:0.
i=1

]

Definicion 1.29. Una subvariedad M de una variedad riemanniana N se dice minima

si H es la seccion cero, es decir, si H = 0.

1.3. Hipersuperficies
Definicion 1.30. Una subvariedad de codimension 1 se conoce como hipersuperficie.

Ahora consideremos una hipersuperficie M del espacio euclidiano R"*!. Como los
siguientes resultados son de naturaleza local, podemos asumir que M es orientada y
tiene un campo vectorial N unitario y normal a M. Como («(X,Y), N) = (AnX,Y)
si, y solo si (AyX,Y)N = a(X,Y) se sigue que la formula de Gauss se puede escribir

como

DxY =VxY + (AyX,Y)N

donde X y Y son campos vectoriales tangentes a M. De ahora en adelante A := Ay,

a menos que se especifique lo contrario.

Podemos escribir el vector de curvatura media como H = HN para una tnica funciéon
diferenciable H porque M es una hipersuperficie y en cada punto p € M el vector
normal N(p) genera el espacio normal 7,M~*. Notemos que H = <I:7 ,N) ya que N es

unitario. A H lo conoceremos como la (funcién) curvatura media.
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Lema 1.31. El campo vectorial normal unitario N € T'(TM*1) es paralelo en el haz

normal T M.

Demostracion. Sea X € I'(T'M) campo vectorial tangente a M arbitrario. Como
1= (N, N), se sigue que 0 = X (N, N) = 2(Dx N, N), lo cual implica que DxN L N.
Por lo tanto Dx N es tangente a M y en consecuencia VxN = (DxN)+ = 0. O

El siguiente resultado es en esencia un corolario del teorema 1.25.

Corolario 1.32. Toda hipersuperficie biarmonica de R™ con curvatura media cons-

tante es minima.

Demostracion. Sea {Fi,--- , FE,} un marco local ortonormal de M. Notemos que
H = Ltraza A. En efecto, H=HN implica

T on

n n

nH = n(H,N)=n <%Za<Ej,Ej>,N> = Y alE; By),N) = Y (AE), By)

Jj=1 Jj=1 Jj=1

= traza A.

Ahora probaremos que H es paralelo en el haz normal TM* de M. En efecto, en
virtud del lema 1.31 y en virtud de que H es constante se sigue que H es tangente a
M. En efecto,

0=XH=X(H,N)=(DxH N)+(H,DyN) = (DxH, N)+(H,VLN) = (DxH, N).
Luego 0 = AH = Yo a(AgE;, E;) por el teorema 1.25 y porque M es biarmonica.

Ademas traza A% = 0. En efecto,

n n n
—

traza A% = > (AZE; E) =Y (AgE, AgE) = (a(AgE; E;), H) =0.

i=1 i=1 i=1
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Por otra parte traza A% = 0 implica traza A5z = 0. En efecto,

n n

0 = traza A% =) (ALE, E) =Y (AgE;, AgE;)

=1 =1
i=1 \j=1 hj=1

implica que (AzE;, E;)? =0y (AgE;, E;) = 0 para cada i,j = 1,2,--- ,n. Por lo
tanto traza Az = > " (AzE;, E;) = 0.

Finalmente 0 = traza Ay = traza Ayy = traza HAy = Htraza Ay = nH? y en

consecuencia H =0y H=0. O]

Definiciéon 1.33. Formas de conexion. Sean V' un abierto conexo de una variedad

M, ey, ez, ,en, N : V — TR un marco local ortonormal para R*™! adaptado a
My wy,wsy, -+, Wy SU respectivo comarco dual.
Paracadai,j = 1,--- ,n+1 definimos las formas de conexién asociadas a e, ez, -+ , €,

como aplicaciones w;; : ['(TV) — C*(V') dadas por
wij(Y) =Wy (Dyei)
para cada Y € I'(TV).

Observacion 1.34. Las formas de conexién son antisimétricas, es decir, w;; = —wj;

para cada 7,7 =1,--- ,n + 1. Ademas,

n+1

Dyei = Zwij(Y)ej & wz-j = Zwij(ek)wk.
j=1 k=1

Teorema 1.35. Las ecuaciones estructurales extrinsecas que relacionan una variedad

ambiente R™™! con una hipersuperficie M son

n
dwi = E Wiy AN Wy
Jj=1
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n

dw;; = E (Wit A Wkj) + Wint1 A Wntj
k=1

donde wj pi1 = Z?:1 hijw; y hij = (Ae;, e;) para cada i,5 =1,2,--- n.

Con ayuda de la formula 1.1 del teorema 1.17 podemos escribir la curvatura gaussiana
de una superficie Hy con Hy C M C R"! en términos de las formas de conexion

asociadas a M.

Teorema 1.36. Sea Hy una superficie en R"! tal que Hy C M C R ej,eq,-+- ,en, N
un marco local ortonormal de TR™*' adaptado a Hy y a M simultdneamente, w;; las
formas de conexion asociadas a M y h la sequnda forma fundamental asociada a Hy.

Entonces
n+1

Kyy =Y wirlen)war(ea) — (warler))”. (1.9)

Demostracion. Para X y Y tangentes a Hy sea (DxY )™ la componente normal de

DxY con respecto a Hy. Usando la observacion 1.34, para cada 7,7 = 1,2 tenemos

n+1 nor
heie;) = (Deey)" " = (Z“ﬂ'k(ei)ek>
k=1
n+1

= ijk(ei)ek.
k=3

Aplicando la féormula 1.1 del teorema 1.17 y especializando para el caso en que la

variedad ambiente es R"*!, se sigue que

Kpy(e1,e2) = (h(e1,e1),h(es, e2)) — (h(e1, eq), h(er, e2))

n+1 n+l n+1 n+1
= <Z wir(er)er, Y w2£(€2)€e> — <Z war(er)er, Y wzs(el)es>
k=3 (=3 r=3 s=3
n+1

- Zw1k<€1)w2k(e2> — (war(e1))”.
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]

Lema 1.37. Si{E\, Es,- -+, E,} es un marco local ortonormal de una hipersuperficie
M, entonces

S = Z (AE, E;),N) & S=) (AE;, AE;). (1.10)

=1

Demostracion. Es obvio que Y (a(AE;, E;),N) = Y [ (AE;, AE;), por lo que

=1
solo basta probar la primera de las dos identidades anteriores. En efecto, como AE; =

Y (AL B Ey =300 (a( B, Ej), N)Ej para cada i = 1,2, , n, se sigue que

Z(a(AEZ»?Ei),]\Q = Z <a (Z(a(EZ-,Ej),]\QEj,EZ-) ,N>

n n

= Y (a(Bi, Ej),N)? = > (a(E;, E;), N)*(N, N)

ij=1 ij=1

_ <§:< (E;, E), NZ (E;, Ej), N>

=1

= <i0&(EZ'7Ej);Z EZ)E > Z |Oé E“E =5.
i=1 Jj=1

i,7=1

]

Proposicién 1.38. Si M es una hipersuperficie de R™' con wvector de curvatura

media asociada ﬁ, entonces
AH =2A grad H +nH grad H+ (AH + SH)N
donde S = X1 (a(Ae;,e;), N).
Demostracion. Sea p € M y {eq,es, -+, e,} una base ortonormal para T, M. La base

anterior se puede extender a un marco local ortonormal {Ey, Fs,--- , E,} de M tal

que Vg, Fj|, =0 paracadai,j=1,--- ,n
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Como AH = Z?:l[DVEiEiFI—DEi Dy, H] sobre el marco {Ey, By, - - - , E,}, al evaluar

en el punto p se sigue que

n

Aﬁ’p:Z[DinEiﬁ‘p Dg, DEH‘ ZDE Dg, H|p

=1 i=1

Por lo tanto, lo que haremos sera calcular — > | Dg, D Elﬁ y finalmente evaluar en el
punto p para encontrar AH |,- Finalmente, como p es arbitrario, habremos calculado
AH.

En efecto, en virtud del lema 1.31 y de las formulas de Gauss y Weingarten, para

todo par de campos vectoriales X, Y € I'(T'M) tangentes a M,

DyDxN = Dy(—AxX +VxN)=—DyAxX + DyVxN
= —VyAyX —a(AnX,Y) = AgiyY + Vi Vi N
= —VyANX - Oé(ANX, Y)

pues VxN = 0. Es decir

DnyN = —VYANX - O[(ANX, Y) (111)
Luego
—> DpDpH = —ZDEDE (HN) = ZDE (E;H)N + HDg,N]
=1 =1 =1

- - zn:{DEi[(EiH)N] + Dg,[HDg, N1}

= - {(EEH)N + (E;H)DyN + (E;H)DyN + HDp, Dy N}

=1

— i(EiEZ-H)N —2 i(EiH)DEiN - i HDg Dg,N.

i=1 i=1



1.3 Hipersuperficies

23

Al usar la expresion 1.11

- zn: Dy D H
=1

con X = F; =Y y al aplicar el lema 1.31 se sigue que

(AH)N +2A (Zn:(EZH )Ei>

=1
+> HVpAE +H (Z (a(AE;, E), N>> N

i=1 =1

(AH)N +2A(grad H) + Y  HVjy AE; + SHN

i=1

donde para cada X € I'(T'M) arbitrario

<Xn: HveiAei, X
i=1

n

Zn: H(V,Ae;, X) =Y H((VeA)e;, X)

i=1

ZH ei, (Ve,A)X ZH e, (VxA)e)

=1 =1
n

ZH(ei,VXAe, ZH (€, Ae;) — (Vxe;, e)]

n

iﬂx@i,Ae, ZHX ale;, e;), N)

=1

HX(n(H,N) = nH(XH)
nH{grad H,X) = (nH grad H, X)

de donde se sigue que Y | HV. Ae; = nH grad H. Al evaluar — Y | Dp, DEin[ en

p se sigue el resultado.

]

Corolario 1.39. Una hipersuperficie M es biarmonica si, y solo st

2A grad H+nHgrad H =0 & AH+ SH =0
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si, y solo si
nH
A grad H = —TQTQCZ H &  AH+ SH =0.
Definicion 1.40. Las hipersuperficies que satisfacen la relacion
H
A grad H = —%gmd H
se conocen como H-hipersuperficies.

Corolario 1.41. Si una hipersuperficie es biarmonica, entonces es una H-hipersuperficie.

]



Capitulo 2
H-hipersuperficies en Rt}

Sea M una H-hipersuperficie en R""1 esto es, sobre M se satisface
H
A grad H = —%grad H.

Algunos resultados sobre geometria de curvas y superficies pueden encontrarse en

[18].
Teorema 2.1. 51 X y Y son campos vectoriales tangentes a M, entonces

(AX,Vygrad H) = (AY,Vxgrad H).

Demostracion. Primero que nada grad (—"THQ) = —%gmd H pues
H? H
grad (_n4 ) = —%grad (H?) = —g[Qngad H] = —%grad H.

Por lo tanto, como M es una H-hipersuperficie, tenemos que

H2
A grad H = grad <_n4 ) .
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Derivando covariantemente con respecto a X y Y resulta

2

Vxgrad (_ni] ) = Vx(Agrad H) = (VxA)grad H + A(Vxgrad H)
nH?

Vygrad | — )= Vy(Agrad H) = (VyA)grad H + A(Vygrad H).

Al multiplicar via (, ) por Y la primera formula de las dos anteriores tenemos

(VxA)grad H,Y) + (A(Vxgrad H),Y) = <VXgrad (—”f2>,y>

(grad H,(VxA)Y) + (A(Vxgrad H),Y) = X <gmd (—"T) ,Y>

H2
—<grad (_n4 ),VXY>

2 2
(grad H, (Vx A)Y) + (Vxgrad H,AY) = XY (ﬂf ) V.Y (_”H ) ,

4

Similarmente, multiplicando via ( , ) por X la segunda féormula obtenemos

2 2
(grad H,(Vy A)X) + (Vygrad H,AX) = YX (_%> v, X (ﬁf ) |

Pero el lado derecho de la pentdltima féormula es igual al operador hessiano Hess de

(—222) evaluado en la pareja (V, X) pues

[Hess (—”52)} (Y, X) = XY (—”T) —VyY (—”52) .

Pero el operador hessiano es simétrico, esto es, (Hess f)(Y,X) = (Hess f)(X,Y).

En consecuencia

(grad H,(VxA)Y)+{(A(Vxgrad H),Y) = (grad H,(VyA)X)+(A(Vygrad H), X).

Pero como (VxA)(Y) = (VyA)(X) en virtud de la ecuacion de Codazzi, se sigue que
(Vxgrad H, AYY = (Vygrad H, AX)

como queriamos demostrar. ]
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2.1. Las curvas integrales de grad H

En toda esta seccién consideraremos una vecindad abierta U de M sobre la cual

grad H no se anula.

Definicion 2.2. Sobre U definimos el campo vectorial gradiente normalizado

grad H
ep 1= T————.
|grad H|
Observacion 2.3. A(e,) = —“e,. En efecto

grad H 1 1 nH
Ale,) = A = A(grad H) = - d H
(€n) (|gmd H]) |grad H| (grad H) |grad H| o I

nH grad H nH
— = ——eép,.

2 |grad H ~— 2

Observacion 2.4. Sabemos que una curva integral v de un campo vectorial X sa-

tisface
(X o9)(t) =~ (1)
para cada t. Al derivar covariantemente la expresion anterior a lo largo de la curva

resulta
Dy (t) = Dy(X 0 9)(t) = V30X = VixennX = (VxX)(v(t)).

En particular, si v es una curva integral de e, y V. e, = 0 sobre U, entonces v es

una geodésica.

Lema 2.5. grad (Ae,,e,) = (V,, A)e,.

Demostracion. En efecto, sea Z un campo vectorial (de TM sobre U) arbitrario.

Afirmamos que (Vze,, Ae,) = 0. En efecto,

H H
(Vatnden) = (Vaen="3re0) = =" (Vaen)
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Por otro lado

(Ve,Aen, Z) = (en,(Ve, A)Z) = (en, (VzA)en)
= (en, Vz(4en)) — (en, A(Vzen)
= [Z{en, Ae,) — (Vzen, Aey)] — (Aen, Vzen)
= Zen, Aey) — 2(V zen, Aey) = Z{ey, Aey,)
= (grad (e,, Ae,), Z).

)
{

Como Z fue arbitrario, se sigue que

grad (Ae,, e,) = (Ve, Ae,

Observacién 2.6.

H
grad (Ae,,e,) = grad <—n—en,en>

Observacién 2.7.

ven <_%en) = €n <_ﬂ) €n — ﬂvenen

Lema 2.8. ¢,(H)e, = grad H y e,(H) = |grad H|.

Demostracion.
grad H grad H 1
en(H)e Lgmd H\< )} |grad H|  |grad H|2[gm (H)lgra
1 |grad H|?
= — d H d H dH="——grad H

= grad H.
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Finalmente, multiplicando e, (H )e,, = grad H por e, resulta e, (H) = |grad H|. O

Teorema 2.9. Las curvas integrales de e,, son geodésicas, lineas de curvatura y tam-

bién curvas planas.

Demostracion. Supongamos que V. e, es no cero en un punto py € U. Entonces

. . v
existe una vecindad W C U de py donde V., e, es no cero. Definamos e; := We"z"l
en€n

sobre W. Notemos primero que e; es perpendicular a e, y e;(H) = 0. En efecto,

1
<€1,6n> = <Ven€n en> <venenaen>

Ve, enl’ N Ve, en|
1
= 3w _ tn\€n,En =0
2|venen|6 <6 ‘ >

pues e, es unitario sobre U O W. Luego e, (H) = (e1, grad H) = |grad H|{e1,e,) = 0.
Probaremos que Ae; = —%el. Usando los lemas 2.5 y 2.8 y las observaciones 2.6 y

2.7 tenemos que

H
grad (_n_) = grad (Ae,, e,) = (Ve, Ae,

2
H
- Vo) - AV = Vo (<) AT
H
— —gen(H)en — %Venen — A(V,, e,)

H
= —ggTCLd H— %Venen - A(Venen)-

En consecuencia, sobre W resulta

H H
|Ve,en|Aer = A(Ve,e,) = _%Venen = _%|venen|el

de donde se sigue que Ae; = —2 ¢, . Similarmente, usando que Ae; = —™Le;, el lema
2 ; 2 €L
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2.5 sigue siendo valido si cambiamos e,, por e;. Por lo tanto,

H
grad (_n_) = grad (Aej,e1) = (Ve A)ey

2
H
= V., (4er) — A(Vaer) = Ve, (—%61) — A(Veer)
H
= —gel(H)el — %qu — A(Ve,e1)
nH

= —TVelel — A(Velel)

en virtud de que e;(H) = 0. Multiplicando esta ecuacion por e, resulta e, (H) = 0

porque
n n n
—§en(H) = —§(grad H,e,) = <grad <—§H) ,en>
H
- <_%V61617 €n> - <A(ve1€1)7 6n>
H
= _%<V61€17 €n> - <V61€17 A€n>
H H
- _%<V61617 6n> + %(vqela 6n>

= 0.

Pero 0 = e,(H)e, = grad H contradice que grad H no se anula sobre W. Por lo
tanto V., e, = 0 en todos los puntos de U y en consecuencia las curvas integrales
de e, son geodésicas. Ademas, claramente las curvas integrales también son lineas de

curvatura pues

A(§(#) = Alenon(t)) = Alenlym)
nH| nH | .
_ 2’Y(t) @n|~y(t) _ _ 27(t),y(t)

para cada t. Por otra parte, de la formula de Gauss tenemos que

H
D.,e, =V, e, + (Aey, e )N = —%N
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y de la definiciéon del operador de forma resulta

D. N =—Ae, = —(——

Ahora sea C' una curva integral (luego una geodésica) de e, parametrizada por lon-
gitud de arco s que comienza en p = C(0) € U con velocidad inicial e,(p) = C'(0) €
T,M. Si T es su vector tangente unitario e,, las dos férmulas anteriores adquieren la

forma:

nH(p)
2

Dero)T = De,(p)en = De, enlp = — N(p)

nH (p)
DC’(O)N = Den(p)N = DenN’p = T€n|p = 2 T(p)

lo cual implica que N es normal a la curva C' en R"*!, que el plano 7 generado por T'

nH

y N es constante para cada s, que C esta contenida en 7 y que —** es la curvatura

de la curva plana C. O

2.2. Distribucion y variedades integrales

Definiciéon 2.10. Sea D una distribucién de U de dimensiéon n — 1 perpendicular a
grad H.

Lema 2.11. La distribucion D es involutiva.

Demostracion. La distribucion D es diferenciable porque grad H es diferenciable y

no se anula sobre U. Probaremos que la distribucién es involutiva. En efecto, para
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cada X, Y € D, A grad H = —%grad H implica que
Vy(A grad H) = Vy (—%gmd H)
(VyA)grad H+ A(Vygrad H) =Y (—%) grad H — %Vygmd H
= —%(YH)gmd H— %Vygmd H
= —%Vygrad H.
Al multiplicar por —1 tenemos que
—(VyA)grad H — A(Vygrad H) = %Vygmd}[.
Similarmente
—(VxA)grad H— A(Vxgrad H) = %ngde.

Luego, al multiplicar la primera y la segunda de las dos expresiones anteriores por X

y Y, respectivamente, y restarlas, tenemos que,

nH nH

7<Y, Vxgrad H) 5 (X,Vygrad H)

= —(Y.(VxA)grad H) — (Y, A(Vxgrad H))

+ (X, (VyA)grad H) + (X, A(Vygrad H))
= —((VxA),grad H) — (AY,V xgrad H)
+ ((VyA)X,grad H) + (AX,Vygrad H)
= 0

pues el primer y el tercer término se cancelan en virtud de la ecuacion de Codazzi y

el segundo y cuarto término se cancelan en virtud del teorema 2.1.

Pero la resta anterior que se anula implica que

(Y,Vxgrad H) — (X,Vygrad H) = 0. (2.1)
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Por otra parte,
(X,grad Hy =0 &  (Y,grad H) =0
implican que
(VyX,grad H) + (X,Vygrad H)y =0 & (VxY,grad H) +(Y,Vxgrad H) =0

Al restar estas dos formulas, usar la ecuacion 2.1 y el hecho de que la conexion es
libre de torsion, se sigue que ([X, Y], grad H) = 0y en consecuencia [X, Y] € D como

querfamos demostrar. O
Corolario 2.12. Eziste una foliacion de U por hipersuperficies integrales de D.
Demostracion. En virtud del teorema de Frobenius existen variedades integrales de
la distribucién D que son una foliacién de U. O
Definiciéon 2.13. Sea H, una variedad integral de D.
Hy es una subvariedad encajada de R"*! de codimension 2 y su espacio normal es
generado por N y por e,.

Lema 2.14. El campo vectorial normal unitario N € T'(THg") es paralelo en el haz
normal THy- de Hy, es decir, para cada X € T'(TH,)

V%N =0.

Demostracion. Sea X cualquier campo vectorial tangente a Hy. Luego 1 = (N, N)
implica 0 = X(N, N) = 2(DxN, N). Por lo tanto Dx N es tangente a M.

Por otra parte

(AX, ) = (X, Ae,) — <X, —@en> My ey —o
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Por lo tanto también AX es un campo vectorial tangente de Hy y en virtud de la
definicion del operador de forma DxN = —AX se sigue que (DxN,e,) = 0. Como
TR = THy® THg es la suma de Whitney de los haces THy y T Hy tenemos que

DxN = (DxN)" +(DxN)*
= DxN + 0

de donde se sigue que VN = (DxN)* = 0 y en consecuencia N es paralelo en el

haz normal de Hy porque X fue arbitrario. n

Lema 2.15. El campo vectorial unitario e, € T'(THy) es paralelo en el haz normal
THy de Hy, es decir, para cada X € T'(T Hy)

Vyen = 0.
Demostracion. Primero probaremos que Dxe, es tangente a M. En efecto, 0 =
(én, N') implica que

0 = X(en, N)=(Dxen,N)+ (en, DxN)
= (Dxen, N) + (e,, —AX)
= (Dxen,N>.

En segundo lugar probaremos que Dye, es tangente a Hy. En efecto, (e,, e,) = |e,|* =

1 implica que
0 = X{en, en) =2(Dxen,en)
lo cual a su vez implica que 0 = (Dxe,, €,). Finalmente

Dxe,, = (DXen)T+(DXen)L
= Dxen + 0

y en consecuencia V)L(en = (D Xen)L = 0 como queriamos demostrar. ]
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Lema 2.16. Las variedades integrales de D tienen conexion normal plana, conside-

radas como subvariedades de R .

Demostracion. Probaremos que

Rt =0.

En efecto, {e,, N} forma un marco local ortonormal del haz T Hy-. Por lo tanto para

cada ¢ € T'(THg") existen tnicas funciones f, g € C*(H,) tales que
§ = fe, +gN.

Luego, para cada X,Y € I'(T'Hy),

RH(X,Y)E RY(X,Y)(fen + gN)
fRY(X,Y)e, + gR (X, Y)N
f(VxVye, — VyVxe, — Vﬁ,(,y}en)
+ 9(VxVyN — VyVxN — VixyN)

0.

En consecuencia Rt = 0 y asi H tiene conexiéon normal plana considerada como
subvariedad de R™*1. O

Observacion 2.17. La curvatura media H de M es constante a lo largo de cada

variedad integral Hy de la distribuciéon D.

En efecto, para cada X € I'(T'H,),
XH = (X,grad H) = 0.

Lema 2.18. |grad H| es constante a lo largo de cada variedad integral de D.
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Demostracion. Por una parte V., e, = 0 sobre U implica que

Vraa agrad H = V\igad mie, ([grad Hle,) = |grad H|V., (lgrad Hle,)
= |grad H|*V., e, + |grad H|e,(|grad H)|)e,
= |grad H|e,(|grad H|)e,

sobre U. Observemos que

A(Vyraa mgrad H) = A(lgrad Hle,(|grad H|)e,) = —%@rad Hle,(|grad H|)e,.

Sea X un campo vectorial tangente a una variedad integral. Notemos que
%X(|gmd H|?) = (Vxgrad H, grad H). (2.2)

Finalmente, en virtud del teorema 2.1 y de la ecuacion 2.2 se sigue que

H 1 H
(—%) : (§X(|grad H|2)) = —%(ngrad H,grad H)
= (Vxgrad H,A(grad H)) = (V yraa pgrad H, AX)

H
= (A(Vgraa ngrad H),X) = —%|gmd Hle,(|grad H|)(en, X)

= 0
y asi |grad H| es constante sobre cada variedad integral de la distribucion D. O

Definicion 2.19. Denotemos por Hy una variedad integral de D sobre la cual la

curvatura media H tiene un valor constante.

Lema 2.20. Si v(s) es una curva integral de e, entonces

d

I (H o) = |grad H|(v(s)).

S

Demostracion. Consideremos una curva integral v(s) de e,. Para cada s,

T s) =/(s) = enlr(5)).
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Finalmente, en virtud del lema 2.8 se sigue que

A (Hoq) = @m), (Z—Z(S)) = fl_z

= H = ealyo H = lgrad H|(1(s)).

s

]

Proposicion 2.21. Cada variedad integral Hy de D interseca a y(s) en a lo mds un

punto.

Demostracion. En efecto, si Hy corta a y(s) en dos puntos v(s1) y 7y(s2), entonces
en virtud de la observacion 2.17, H(y(s1)) = H(7(s2)), pero por el lema 2.20 y un

argumento de calculo elemental existe sy entre s; y sy tal que

d(H o~
0= 220 () = lgrad ](3(s0)
5
lo cual contradice que grad H no se anula sobre U. O]

Lema 2.22. Curvas integrales de e, que comienzan en puntos cercanos py y pa SOn

congruentes.

Demostracion. Sean v1(s) y 72(5) dos curvas integrales de e, que comienzan en
7(0) = p1 € Hy y 712(0) = py € Hy respectivamente. Existe una reparametrizacion h
de la curva 7 tal que § = h(s) con h(0) =0y s € (—¢,€) para € > 0 suficientemente
pequeno y tal que para cada s, y1(s) y 72 0 h(s) estan en la misma variedad integral.

Luego, en virtud de la observaciéon 2.17 tenemos que para cada s,
H(m(s)) = H(y2 0 h(s)). (2.3)
Derivando 2.3 con respecto a s y teniendo en mente el lema 2.20 obtenemos que
lgrad H|(vi(s)) = |grad H|(yz o h(s))l'(s).

Como 71(8) y 72 o h(s) estan en la misma variedad integral, en virtud del lema 2.18

resulta que

lgrad H|(y(s)) = |grad H|(y2 0 h(s))
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de donde se deduce que h/(s) = 1 para cada s y por lo tanto § = h(s) = s para
cada s. En consecuencia, si p; y ps son puntos cercanos, entonces las curvas integrales
71(8) y 72(5) tienen la misma parametrizacion (de esta manera tienen la misma rapi-
dez unitaria y van atravesando las variedades integrales ortogonalmente y al mismo

tiempo).

Como estas curvas son planas y tienen en correspondientes puntos la misma cur-

nH(v1(s))

vatura — 5

, e sigue que son congruentes. ]

2.3. Parametrizacion local y férmula de Rodrigues

Sea U una vecindad de una H-hipersuperficie M para la cual grad H no se anula en
ningtin punto de U. Sea H, una variedad integral de la distribucién D de U y sean
e y w respectivamente los campos vectoriales e,, y N restringidos a Hy. El objetivo
de esta seccién sera deducir una parametrizacion local especial y de M sobre U y
encontrar las curvaturas principales de y en términos de las curvaturas principales de

una parametrizacion local x de Hy.

Sea py € Hy arbitrario y sea 7y(s) una curva integral de e, que comienza en py.

Como se demostro en el teorema 2.9, la curvatura k(s) de v(s) esta dada por k(s) =

_n

2
y w(pg) porque 7y(s) es una curva plana.

(7(s)) para cada s. Mas ain, y(s) esta contenida en el plano generado por e(py)

Observacion 2.23. Una curva c(t) = (z(t),y(t)) en R? puede escribirse explicita-

mente en términos de su curvatura k(t) como

c(t) = (z(t),y(t)) = (/Ot cos (/Oak;(u) du) da, /Ot sen (/Oak(u) du) da)

para cada t.
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Definicién 2.24. Sean

A(s):/oscos (/Otk(u) du> it B(s) = /Ossen (/Otk(u) du) dt. (2.4)

Observacion 2.25. La curva integral v de e, se puede escribir como
s t s t
v(s) = ~(0)+ (/ cos (/ k(u) du> dt) e(po) + </ sen (/ k() du> dt> w(po)
0 0 0 0
= 7(0) + A(s)e(po) + B(s)w(po)
para cada s, donde v(0) = po.
Escojamos coordenadas locales estandares (uy, us, -+ ,u, 1) de R" ! ysear : Rt —
R"™™! una parametrizacion local de Hy alrededor de pg; luego x(uy, ug, - -+ ,u,_1) es el
vector de posicion de Hy cerca de py. Como las curvas integrales cercanas de e, son

congruentes, se sigue que existe una parametrizacion local y de M sobre U alrededor

de py dada por

Z/(U17U27"' 7un7175> = Q?(Ul,UQ,"' 7un71)

n </0 cos (/Otk;(u) du) dt) ey, i)
+ </Ossen (/Otk(u) du) dt) wuy, - Un-1)

donde s € (—¢,¢€) y k(s) es la curvatura de alguna curva integral arbitraria de e, que

comienza en un punto arbitrario de Hy. Esto es,
y(u, s) = z(u) + A(s)e(u) + B(s)w(u) (2.5)

donde (u,s) = (uy,ug, -+ ,u,_1,8). Por la teoria de curvas en el plano el campo

vectorial normal unitario N € I'(TM*1) esta dado por
N(u,s) = —B'(s)e(u) + A'(s)w(u). (2.6)

donde la prima denota derivada respecto a s.
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Proposicion 2.26. Para cualesquier campos vectoriales & y 1 normales a Hy, los

operadores de forma A¢ y A, conmutan.

Demostracion. La ecuaciéon 1.4, la ecuacion de Ricci, dice que para cada XY €
D(THy) y §&n € T(THy),

(RHXY)E ) = ([Ae, A X Y).

Como Rt = 0 en virtud del lema 2.16, se sigue que para cualesquier X,Y € I'(T H,),

0= ([Ag, Ay X, Y)
lo cual implica que

0= [Ae. AJX = Aco 4,(X) — A, 0 Ag(X)

para cada X. Luego, como X es arbitrario, se sigue que

Ago A, = A, 0 Ag,
es decir, A¢ y A, conmutan. n

Un resultado de algebra lineal afirma que siempre existe una base ortonormal comin
de vectores propios para cualesquier dos operadores lineales autoadjuntos que con-

mutan.

Corolario 2.27. Existe una base ortonormal comin {Ey, Ey, -+, E, 1} de vectores
propios para Ay Y Awpe) ¥ una parametrizacion local v de Hy tal que py estd en la

mmagen de x y tal que para cada j =1,2,--- ,n—1,

oz 8x1 8302 8a:n+1
0y . 0y . 0 Oy ... 2209 ) = B,

donde x(u®) = po.
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Demostracion. En virtud de la proposicion 2.26, existe una base ortonormal comun
{E\,Ey,-- ,E,_1} de vectores propios del subespacio tangente T,,Hy de T, R™**

para Acg) ¥ Awpe)- Este subespacio esta identificado con el espacio vectorial tangente

abstracto Yz(:H/() via la identificacion dil,, (T HO) = T, Ho con i : Hy — R"™ la
inclusién y donde Hy es vista como subvariedad de R**!. Para cada j = 1,2,--- ,n—1,
sea I = dil, 1(E;). Como la inclusion es una inmersion isométrica, tenemos que
{F\, Fy,--- ,F,_1} es una base ortonormal para m.

La existencia de coordenadas normales asegura que existe una vecindad U,, de poy

sobre Hy y una carta local

©=Y1,Y2 0 Un-1) : Upy — V

sobre Hy, con V subconjunto abierto en R"~! tal que para cada j =1,2,--- ,n — 1,
0
F; := —(po).
Sea u® := p~!(py). La aplicacion x : V — R definida como x = (z1, -+ , T, Tny1) 1=

i o ! es una parametrizacion local de Hy tal que py estd en la imagen de x pues

x(u®) = po y tal que el conjunto de derivadas parciales

ox o0ry 0o ox
0 n+l, 0
Ty (u) = = v ——(u

0= )= (G0, G, -+ Tt
conj =12 --- ,n—1forma la base ortonormal comin de vectores propios de T}, H
para Ae(pg) ¥ Auwpo):
Por una parte, si (uy,us, -+ ,u,_1) son las coordenadas estandares de V' C R" 1
entonces para cada j =1,2,--- ,n—1,

0 . _ 0 . 0 :
ol (5oe0)) = il (07 (5e09)) ) =il (-0 ) = i (75) = B
mientras que por otra parte, si (ti,te, - ,t,11) son las coordenadas estandares de

R™*! e identificamos T),,R"™! con R"™! entonces

ol (50 = Za 5 = (G, G, Tt )

=1
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[]

Observacién 2.28. En virtud de la definicion de conexion euclidiana D se satisface

que para cada 7 =1,2,--- ,n—1,

wuj (UO) == Dﬂ?uj (uo)w & euj (uo) = Dmuj (“0)6

Nuj(uo,s):Dyuj(uovs)N & Ny(u’,s) = Dy, 04N. (2.7)

Teorema 2.29. (Formula de Rodrigues) Con las parametrizaciones locales y y x
elegidas como en la ecuacion 2.5 y en el corolario 2.27 respectivamente, las curva-
turas principales k;(u®, s) de y asociadas a A = Ay en términos de las curvaturas
principales o;(u®) y 3;(u’) de x asociadas a Ay Y Awipy) Tespectivamente, en el
punto y(u®, s), estin dadas por

A'(s5)B;(u”) — B'(s)a;(u”)
1 — A(s)oy(u®) — B(s);(u°)

(0, 5)
para cada j =1,2,--- n—1y

Demostracion. En virtud de los lemas 2.14 y 2.15 se sigue que e,,, (u°), wy, (u”), N, (u°, s

vy N,(u°, s) son vectores tangentes a Hy. Ademas, por el corolario 2.27, para cada
j =1,2,--+ ,n— 1 existen tnicos nameros reales a; = «;(u’) y 8; = 3;(u’) (que

dependen de u°), tales que
ey, (u°) = Dy, e =—A (po)(xuj(uo)) —a;ay, (u)
Wy, (UO) = D:vuj(uo)w = Po)(xu; UO)) ﬁjmu; (UO)

donde cada «; y [3; son las curvaturas principales (ie, los valores propios) asociadas a
las direcciones principales (ie, los vectores propios) (u®) de los operadores de forma

Acpo) Y Auw(po) T€SPeEctivamente.
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Al derivar parcialmente la ecuacion 2.5 respecto a u; y evaluar en el punto (u, s)

tenemos que

yu].(uo, §) = @y, (u®) + A(s)eu].(uo) + B(s)wy, (u°)

Al despejar z,,, (u”) resulta

Yu, (u°, )

T 1—A(s)a; — B(s)B;’

Ty, (u®)

Por otra parte, al derivar parcialmente la ecuacion 2.6 respecto a u; y evaluar en el

punto (u°, s) tenemos

N, (u’,s) = —B'(s)ey, (u’) + A'(s)w,, (u’)
= 2, (u")[B'(s)ay — A'(s)B)],

lo cual implica que

Ny, (u®, 5) Yu, (u°, )

Ba, A5 ) T T A e, — BE5,

de donde se sigue que

B'(s)a; — A'(s)B;
1 — A(s)a; — B(s)p;

Ny, (W’ s) = Yu, (1, 3).

Por otro lado, derivando parcialmente la ecuaciéon 2.5 con respecto a s y evaluando

en el punto (u°, s) resulta
ys(u’, s) = A'(s)e(u’) + B'(s)w(u’).
Haciendo lo mismo para la ecuaciéon 2.6 tenemos que

No(u',s) = —k(s)[A'(s)e(u”) + B'(s)w(u”)] = —k(s)ys(u", 5)



44 H-hipersuperficies en R*"!

por la teorfa de curvas en el plano euclidiano.

En virtud de las ecuaciones 2.7 se sigue que

A (0.9) = T T (5) & A 5) = k().

En consecuencia, el vector y,, (u°, s) esta en una direccion principal de y con corres-
pondiente curvatura principal en el punto y(u°, s) dada por

ki(u®, s) = A'(s)B;(u’) — B'(s)a;(u°)
o 1 — A(s)a;(u®) — B(s)B;(u°)

v ys(u®, s) también es una direccion principal con curvatura principal en el punto
y(u®, s) dada por
kn(u®,s) = k(s),

las cuales son conocidas como férmulas de Rodrigues. O]

Corolario 2.30. Localmente, las curvaturas principales de A estan dadas por la for-

mula
L. — Alﬁj - B/Oéj
J 1— AOéj — Bﬁj
y por
k, = k.

Demostracion. En la formula de Rodrigues, las curvaturas principales a;(u®) y 3;(u?)
(de Aeipy) ¥ Auw(py) respectivamente), dependen de u? pero no dependen de las direc-
ciones principales 1z, (u®) y en consecuencia no dependen de la parametrizacion local
z. Repitiendo el mismo argumento, las curvaturas principales k;(u’, s) y k,(u’, s) de
A dependen de (u’,s) pero no dependen de las direcciones principales y,, (u°,s) y

ys(u®, s) y en consecuencia no dependen de las parametrizaciones locales y ni x.

Por lo tanto en la formula de Rodrigues podemos cambiar el punto u° por otro punto

arbitrario u que esté en el dominio V' de cualquier parametrizacion local x de Hy y
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tomar la parametrizacion local y de U como en la ecuacién 2.5, quedando las féormulas

de Rodrigues como funciones de u y de s.

En consecuencia podemos simplemente decir que el vector y,,(u,s) estd en una
direccion principal de A con correspondiente curvatura principal en el punto y(u, s)

dada por

__A(s)B(u) — B'(s)a;(u)
1 — A(s)a;(u) — B(s)5;(u)

y ys(u,s) también es una direccién principal con curvatura principal en el punto

kj(u,s)

y(u, s) dada por
kn(u,s) = k(s).
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Capitulo 3
H-hipersuperficies en R*

Teniendo en mente la definicién 1.40, en este capitulo investigaremos H-hipersuperficies
en R* y para esto usaremos la notacion y la teorfa general sobre H-hipersuperficies

del capitulo dos.

Sea M una H-hipersuperficie de R* y sean
Mo={peM | (H grad H)(p) =0}

My = M\ M,.

Si M; es vacio, entonces M = M, tiene curvatura media constante. En efecto, sea
p € M. Tenemos que H(p)grad H|, = 0 implica que H(p) = 0 6 grad H|, = 0.
Afirmamos que grad H|, = 0. En efecto, en caso contrario, por continuidad existe
una vecindad G de p tal que grad H no se anula sobre GG. Pero entonces para cualquier
q € G, H(q) =0, lo cual implica que grad H|g = 0, lo cual es una contradiccion. En

consecuencia para cada p € M, grad H|, =0y asi H es constante.

De ahora en adelante asumiremos que M; es no vacio. Por un resultado de algebra

lineal, que se puede consultar en [14], todo operador lineal autoadjunto tiene una base
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consistente de vectores propios. Con esta suposiciéon tenemos solo tres posibilidades

para las curvaturas principales de M;, a saber, existe un subconjunto abierto con

sus tres curvaturas principales iguales, dos curvaturas principales distintas o con tres

curvaturas principales distintas. En virtud de la definiciéon 1.40, sobre M, grad H es
3H

un vector propio del operador de forma A con valor propio k3 := —=".

Si las curvaturas principales son iguales, entonces 3H = ki + ko + k3 = 3k3 = 3(—%)

y en consecuencia H = 0, lo cual es una contradiccion.

3.1. Hipersuperficies con dos curvaturas principales

iguales

Asumiremos que U es una componente conexa no vacia de M; con dos curvatu-
ras principales distintas. Distinguiremos dos casos: el primero es que las curvaturas

principales sean

3H 9H
ng—T & kgzkl—T.
El segundo caso es
3H
k3—k52:—7 & ki =6H

Probaremos que el segundo caso no puede ocurrir.

Definicién 3.1. Sean Ey, := Uycps Erip) ¥ Ers = Upear Ers(p) los haces de espacio
propio de A y sea M4 el conjunto de puntos p de M tales que en una vecindad de p, el
operador de forma A tiene funciones de valor propio diferenciables de multiplicidades

constantes.

Observacion 3.2. La componente conexa U esta contenida en M4 y el haz tangente
TM es la suma de Whitney de los subhaces Ey, y Ej,, es decir, TM = Ej, ® Ej,.
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Teorema 3.3. El espacio propio Ey, es un subhaz de T'M sobre M.

Demostracion. Un teorema que puede encontrarse en [1], afirma que si f : E — F es
una aplicacion de haces vectoriales sobre X y rank (f, : E, — F,) = ¢ es constante
para cada r € X, entonces ker f := (J, .y ker f, es un subhaz de E sobre X. Usaremos

este resultado a continuacion.
La aplicacion A — ks : TM — T M dada por
(A —k3)(X,) = A(Xy) — k3(q)(Xy),

es una aplicacion diferenciable de haces vectoriales sobre M tal que rank ((A —ks), :

T,M — T, M) es constante para cada ¢ € M.

Por la observacion 3.2, dim Ej,(,) es constante para cada p € M. Ademas, A — k3
puede escribirse como la composicién ¢ o 7 donde 7y : TM — Ej, es la proyeccion
sobre el primer factor de la suma de Whitney y ¢ : Ex, — Ej, es el isomorfismo de
haces ¢(y) := (k1 — k3)y. En efecto, si X, = X} + X2 € TM = E}, ® Ej,, entonces
(A=k3)(Xp) = AX, + X)) = ks(p)(X, + X;) = A(X,) + AX})

—ks(p)X; - k3(P)X§ = kl(P)X; + k:a(P)Xg - k3<p)X; - k:a(P)Xi
= (k1 — k:g)(p)X; =p(X,) = <P(7T1(X; + X;))-

p

Luego, para cada ¢ € M tenemos

(A = k3)g(TyM) = (p 0 m)o(TyM) = ¢4(Ery(9) = Ehi(a)-
Por lo tanto

rank (A —ks)q = dim(A — k3),(T,M) = dim(E}, ()

es constante en cada punto ¢ € M. Si ¢ € M es arbitrario, se sigue que X, €

ker(A — ks), si, y solo si 0 = A(X,) — k3(q)(X,) si, y solo si A(X,) = ks(q)(X,) si, y
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solo si X, € Ej, (). Finalmente al aplicar el resultado mencionado,
Ek3 = U Ek3(p) = U ker(A — l{ig)p
peEM peEM

es un subhaz vectorial sobre M. ]

Definicién 3.4. (Tensor de Codazzi). Un (0,2)-campo tensorial simétrico b sobre

una variedad riemanniana (M, (,), V) se conoce como tensor de Codazzi si
(Vx0)(Y, Z) = (Vyb)(X, Z). (3.1)

Al operador autoadjunto A asociado a b tal que b(Y,Z) = (AY, Z) también se le
conoce como tensor de Codazzi. El conjunto M, se define de manera similar a como

se menciono en la definicién 3.1.

Lema 3.5. La forma bilineal simétrica b : T(TM) x I'(TM) — C*(M) dada por
bY,Z) :=(a(Y,Z),N) es un tensor de Codazzi.

Demostracion. Usando la identidad (a(Y, Z), N) = (AY, Z) y la ecuacion de Codazzi

1.8, se sigue que

(Vxb)(Y,Z) = X((Y,Z)) = b(VxY,Z) = b(Y,VxZ)
= [(Vx(AY),Z) + (AY,VxZ)| — (A(VxY), Z) — (AY,Vx Z)
= (VxA)(Y), Z) = ((VyA)(X), Z)
— (Vyh)(X, 2).

Luego b satisface la condiciéon de la ecuacion 3.1. O]

Un resultado de A.Derdzinski ([13], Teorema 1.3 (ii)), afirma que si A es un tensor
de Codazzi sobre una variedad riemanniana M, entonces en cada componente conexa
de M cada funciéon de valor propio k de multiplicidad estrictamente mayor que uno es

constante a lo largo del haz de espacio propio asociado Ej. Al aplicar este resultado a
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nuestro caso particular se sigue que el valor propio k3 deberia ser constante a lo largo
del correspondiente haz de espacio propio Ej, porque es de multiplicidad dos. Por lo
tanto 0 = es(k3) = es(—2L) = —3e5(H) y en consecuencia e3(H) = 0, lo cual es una
contradiccion. Ahora examinaremos el primer caso.

Proposicién 3.6. La hipersuperficie U es una hipersuperficie rotacional en R*, con

curvatura media no constante, generada por una curva de rapidez unitaria (f(s), g(s))

donde f satisface
3ff"=2(1-(f)%).

Mas atin, la curvatura media H de U satisface
(H')? =cH> — =—H* (3.2)

donde la prima denota diferenciacion con respecto a la longitud de arco s y ¢ es un

numero real positivo constante.

Demostracion. Por hipotesis las curvaturas principales sobre U son

3H 9H
_ & kg =k = (3.3)

by === 1

Un teorema de M. Do Carmo y M. Dajczer (|2], Teorema (4.2)) afirma lo siguiente:
5 n+1 . . . .

sea M (c) una variedad riemanniana completa y simplemente conexa con curvatura

constante ¢ y sea f : M" — Mml(c), con n > 3, una hipersuperficie arbitraria. Si

las curvaturas principales ki, ko, -+ , k,_1 de f satisfacen k; = ky = --- =k, =

“AN#0y k,=—p=—p(A), con A — p # 0, entonces f(M™) esta contenida en una

hipersuperficie rotacional.

Apliquemos este resultado en la demostracion del presente teorema. En efecto, sea
Mﬂﬂ(c) = R*. Por otra parte, como U C M, se sigue que H no se anula sobre U.
Porlotantokl:k;gz—)\:%%Oykgz—u:—%%()donde/\—u#o. En

consecuencia U est4 contenido en una hipersuperficie rotacional en R*.



52 H-hipersuperficies en R*

Por medio de un movimiento rigido podemos asumir sin pérdida de generalidad que

—

2(s,0) = f(s)0 + g(s)&

es una parametrizacion local de U, donde f(s) > 0, (f/)2+ (¢)* = 1, 6 es el vector de

posicion de la 2-esfera unitaria S? y £ es un vector unitario sobre el eje de rotacion.

Como 6 es el vector de posicién de S?, sobre dominios apropiados C C R x (0, 7) la
funcion 6 : C — R3 dada por 0(6,t) = (sen tcosf, sen tsen 0, cost) resulta ser una
parametrizacion local de S?. Por lo tanto la parametrizacion local  se puede escribir
como

x(s,0,t) = f(s)(sen tcosb, sen tsen 0, cost) + g(s)E.

Mas atin, si elegimos a € como el vector unitario estandar (0,0,0,1) de R, entonces

x se puede escribir explicitamente como
x(s,0,t) = (f(s)sen tcosb, f(s)sen tsen 0, f(s) cost, g(s)).

Con esta parametrizacion local de U y usando la féormula de Rodrigues podemos cal-
cular las curvaturas principales de U en términos de f y g siguiendo el mismo proce-
dimiento utilizado para la obtencion de las ecuaciones 3.28 y 3.34 de las proposiciones
3.17 y 3.18. Estas son

7 /

bs=L & =k =L

Luego, en vista de la ecuacion 3.3 obtenemos
g’ 3H g 9H
= =—— & ==— 3.4
7 5 i (3.4)

Las dos ecuaciones anteriores implican que
3ff// —1— (f,)2~

En efecto, como la curva (f(s), g(s)) es de rapidez unitaria, se sigue que (f")?+(¢')* =

1y f'f"4+ ¢'¢g” = 0. Por 3.4 tenemos f” = —g'% = —g’(—%); lo cual implica

s =2 (14) =20 =20 - ()
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como deseabamos probar. Por otro lado, como 97/ = % = —% (—%) = —%ic—l,/, se sigue
que
2f'q = ~3f4". (3.5)
Por una parte
AN a4y am
f - \9H 9 H?
mientras que por otra parte
(g_/>—1 /: (i)/ _ f'q — fq" _ gflg/
f g (9')? (9')?
en virtud de la ecuacion 3.5. Como
4 Hl B gf/g/
9H2 (91)27
resulta que
AR E A,
H 4 \(g) fF\()?) 3f
de donde se sigue que
f/ 3Hl
= =— . 3.6
f 5H (36)
En virtud de la regla de la cadena tenemos que
! 3
(hlf)/ = 7 = —5(111}[)/

Integrando con respecto a s resulta que

lnf:—glnH—i—cl :—glnH—i—lan

con ¢ y co constantes apropiadas tales que ¢; = In ¢y. Luego, por las propiedades de

la funcion logaritmo natural In f = In(ce H ’%), lo cual implica que

f = CQH_%.

(3.7)
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Derivando directamente con respecto a s resulta

. _%H—SH'. (3.8)
Mientras que usando las ecuaciones 3.4 y 3.7 obtenemos que
9H 9H 3 9cy 2
Al usar las féormulas 3.8 y 3.9 para ¢’ y [ y la identidad (f")? + (¢)* = 1, resulta que
92 16 81 4
1= (f)?+(g) = 2—52H > (H')? + ECgHE

de donde se sigue que
4
18 QH% 16—81c2H5
162 _ 16
16 - 16
2%0% H 5 92H™5
25

(H/)Q —

25(16 — 81¢2H5)
16-92H 5

_ (B gy g
9c5 16
_ qE P
16

donde ¢ := (&%), como querfamos demostrar. O
2

3.2. Hipersuperficies con tres curvaturas principales

distintas

De ahora en adelante denotaremos por V' a una componente conexa no vacia de M,
con tres distintas curvaturas principales. Consideremos el marco ortonormal eq, es, €3
de vectores principales en V' (con eg paralelo a grad H, digamos grad H = fe3 para
alguna f € C*°(V)) con correspondientes curvaturas principales ki, ko, k3 y ks = —%.

Sea wy, ws,ws el comarco dual y w;; las formas de conexiéon asociadas a ey, ez, €3.
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3.2.1. Formas de conexién

Lema 3.7. Las formas de conexion estin dadas por
w13 = w13(61)w1, Wa3 = w23(€2)w2, W12 = w12(61)w1 + w12(€2)w2-

Mads atin, e1 y ey son paralelos en R* a lo largo de las curvas integrales de es.

Demostracion. Encontremos todos los valores de w;;. En efecto, en virtud de la
definicion 1.33 y del teorema 2.9 tenemos que wiz(es) = —wsi(e3) = —wi(Deye3) =
—w1(Vese3) = 0 porque Vees = 0. De manera similar wsa(e3) = wo(Deges) =
wa(Vese3) = 0. Aplicaremos el teorema 2.1 para el caso particular en que X = ¢
y Y = ey. Pero antes recordemos que grad H y ez son ortogonales a e; y eg, esto es,
(e1,grad H) =0 = (ey, grad H). También recordemos que como la distribucion D es

involutiva, se sigue que [eq, es] € D pues €1, ez € D. Luego

koles, Ve, grad H)Y = (Aes, Ve grad H) = (Aey,Ve,grad H) = ki{ey, Ve,grad H)
= —k1(Ve,eq,grad H)
= —ki(Veea, grad H) — ki([e2, €1],grad H)
= ki(es, Ve, grad H)

de donde se sigue que (k1 — k2){es, V., grad H) = 0. Lo cual implica que

0 = <e27 v61g7’(ld H> = w2(v61f63) = WQ(el(f)eii + fv€1€3)
= w2(€1(f)€3) + fWQ(veleS) = fw2(D61€3) = fw32(€1)

lo cual implica que wss(e1) = 0 porque f no se anula en ningtn punto. Anélogamente

0 = (e2,Vegrad H)y = —(Ve9,grad HY = —(V,e1 + [e1, e2], grad H)
= —(Veer,grad H) = —f(Ve,er,e3) = f(Ve,e3, 1) = fwi(Ve,es)
= Jwsi(ez) = — fwiz(ez)
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lo cual implica que wiz(ez) = 0. Por el otro lado, probaremos que la ecuacion de

Codazzi implica que

(k’1 - k’2)wl2(€3> = (k3 - k2)w32(€1)-

En efecto, en primer lugar

<A(De3€1)7€2> = <De3€1,A€2> = k2<De3€1762> = k2w2(De3€1)

= kowia(es)
y similarmente, en segundo lugar

<A(D6163)7 62) = <De1 €3, A€2> - k2<D61€37 62> - k2w2(D6163>

= kgu)32(€1>.
En tercer lugar

k1w12(€3) = k1w2(De3€1) = k1<D6361a €2> = —k’1<€1, De3€2>
= _<A€1> D6362> = <D63(Ael)7€2> = <ve3(A€1>,€2>
= ((VesA)er, ea) + (A(Veser),e2) = (Ves A)er, ea) + kawra(es).

Finalmente, en virtud de la ecuaciéon de Codazzi tenemos que

(k1 — ko)wiz(es) = ((VegA)er, e2) = ((Ve, A)es, €2)
= (V¢ (Aes),ea) — (A(Ve,e3),€9) = —(V,, €9, Aeg) — kowsa(er)
= —k’3w23(61) - k2W32(61) = k3w32(€1) - k2w32(61)

= (/fs - kz)wsz(el)

de donde se sigue que

wlg(eg) = 0.
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En virtud de los valores de las formas de conexién que hemos encontrado, de la

observacion 1.34 y del teorema 1.35 resulta que

4
Degel = Z wu(ezs)@i
i=1

= wii(ez)er +wia(esg)es +wiz(es)es + wia(es)es

=0
donde wy; = 0 porque las formas de conexién son antisimétricas y donde
wis(es) = hnwi(es) + hiawa(es) + hisws(es) =0

pues hi3 = (Aeq,e3) = 0. Haciendo exactamente el mismo célculo encontramos que
D63 €y = 0.

Finalmente, si 7 es una curva integral de e3, entonces para cada t,

Di(e107)(t) = Dywyer = Deyrper = (Deger)(v(t)) = 0.

Analogamente D,(e; 07)(t) = 0 y en consecuencia e; y ey son paralelos a lo largo de

curvas integrales de es. O]

3.2.2. Operadores de forma de superficies integrales

Definicion 3.8. Sea Hj una superficie integral de la distribuciéon D en V. Denotemos

por a vy (3 los valores propios de A,, y por v y ¢ los valores propios de A..

Lema 3.9. De la ecuacion 2.4 obtenemos

A(0) =0, B(0)=0, A'(0)=cos(0)=1,

B'(0) = sen (0) =0, A®(0)=0, B?(0)=k(0),
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A®(0) = —=k2(0), B®(0) = K/(0),
AW (0) = —2K'(0)k(0) — K'(0)k(0) = —3Kk'(0)k(0),
BW(0) = —k3(0) + £"(0).

Demostracion. En virtud de la definicion de A(s) y B(s) y del teorema fundamental

del calculo se sigue que
A'(s) = cos (/ k(u) du) &  B'(s) =sen (/ k() du) :
0 0

AP (s) = —k(s)sen (/Osk(u) du> &  B@(s) = k(s)cos (/Osk(u) du),

A®(s) = —k2(s) cos ( /0 k() du) — ¥(s)sen ( /0 " k(u) du),
BO(s) = —k?(s)sen ( /0 " k(u) du) + 1) cos ( /O " k(u) du) ,

AW (s) = —2h(s)k!(s) cos ( /0 " k(u) du>+k3(s)sen < /0 " k(u) du>

—K'(s)sen ( /0 " k(u) du) — K/ (s)k(s) cos ( /0 k() du) ,

BW(s) = —2k(s)k'(s)sen (/Osk:(u) du) — k3(s) cos (/Osk:(u) du)
+k"(s) cos (/Oskr(u) du) — K (s)k(s)sen (/Osk(u) du) :

Si sustituimos el valor s = 0, entonces obtenemos lo que queremos probar. ]



3.2 Hipersuperficies con tres curvaturas principales distintas 59

El corolario 2.30 de la formula de Rodrigues nos dice que localmente las curvaturas
principales ki, ks, -+, k, de V asociadas al operador de forma A dependen de las
curvaturas principales o y 3; de Hy asociadas a A, y A,, respectivamente. En el caso

particular de nuestra H-hipersuperficie V de R* estas formulas toman la forma

—vB' + A’ —0B" + BA’

ki = [ —"E ko = T 0A_03B° ks = k. (3.10)
Observacién 3.10. Sea (u",0) un punto fijo. Entonces
k1 (u®,0) = a(u®).
Por otra parte, como 3H = ki + ko + k3 = k1 + ko — %, se sigue que ki + ky =
3H 4 3 = 9L — _3(_3) = _3k;, 0 equivalentemente
AL S e S VY (3.11)

l—-yA—aB 1-6A—-p3B

En virtud del lema 3.9, al sustituir el valor s = 0 en la ecuaciéon anterior tenemos
a+ B =—=3k(0),
donde esta ultima férmula es considerada como funcién de la variable wu.

Lema 3.11. Consideradas o, 3,7y y 0 como funciones de la variable u, tenemos

—3k(0) = a + B. (3.12)
—3k'(0) = —7k(0) + oy — 6k(0) + 0. (3.13)
—3kP(0) = —vK'(0) — ak?(0) — 272k(0) + ?k(0) + 20> (3.14)

—0K'(0) — BK2(0) — 26%k(0) 4 32K(0) + 266>
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3k (0) = —y[K"(0) — K*(0)] — Bak(0)K'(0) — 34K(0) — Tank*(0)  (3.15)

—67°k(0) + o*K'(0) + 6a>vk(0) + 6ay®
—§[K"(0) — k*(0)] — 3BK(0)K'(0) — 36%K'(0) — 7B85k*(0)
—68°Kk(0) + B2K'(0) + 6520k (0) + 635°.

Demostracion. En la prueba de este lema usaremos continuamente el lema 3.9.

Derivando la ecuacion 3.11 con respecto a s obtenemos

(1 —~A—aB)(—yB" + aA") — (—yB' + o A")(—~vA" — aB’)
(1—~vA—aB)?

(1-0A—pBB)(—0B" + BA") — (0B’ + BA")(—dA' — BB’)
(1-0A—p3B)?

-3k =

Si s = 0, entonces
—7k(0) + ay — dk(0) + 36 = —3K'(0).
Definamos
S :=(1—-~vA—aB)(—yB" + aA") — (—yB' + aA")(—yA" — aB’)

T:=(1—6A— BB)(—0B" + BA") — (=B’ + BA")(—6A' — BB')

S T
¢ (1-~vA—aB)? « (1-6A—p3B)?
Podemos escribir
T
-3k =C+D= 5

(1—~A—aB)?  (1—0A—3B2
Al derivar C'y D con respecto a s resulta que

(1—vA—aB)'C’ = (1—-~y4—aB)*S" —2S(1 —yA—aB)(—yA —aB)
(1-6A—38B)*'D = (1-06A—BB)*T —2T(1 —5A— 3B)(—0A — BB
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donde

S = (1—vA—-aB)(=yB® 4+ aA®) + (—yB? 4+ aAP)(—yA’' — aB’)
— (=B + aA)(—yA® —aB®) — (=—yB® + aAP)(—yA' — aB')
= (1—94—aB)(—yB® + aA®)) — (=yB' + aA")(—yA® — aB@).

Similarmente 7" es la misma expresion pero cambiando ~ por § y « por . Es decir,
(1 —vA — aB)*C’ es igual a

(1 —vA —aB)?[(1 —yA — aB)(—yB® + aA®)
— (=B + ad)(—A® — aB?))]
— 2(1 =74 —aB)(—yA —aB)[(1 =4 — aB)(—yB® + aA®)
— (=yB' + aA")(—yA" — aB')]

v (1 —0A — BB)*D’ es la misma expresion pero cambiando « por ¢ y a por 3. Como
—3k" = C' + D, se sigue que al derivar y sustituir s = 0 tenemos que —3k"(0) =
C’(0) + D'(0). En otras palabras

—3kP(0) = —K(0) — ak®(0) — 272k(0) + &®k(0) 4 20>
—0k'(0) — BE2(0) — 26%k(0) + 52k(0) + 2662,

Ademas
S" = (1-~A—aB)(—yBYW + aAW) + (yA' — aB')(—yB® 4 aA®)
— (=B + aA)(—yA®) —aB®) — (—yB® 4 qA@)(—yA? — aB®).
Como

(1—-7A—-aB)*C" = (1—-~vA—aB)*S’ —2(1 —vA —aB)(—A —aB)S,
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al derivar con respecto a s resulta que (1 — yA — aB)*C® es igual a
(1—~7A—aB)*{(1 —yA—aB)*S" +2(1 —yA — aB)(—yA' — aB')S’
—2(1 —yA — aB)(—yA' — aB')S — [2(1 — yA — aB)(—yA® — aB?)
+2(—yA" —aB')?] - S} —4(1 — yA — aB)*(—yA' — aB)[(1 — yA — aB)*S’
—2(1—=~vA—aB)(- WA, B')S]
= (1—vA—aB)*{(1 —~vA—aB)*S" — 2(1 — yA — aB)(—yA® — aB®)
+2(—yA' — aB')?] - S} —4(1 —yA — aB)*(—yA' — aB)[(1 —vA — aB)*S’
—2(1 = vA —aB)(—yA" — aB")S].
Algo similar sucede para (1 — §A — 3B)3D®). Por lo tanto, si s = 0, entonces
—3E¥(0) = —4[k"(0) — k3(0)] — 3ak(0)k'(0) — 372K’ (0) — Tayk?(0)
— 67°k(0) 4+ ®K'(0) + 6a*vk(0) + 6ay®
— 0[K"(0) — k°(0)] — 3Bk (0)K'(0) — 36%K'(0) — 785k*(0)
— 66°k(0) + B2K'(0) + 63*5k(0) + 635>
[

Teorema 3.12. Los valores propios de los operadores de forma A, y A. son cons-

tantes a lo largo de la superficie integral Hy de D en V.

Demostracion. La ecuacion 3.12 implica
B —Ek(0) = —(4k(0) + ) & [f=-3k(0) — . (3.16)
Las formulas 3.13 y 3.16 implican
vla — k(0)] = —=3K'(0) + 0[4k(0) + . (3.17)
Usando la ecuaciéon 3.16 tenemos

Yl = E(0)] + 68 — k(0)] = —3K'(0).
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Multiplicando la formula 3.14 por a — k(0) y sustituyendo 5 y v de 3.12 y 3.17

respectivamente, encontramos que

0 = 10k(0)[4k(0) + a]d* — K'(0)[51k(0) + 14a]d + 3k"(0)a + 6k*(0)a  (3.18)

+  4k*(0)a® + 2k(0)a® — 3k(0)k"(0) — 12k*(0) + 21[K'(0)]2.

p = 10k(0)[4k(0) + o,
( [51k(0) + 14/,
ro= 3k:’( Ya + 6k (0)a + 4k*(0)a® + 2k(0)a® — 3k(0)E”(0) — 12K*(0) + 21[K'(0)]?,

R = V&=

En este momento presentaremos el argumento que prueba que los valores propios de

A, v A son constantes a lo largo de una superficie integral Hy. Notese que el punto
(u°,0) estd en Hy cuando s = 0 y que k;(u®,0) = a(u®) por la observacion 3.10. Si
existe una vecindad abierta G de Hy alrededor de (u°,0) € Hy tal que a(u) tome
el valor constante k;(u’,0) = a(u®) para todo (u,0) € G, entonces la ecuacion 3.16
implica que ( es constante sobre G. Méas atn, las formulas 3.18 y 3.15 muestran que
0 y v también son constantes sobre GG, con lo cual queda demostrado el lema porque

V' es conexo.

En caso contrario, supongamos que para cada vecindad G de Hy alrededor de (u?,0)
existe un punto (ug,0) € G\ {(u°,0)} tal que a(ug) # ki(u’,0). Sea (u,0) € G fijo
arbitrario. Al sustituir el punto v en la formula 3.18 resulta un polinomio de segundo
grado con coeficientes reales en la indeterminada d(u). A partir de ahora o, 5,7y 0 y
las expresiones que dependan de ellas se consideraran evaluadas en el punto arbitrario

fijo u, pero no escribiremos este punto en las ecuaciones para simplificar la notacion.

El polinomio 3.18 tiene raices
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Primero estudiaremos el caso

s=1 48 (3.19)
p P

El otro caso se estudia similarmente. Definamos

A = q[4k(0) + o] — 3K'(0)p, (3.20)

I = —k"(0)+ k*(0) — Tak?*(0) + 6k(0)a’
= —k"(0) + 76k*(0) + 43ak*(0) + 6k(0)a’

En virtud de las ecuaciones 3.17 y 3.20 y despejando dp de la formula 3.19 se sigue

que
pyla = k(0)] = —3pk'(0) + op(4k(0) + a)
= —=3K'(0)p + (¢ + R)(4k(0) + a)
= q(4k(0) + a) + R(4k(0) + ) — 3K'(0)p
= A+ R(4k(0) + ).
Es decir,

pyla — k(0)] = A+ R(4k(0) + «). (3.21)

Si dividimos la ecuacion 3.21 entre p(a — k(0)) resulta

A N 4k(0) + «
pla—k(0))  pla—k(0))

Agrupando términos la relacion 3.15 se puede reescribir como

y (3.22)

—3k®(0) = —3k(0)k'(0)(a + 3) + k' (0) (2 + %) + v[—K"(0) + k*(0)
— Tak®(0) + 6a°k(0)] — 3v°K'(0) 4+ 67°[a — k(0)] + 6[—K"(0) + £*(0)
— 78K*(0) + 66%k(0)] — 35K (0) + 66°[3 — k(0)].
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Por la ecuacion 3.17, tenemos que

67°[a — k(0)]
= 6v*{7[a —K(0)]}
= 6v*{=3K'(0) + 6(4k(0) + o)}
= —18v%K'(0) + 67*5(4k(0) + a).

Es decir,
67°[a — k(0)] = —18v%K'(0) + 6725(4k(0) + ). (3.23)

En cada uno de los términos de la formula 3.14 anterior sustituyamos el valor g =

—3k(0) — « de la ecuacion 3.16. Haciendo esto resulta

—3k3)(0) —3k(0)K'(0)[=3Kk(0)] + K (0)[a® + 9%2(0) + 6ak(0) 4 o]
Y[=k"(0) + k*(0) — Tak?(0) + 6a2k(0)] — 3v*K'(0) + 67°[ac — Kk(0)]
S[—K"(0) + E*(0) — 7(—3k(0) — a)k*(0) + 6(9%*(0) + 6ak(0) + a*)k(0)]

— 38%K'(0) + 65°(—4k(0) — ).

- -

Al realizar los calculos observemos que el corchete que multiplica a v es I' y el corchete

que multiplica a ¢ es A. Por lo tanto

—3k@(0) = 9K*(0)K'(0) 4+ 222K (0) + 9k*(0)E'(0) + 6k (0)K'(0) 4 AT
— 37%K'(0) + 69%[a — k(0)] + 0A — 36%K'(0) — 60°(4k(0) + ).

Agrupando los términos comunes y usando la relacion 3.23 que dedujimos anterior-

mente resulta

Dy — 21K/ (0)7* + 6(4k(0) + a)¥*6 + 0A — 36°K'(0) — 6(4k(0) + )5®
= —3K"(0) — 18K%*(0)K'(0) — 2K'(0)a® — 6k(0)k'(0)cv.
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Si ahora sustituimos las formulas 3.19 y 3.22 en la ecuacién anterior obtenemos
—3k"(0) — 18k*(0)k'(0) — 2K'(0)a? — 6k(0)K' (0)ax

A+ (RO + )R
= ol K(0)) I — 21K'(0)

A? 4+ (4k(0) + @) R?* + 2(4k(0) + o) AR
p*(a —k(0))?

qA%q(4k(0) + a)*R? + 2(4k(0) + o) AR?
p*(a —k(0))?

A%+ 2q(4k(0) + ) A + (4k(0) + «)?R? ¢+R
Pla—FO)P r)+a

¢* + R*+ 2R

p2

+ 6(4k(0) + a) (

— 3K(0)

3 2 2 2
— 6(4k(0) + ) (q L S R>.

p? p?

Si insertamos en la tltima ecuacién los valores de A, I'; A, R, p, ¢ y r, entonces
después de algunos calculos tediosos uno puede ver que resulta un polinomio no
trivial de grado 14 en la indeterminada «(u) donde ya no aparecen (3,7, ni las otras
funciones de u, cuyo coeficiente del término principal es 2% - 72-10% - £6(0) - [£/(0)]? v
en donde todos los demas coeficientes solo aparecen k o sus derivadas evaluadas en el

punto 0.

Como u fue arbitrario, podemos pensar en tal polinomio como en una funciéon de la
variable u. Luego, en virtud del teorema fundamental del algebra la funcién a sélo
puede adoptar un nimero finito de valores que son soluciones de dicho polinomio.
Como « es una funciéon diferenciable, en particular es continua. Luego debe ser cons-
tante pues toma un ntmero finito de valores. Si el valor de esta constante es distinto
de ki (u®,0) = a(u®), entonces al anadir a G el punto (u°,0) la funcién « resulta
discontinua. Pero si el valor de la constante es igual a k1 (u°, 0), entonces en particular

a(ug) = ki(u®,0), lo cual es una contradiccion. O

Corolario 3.13. Los valores propios ki y ko de A son constantes a lo largo de Hy.
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Demostracion. En virtud del teorema 3.12 sabemos que los valores propios o y (3
de A, v 7y 0 de A, son constantes a lo largo de la superficie integral Hy. Luego
los valores propios ki y ks de A también son constantes a lo largo de H, por las

ecuaciones 3.10. O

3.3. Teorema de clasificacion

Lema 3.14. H, es una superficie no minima de R* con vector de curvatura media

paralelo en el haz normal.

Demostracion. Primero probaremos que Hj tiene vector de curvatura media H | i,
paralelo en el haz normal, esto es, V(H|y,) = 0 para cada campo vectorial X
tangente a Hy. En efecto, denotaremos por H al vector de curvatura media de M

restringido a Hy para simplificar la notacion.

Sobre Hy tenemos H = HN y DxH = Dx(HN) = (XH)N + HDxN = HDxN
para cada X € I'(T'Hp), pues XH = 0 porque la curvatura media H es constante
sobre la superficie integral. Finalmente, teniendo en mente que N es paralelo en el

haz normal THy en virtud del lema 2.14, se sigue que
ViH = (DxH)* = (HDxN)* = HDxN)* = HVxN=H-0=0
como queriamos demostrar.

Por otro lado observemos que el vector de curvatura media H |, de Ho no se
anula en ningun punto de Hy pues recordemos que Hy C V C M; = M\ {p €
M | (Hgrad H)(p) = 0}. En efecto, si de lo contrario, existiera algun punto p € Hy

tal que 0 = H(p) = H(p)N(p), entonces H(p) = 0, lo cual contradice que Hy C M;.

En consecuencia la superficie integral Hy no es minima. ]
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Lema 3.15.

(lﬁ - k’g)&)m(ﬁg) = €1 (k‘g) 89} (k‘g — k’l)wgl(el) = eg(k’l). (324)

Demostracion. Notemos que ko = (Aey, es) implica que eq(ky) = (Ve Aes,ea) +
(Vel €2, A62>.

La ecuacion de Codazzi implica que

(k1 — ko)wia(e2) = kiwia(es) — kawia(ea) = —kiwar(€2) — kawia(e)
= —ki(e1, Deyea) — kalea, Deyer) = —(Aey, Ve,e2) — (Aea, Ve, e1)
= (e9,Ve,Aer) — (€2, A(Ve,e1)) = ((Ve,Aeq, ea)
= ((Ve A)ea, ) = (€9, V., Aeg) — (€2, A(Ve, €2))
= (eg, Ve, Aeg) — (Aeg, V. e9) = e1(ke) — 2(Aeq, V., €9)
= e1(ks).

Similarmente, la ecuacion de Codazzi implica que

(k2 — k1)wai(e1) = kawai(e1) — kwai(er) = —hawiz(er) — kwai(e)
= —ko(ea, Deye1) — ki(e1, De,e2) = —(Aeq, Ve e1) — (Aeq, Ve, e2)
= (e1, Ve Aeg) — (e1, A(Ve,e2)) = (Ve Aez, €1)
= ((Ve,A)er,er) = (e1, Ve, Aer) — (e, A(Ve,e1))
= (e1,Ve,Aer) — (Aer, Vee1) = ea(ky) — 2(Aeq, Ve,e1)
= ey(ky).
[

Teorema 3.16. La superficie integral Hy es un subconjunto abierto de un producto

riemanniano de circulos o un subconjunto abierto de un cilindro circular.

Demostracion. En la prueba de este teorema constantemente sustituiremos los valores

de w;;(ex) que se encontraron en el lema 3.7. Demostraremos que la superficie integral
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Hj tiene curvatura gaussiana constante y aplicaremos un resultado que enunciaremos

mas adelante.

Aplicando la segunda de las ecuaciones estructurales extrinsecas del teorema 1.35

probaremos que

wiz(er)waz(es) + kiks = ea(wialer)) — (wiz(er))? — er(wia(ez)) — (wiales))?.

Primero notemos que

w12([€2> 61]) = le(Dezel - De1€2) = wlZ(Degel) - wlz(De1€2)

= W12 (Z wu(@z)ee) — Wi2 <Z w2£(€1)€£)
=1 =1

- Z[ww(@)wlz(eﬁ) — war(€r)wra(er)]

= ;12(62))2 + (w12(€1))2-

Ahora, sii =1y j = 2, entonces

dw12(€2, 61) = 62(0012(61)) - 61(w12(€2)) - W12([€27 61])

= ez(wiz(er)) — er(wialez)) — (wlz(ez))z - (W12(€1))2-

Por otro lado, una vez mas, por el teorema 1.35 resulta

4

dwis(eg,€1) = Zwm A wia(ez, e1) = (wiz A wsz) (e, e1) + (wig A waz) (e, e1)
k=1

= [w13(€2)w32(61) - w13(€1)w32(€2)] =+ [w14(€2)w42(61) - w14(€1)w42(€2)]

= wig(er)was(ez) + kiks.

Por lo tanto

w13(€1)w23(62) + kiky = 62(0012(61)) - (w12(€1))2 - 61(w12(€2)) - (wlz(ez))Q- (3-25)
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En virtud del corolario 3.13 y de la formula 3.24 se sigue que e1(ky) =0y ea(ky) =0

sobre Hj y en consecuencia
a)12<62) =0 & wgl(el) = 0.

Por lo tanto el lado derecho de la féormula 3.25 se anula. Sustituyendo de nuevo los
valores de wjj(e;) que se encontraron en el lema 3.7 en la ecuacién 1.9 del teorema
1.36 se sigue que el lado izquierdo de la féormula 3.25 es la curvatura gaussiana Kp,

de Hy. Luego H, tiene curvatura gaussiana cero.

Un resultado de B. Y. Chen y G. D. Ludden (]|9], Corolario 2), afirma que si H,
es una superficie no minima de R* con curvatura gaussiana constante y vector de
curvatura media paralelo en el haz normal, entonces H, es un subconjunto abierto de
una de las siguientes superficies: a) una 2-esfera en R3, b) un cilindro circular en R?
o ¢) un producto riemanniano de dos circulos planos. Un resultado parecido puede

encontrarse también en un articulo de D. Hoffman ([16]; Teorema 3.1).

Luego, en virtud de este resultado Hy es una superficie del tipo (b) o (¢) porque la
curvatura gaussiana de la 2-esfera de radio R es constante positiva mientras que la
de un cilindro circular en R? y la del producto riemanniano de dos circulos planos es

constante cero. O

Proposicion 3.17. En caso de que Hy sea un cilindro circular de radio R, el vector
de posicion de la H-hipersuperficie V', con respecto a un origen apropiado estd dado

por:

y(u,v,s) = (f(s)cosu, f(s)sen u,v, g(s)),

donde (f(s),g(s)) es una curva de rapidez unitaria con curvatura no constante que

satisface
3ff// —1— (f/)2-
Mas ain, la curvatura media H satisface

(H')? = cH? — 36H*, (3.26)
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donde c es una constante positiva.

Demostracion. Sea Hy una superficie integral de D en V. En virtud del teorema 3.16

podemos asumir que el vector de posicion de H esta dado por
z(u,v) = (Rcosu, Rsen u,v,0).
Los campos vectoriales unitarios
& = (cosu, sen u,0,0) & & =1(0,0,0,1)

constituyen un marco ortonormal del espacio normal THg de Hy en R*. Mas atin, &
y & son paralelos en el haz normal. En efecto, sea X un campo vectorial tangente a

Hy arbitrario. Como &, es un campo vectorial constante de R?, se sigue que Dx&; = 0.
Por lo tanto V& = (Dx&)*t =01 = 0.

Por otro lado, claramente (Dx¢&;, &) = 0, con lo cual Dx&; es ortogonal a . Ademas,
1 = (&,&) implica que 0 = X (&,&1) = 2(Dx&1, &), de donde se sigue que Dx¢&; es

ortogonal a &;. Luego Dx¢&; es tangente a Hy y en consecuencia Vx&; = 0.

Sabemos que e y w son campos vectoriales normales paralelos de Hy en R*. Por lo

tanto podemos asumir que existe un dngulo constante 6 tal que

e(u,v) = cos &1 + sen 0&; & w(u,v) = —sen 0&; + cos 0.
En virtud de la ecuacion 2.5 tenemos que
y(u,v,5) = z(u,v) + A(s)e(u,v) + B(s)w(u,v) = (Rcosu, Rsen u,v,0)
A(s) [(cos 8 cosu, cos Osen u,0,0) + (0,0,0, sen 6)]
B(s) [(=

s) [
([R+ A(s)cos — B(s)sen 0] cosu, [R + A(s) cos — B(s)sen 0]sen u,
v, A(s)sen 8 + B(s) cosf)
= (f(s)cosu, f(s)sen u,v,g(s)).

+ 4

sen 6 cosu, —sen fsen u,0,0) + (0,0, 0, cos 0)]
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Es decir,
y(u,v,s) = (f(s)cosu, f(s)sen u,0,g(s)) +v(0,0,1,0), (3.27)
donde se ha definido
f(s): =R+ A(s)cosd — B(s)sen 0 &  g(s) := A(s)sen 0 + B(s) cosb.
La curva (f(s),g(s)) es de rapidez unitaria pues

f'(s) =A(s)cos® — B'(s)sen 8 &  ¢'(s) = A'(s)sen 0 + B'(s) cos¥,
(f'(5))* = (A'(s))*cos® 0 — 2sen O cosOA'(s)B'(s) + (B'(s))*sen 20,
(d'(5))? = (A'(s))*sen 20 + 2sen O cos A (s)B'(s) + (B'(s))? cos? 0,

(f'()) + (g'())* = (A'(s))*cos® 0 + (A'(s))*sen *0 + (B'(s))"sen *0
+ (B/(s))"cos® 0 = (A'(s))* + (B'(5))”

cos? (/0 (u) du) + sen ? (/0 (u) du)

1.

El campo vectorial normal de V en R* esté dado por la ecuacién 2.6, que en este caso

en particular nos dice que

N(u,v,s8) = —B'(s)e(u,v)+ A'(s)w(u,v)
= —B'(s)(cosb& + sen 0E) + A'(s)(—sen 6&; + cos 0E,)
(—B'(s)cos — A'(s)sen 0)& + (—B'(s)sen 0 + A'(s) cos )&,
)
)

= (—B'(s)cosf — A'(s)sen 0)(cosu, sen u,0,0)
+ (=DB'(s)sen 6+ A'(s)cos6)(0,0,0,1)

—g'(s)(cosu, sen u,0,0) + f'(s)(0,0,0,1)
(~g/(s) cos, —/(s)sen w,0, f/(s)).
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Ahora usaremos la formula de Rodrigues para determinar las curvaturas principales.

En efecto,

ou ou ou ' ou du
= (—=Rsen u, Rcosu,0,0).

o = 2 (8(Rcosu) d(Rsen u) Ov 8(0))

Similarmente x, = (0,0, 1,0). Ademas , como

e(u,v) = (cosf cosu, cosfsen u,0, sen ),

w(u,v) = (—sen O cosu, —sen Osen u,0,cosb),

se sigue que

D, e = (xyu(cosfcosu),x,(cosbsen u),z,(0),x,(sen 0))
[ O(costcosu) O(cosbsen u) 0 J(sen 0)
B ou ’ ou T Ou
= (—cosfsen u,cosfcosu,0,0)
= C(};e(—Rsen u, Rcosu,0,0).
Luego v = —%. Analogamente

D,e=(0,0,00=0-2, & 0=0.

También

—sen 6

D, w = (sen Osen u, —sen 6 cosu,0,0) = (—Rsen u, Rcosu,0,0)

D,,w=(0,0,0,0) =0-x,.

Por lo tanto
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En consecuencia

k(s) = A(s)a—B'(s)y  Als)*p2+B'(s)<?  A(s)sen 0+ B'(s) cosf
! - 1-A(s)y—B(s)a 1+ A(s)est — B(s)snt R+ A(s)cos — B(s)sen 0
_ g(s)
f(s)’

k2($) =
pues § = 0 = ¢. Similarmente
g"(s) = —sen OB'(s)k(s) + cosOA'(s)k(s) &  f'(s) = —sen 6B'(s) + cos 0 A'(s)

implican que

g"(s)
k(s) = .
)=
De esta manera
g 9H g"  3H
7 =3 & F = 5 (3.28)

Las dos ecuaciones anteriores implican que
3ff"=1—(f)>

En efecto, como la curva (f(s), g(s)) es de rapidez unitaria, se sigue que (f")?+(¢')* =

Ly f'f"+¢¢” = 0. Por 3.28 tenemos [ = —g"}—/,/ = —¢'(—2); lo cual implica

9H
s = (%5 ) =W =1 (7
como desedbamos probar. Por otro lado, 97/ =28 __3 (—ﬁ) = —35}—/,, implica que

#'q = —3fg". (3.29)

Por una parte
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mientras que por otra parte

(]~ (y- 25t

en virtud de la ecuaciéon 3.29. Como

2H  3f'd
9 H2 (g/)2 ’
resulta que
(3 g (374
H o2 \(g)?) [f\@)P) 3f
de donde se sigue que
f/ 3Hl
Lo . 3.30
En virtud de la regla de la cadena tenemos que
/
3
(In f) = ];C = —Z(lnH)'.
Integrando con respecto a s resulta que
3 3
Inf= —ZlnH—l—cl = —51nH+ln02
con c¢; y ¢o constantes apropiadas tales que ¢; = Inc,. Luego, en virtud de las

propiedades de la funcion logaritmo natural, In f = In(co H *%), lo cual implica que

3 _ :
f = coH 1. Derivando directamente con respecto a s resulta

3
f = ZQH"H’ (3.31)
mientras que usando la férmula 3.28 obtenemos
H 9
’:—f_9 (%) = 2%, (3.32)

Al usar las formulas 3.31 y 3.32 para ¢’ y [’y la identidad (f')? + (¢')? = 1 resulta

que
9c2 81
L= () +(¢) = T2HH(H) + —SH?
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de donde se sigue que

1
1 4—81c2H?Z
"o 1— %c%]—h —:2
(H) = 7 7
9 2717—% 27—
ECQH 2 962H 2
16
2 1
16(4 — 81lc;H?2)

4.92H 3

= (1—62) H? — 36H*
9¢c3

donde ¢ := (3%), como querfamos demostrar. O
2

Proposicion 3.18. En caso de que Hy sea un producto de dos circulos planos, uno

de radio xq y el otro de radio vy, el vector de posicion de la H -hipersuperficie V', con

respecto a un origen apropiado estd dado por:
y(u,v,s) = (z(s) cosu, x(s)sen u,y(s)cosv,y(s)sen v) (3.33)
donde (z(s),y(s)) es una curva de rapidez unitaria, con curvatura no constante, que

:L‘/y”—:L‘”ylzl 2/_2/
3\y x)°

satistace

Demostracion. Asumamos que el vector de posicion de Hy esta dado por
z(u,v) = (zgcosu, rosen u, yo COS v, YoSEN v).

Los campos vectoriales unitarios

_ 1 _ 1

& = —=(cosu, sen u, —cosv, —sen v) & & = —=(—cosu, —sen u, — cosv, —sen v),
V2 V2

constituyen un marco local ortonormal paralelo del espacio normal de H, en R*.

Procedamos como en la proposicion 3.17. En efecto, como &; y & son paralelos en el

haz normal de Hy, existe un angulo fijo  tal que

e(u,v) = cos0&; + sen 08, &  w(u,v) = —sen 0& + cos 0&,.
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Luego y(u, v, s) esta dada por la ecuacion 2.5, a saber,

Z(u,v) + A(s)e(u,v) + B(s)w(u,v)
= (x0cosu, zpsen u, Yo cos v, yosen v) + A(s)[cos 0E, + sen O

+  B(s)[—sen 0&; + cos 0]

cos 0
= (xgcosu,xgsen u,yocosv, yosen v) + A(s)| 7 (cosu, sen u, — cos v, —sen v)
+ I+ Bl )
— COS U, —Sen U, — COS U, —SENn v s)[— COS U, SEN U, — COSV, —Sen v
\/5 Y Y Y \/§ 7 Y Y
cos @)
+ (—cosu, —sen u, — cosv, —sen v)]

7
(s) cosu, x(s)sen u,y(s)cosv,y(s)sen v)

= (z
donde definimos

A(s)
V2

A(s) B(s)
) = yo —
La curva (z(s),y(s)) es de rapidez unitaria. En efecto,

Al(s) B(s)
V2 V2

B(s)
V2

(cos O + sen 0),

x(s) ==z + (cosf — sen ) —

(cos @ + sen 0) + (sen 6 — cos ).

(cosf — sen ) — (cos@ + sen 0),

2 (s) =

Y (s) = —A\I/(;) (cosf + sen ) + B\,/(;) (sen 0 — cos ),
(2)? = (142/)2 (cosf — sen 0)? — A'B'(cos @ — sen 0)(cos 0 + sen 0)
+ (32/)2 (cos @ + sen 0)°
— % — (A")? cosfsen § — A'B'(cos§ — sen 0)(cos 0 + sen 0) + (32/)2

+ (B')?*cosfsen 6,
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12
W) = %@OS 0 + sen 0)* — A'B'(cos f + sen 0)(sen 6 — cos )
2
+ <B2) (sen 6 — cosf)?
2 .
- <AQ) + (A)? cosBsen  — A'B'(cos § + sen 0)(sen 6 — cos§) + (BZ)

— (B')?cosfsen 0

implican que (z')? + (v')? = (A")? + (B’)? = 1. El campo vectorial normal N (u,v, s)

de V en términos de la ecuacion 2.6 esta dado por

—B’(S) (uv ’U) + AI(S)U)(U, U)
= —B/(s)[cos 0 + sen 0&] + A'(s)[—sen 0&; + cos 0]
= —B'(s) |:C\O/S§9(COS u, Sen u, — cos v, —sen v) + %(— COS U, —Sen u, — Cos v, —sen v)]

_sen (9( )+ cos
cosu, sen u, — Cos v, —Sen v
V2

B'(s) _ _

7 (sen 6 — cos 9)} cos u,
B'(s)
V2

Als) (sen 6 — cosf) + Bls)

+ Al(s) (— cosu, —sen u, — cosv, —sen v)]

;BI—|

= ({ 7 Cos0+sen«9)+

(sen 6 — cos 9)} sen u,

{ A's) (cos @ + sen ) +
|

(cosf + sen 9_)] CoS v,

§ — cosf) +
NG sen cos ) NG

/

[A’(s 35— cos) + 2 (cosd+ sen é)} sen v)

= (y'(s)cosu,y'(s)sen u, —2'(s) cosv, —x'(s)sen v).

Ahora usaremos la formula de Rodrigues para determinar las curvaturas principales.
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En efecto, sabemos que
e(u,v) = (cos 0 cos u, cos Bsen u, — cos B cos v, — cos fsen v)
(—sen 0 cosu, —sen Osen u, —sen 0 cosv, —sen fsen v)

(cos 0 cosu — sen 0 cosu,cosfsen u — sen Osen u,

S-Sl Sl

—cosfcosv — sen O cosv, — cosfsen v — sen fsen v)
1 _ _ _ _
= 7 (cosu(cos @ — sen 6), sen u(cosd — sen ),

— cosv(cos 0 + sen ), —sen v(cosd + sen 0)) .

Anéalogamente

w(u,v) = % (— cosu(cos @ + sen 6), —sen u(cosd + sen 0)

cosv(sen 0 — cosf), sen v(sen § — cos b)) ,

T, = (—xosen u,xocosu,0,0) &  Z, = (0,0, —yosen v, yycosv).

Luego
Dz w = 7(8671 u(sen 0+ cosf), — cosu(sen 0 + cos ), 0,0)
= sen 9_—|—cos§)fu,
< 1’0\/_ )
D ! (0,0, (sen @ — cosf), cosv(sen § — cosd))
W = — —sen v(sen 0 — v(sen 6 —
V2
1 _ _
= sen 0 —cosf) | z,,
3/0\/5( ))
(,0) = —(sen O +cosh) &  Plu,v) = ——(sen § — cosf)
a(u,v) = sen u,v) = — sen 0 — :
$0\/§ ZJO\/§
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Similarmente para A, resulta

1 _ _ _ _
Dz e = —(—sen u(cosf — sen 0),cosu(cost — sen 6),0,0
. \/5( ( ) ( );0,0)

1 _ _

= cos — sen 0)x,,
xoﬁ( )
1 _ _ _ _
D; e = —(0,0,sen v(cosf + sen 0), — cosv(cosd + sen 0))
V2
1

= — (cos @ + sen 0)7,,

?JO\/§

1
7(“77)) = _IEQ\/E

Por lo tanto

(cos —sen 0) &  (u,v) = (cos@ + sen 0).

1
yoﬂ

(o) —B'(s)y + A (s)x Z—(j%(cosé — sen 0) + f;f;%(sen 6 + cosd)
s = — — — —
1 1—=A(s)y = B(s)a 1+ %%(COSH — sen 0) — i%(sen 0 + cosb)
G
z(s)’
ba(s) — —6B'(s) + BA(s) _ —Z\(/S%(coséjL sen 0) — ;O—(\/S%(sen 0 — cosf)
1—06A(s) = BB(s) 1-— y’?)(\%(cosé—k sen 0) + yBO(\%(sen 6 — cos )

En otras palabras

h=-L & k=2 (3.34)
z Y
Por otra parte, como
A" _ _ B _ _
2"(s) = () (cosf — sen 0) — () (cos @ + sen 6),

V2 V2
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y'(s) = _AYs) (cos @ + sen 0) +

V2

B//(S)
V2

(sen 6 — cosh),

se sigue que

2y = (%(cosﬁ_—sené)—%(cos§+sen§))><

" B B B B B
———(cos @ + sen ) + —=(sen 6 — cos )
V2 V2
A/A// _ _ A/B//
= - (cos® 0 — sen 20) +
A//B/ _ _ B/B//
5 (14 2cosfsen 0) —

(=1 + 2cosfsen )

(sen 20 — cos® ),

A" _ _ B B B
2y = (E(COSQ — sen ) — E(cos@ + sen 9)> X

A’ - - B’ - -
(—E(COSQ + sen ) + E(sen 6 — cos 9))

A/A// _ _ A/B// -~ -
= —— (cos* @ — sen 20) (14 2cosfsen 0)
A//B/ B -~ B/B// -~ -~
+ (=14 2cosfsen 0) — (sen 20 — cos® ).
2
Finalmente
x'y” . x//y/ — _A'B" +A”B/ _ %’/’ _ _gllk — = —kg
y en consecuencia
kg — x//y/ _ x/y//

Luego, como —3k3 = ky + ko, se sigue que

1 .ZC, yl
2 — 2 == -2 ).
Y Y 3(y w)

Maés atn, como las curvaturas principales de V' deben ser distintas, tenemos que

y;l # —%, lo cual implica que z2(s) +%2(s) es no constante, pues de lo contrario existe

C € R tal que z%(s) +4?(s) = C para cada s. Al derivar con respecto a s tenemos que
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x/

0 = 2xz’ 4 2yy' = 2(xz2’ + yy'), de donde se sigue que 0 = xz’ 4+ yy' y que y;/ = -2,

lo cual es una contradiccion.

Finalmente, notese que la curva (z(s),y(s)) tiene curvatura ="y’ — 2y, la cual es

no constante porque V' tiene curvatura media no constante. O

Observacion 3.19. Las proposicidones 3.17 y 3.18 implican que V' es un cilindro
generarizado erecto sobre una superficie de revolucién que esté contenida en algin
R? (vea la ecuacion 3.27) o una hipersuperficie O(2) x O(2)-invariante de R* (vea la

ecuacion 3.33).

El siguiente teorema resume las principales proposiciones que hemos obtenido.

Teorema 3.20. Teorema de clasificacion. Una H -hipersuperficie en R* es exacta-

mente una de las siguientes hipersuperficies:
i) Una hipersuperficie con curvatura media constante.

ii) Una hipersuperficie rotacional con curvatura media no constante como se describe

en la proposicion 3.6.

i) Un cilindro generalizado sobre una superficie de revolucion en R3, con curvatura

media no constante, como se describe en la proposicion 3.17.

i) Una hipersuperficie O(2) x O(2)-invariante con curvatura media no constante,

como se describe en la proposicion 3.18.



Capitulo 4
Teorema principal

Nuestra motivacion para la investigacion precedente fue el estudio de H-hipersuperficies
en R, Ahora estudiaremos H-hipersuperficies que ademés son biarmonicas. Tenien-

do en mente el corolario 1.39, recordemos que estas tultimas satisfacen las ecuaciones
3H
A(grad H) = —Tgmd H & AH+ SH =0.
Para la demostracion del teorema necesitaremos los tres lemas siguientes.

Lema 4.1. Las hipersuperficies rotacionales de R* con curvatura media no constante,

como se describen en la proposicion 3.6, no son biarmonicas.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que
x(0,t,8) = (f(s)sen tcosb, f(s)sen tsen 0, f(s) cost, g(s))

es una parametrizacion local de una hipersuperficie rotacional biarmoénica con cur-
vatura media no constante, donde (f(s), g(s)) es una curva de rapidez unitaria con
9H

T Y

ks = —% y la longitud de la segunda forma fundamental esta dada por la suma de

f(s) >0y 0 <t < 7w Como las curvaturas principales deben ser k; = ky =
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los cuadrados de las curvaturas principales en virtud de la ecuacion 1.10, se sigue que
S=ki+ks+k =3+ () + (=2)° = FH?, es decir,

1 4 2
99
S==—H"
8
El laplaciano se puede escribir en términos de coordenadas locales (x1,xo,- -, x,)

como

J

1 &~ 0 (. 9]
A=——0x— — | ¢7/det g—
\/detgijz1 oz; (g ¢ g@x-)

donde g;; son las componentes del tensor métrico, g = (g;;) es la matriz con entradas

9i; ¥ g t= (gij) es la matriz inversa de g.

Calculemos el laplaciano en términos de la parametrizacion local de arriba. En efecto,
x1(0,t,8) = (—f(s)sen tsen 0, f(s)sen tcos@,0,0),
x9(0,t,5) = (f(s) costcosl, f(s)costsen 0, —f(s)sen t,0),
x3(0,t,5) = (f'(s)sen tcosb, f'(s)sen tsen 6, f'(s) cost, g'(s)).
Por otro lado
g1 = {z1,71) = f2(s)sen *tsen 20 + f2(s)sen *tcos® 0 = f(s)sen *t,
g2o(0,t,5) = f2(s) cos®tcos® O + f2(s) cos tsen 20 + f3(s)sen *t = f*(s),

g3 = (z3,23) = (f)* + (¢)* =1,

mientras que g;; = 0 para cada ¢ # j. Por lo tanto la matriz de g y su matriz inversa

g~ ! son las matrices



85

Ademés det g = f4(s)sen 2t. Al sustituir estos valores en la expresion local para el

laplaciano resulta

A = ——{% [g“(f2<s>sen D] + 51 | eIsen

~ Sm t {% [ o) 0] + a8 e O3]

b P

Como la curvatura media H no depende ni de € ni de ¢, al aplicarle el laplaciano

tenemos que

1 0

AH = {( F2(s)sen t)

f'(s)
 f2(s)sen tOs =2

o) as o - s A

OH]  2f(s)0H O°H
-

Por otro lado, como 0 = AH + SH, se sigue que
99

/
0=-H"—2-—H +~—H°
7R
Multiplicando por H' la ecuacion anterior y teniendo en mente que f?/ = /\% donde
A= —g en virtud de 3.6, tenemos que
H')? 99
o— i — O s
H + 8
Integrando la ecuaciéon anterior respecto a s resulta
H')3 99
= H'H" )\( d —H'H? ds
0 / / I s+ 3
H')3 99
- __ H 2 9 ( H4
2( ) / AT H ds+ 32

donde se ha supuesto (sin pérdida de generalidad) que la constante de integracion es

cero. Sean

F=I" & G=H & dF=MTHIUPT gs o ¢ 4G = H' ds.
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Aplicando el método de integracion por partes se sigue que

/)\(H/)S I — /f/H/H/dSZf/H/H_/ff//H/H+ff/H//H_(f/)2H/H .
H f f f?
f//H/H f/H//H f/ 2
= )\(H’)z—/ i ds—/ 7 ds+/<7) H'H ds
./ N2
= ANH)?+ %%H/H ds—/)\H”H’ ds+/A2(Z2) H'H ds
H Hl 3
= /\(H')2+/ (%) (—37) H'H ds—%(H')QJr)\//\% ds
9 H/ 3
= %(H')z—g—;H‘l—{—)\/)\% ds
si, y s6lo si
H)y? L (H) (H')? A e 27
(1—/\)//\H ds = )\H ds — A )\H ds—Q(H) 32H
si, y s6lo si
/ A(J}f{/)?’ e — %(HT —A%m o g (e % i
En consecuencia
1 15 135 99 1 531
:__H/2_2 __HIZ__H4 _H4:__H/2 _H4
0 2< ) { 80( ) 256 +32 8( ) +128

si, y s6lo si
531

H')? = —H"
(H') 16
Finalmente, en virtud de la ecuaciéon 3.2 resulta
cHY — 222 (H')? = 231 b
16 16
luego
cHS — @H4+%H4 — @H"‘,
16 16 16

lo cual implica que

5
C5H16 — (71i66) H207
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lo cual a su vez es equivalente a que

5
_ <71i66) H20 + C5H16 — 0’

lo cual implica que H es una raiz de un polinomio de grado 20. Por lo tanto H toma
un ntmero finito de valores reales y en consecuencia es una funcién constante pues es
continua. Pero esto tltimo es una contradicciéon. En consecuencia la hipersuperficie

rotacional no es biarmonica. O

Lema 4.2. Los cilindros generalizados erectos sobre superficies de revolucion con-
tenidos en algin R®, con curvatura media no constante, como se describen en la

proposicion 3.17, no son biarmonicos.

Demostracion. Asumamos sin pérdida de generalidad que el vector de posicion (una

parametrizacion local) de tal cilindro esta dado por

z(u,v,s) = (f(s)cosu, f(s)sen u,v,g(s))

donde la curva (f(s), g(s)) es de rapidez unitaria con f(s) > 0. Como las curvaturas
principales son ky = 2L ky = 0y ks = —2Z, tenemos que S = ki + k3 + ki =

()2 4 (—38)2 = D2 en virtud de la ecuacion 1.10, es decir

90
S="—"H>
4

Calculemos localmente el laplaciano en términos de la parametrizacion de arriba. En
efecto,
71(u,0,5) = (= f(s)sen u, f(s) cosu, 0,0),

zo(u,v,s) = (0,0,1,0),
z3(u,v,8) = (f'(s) cosu, f'(s)sen u,0, g (s)).

Por otro lado g11(u, v, s) = f2(s), ga(u,v,s) =1, gs3(u,v,s) = (f'(s))*+ (¢'(s))* =1

y gij = 0 para cada i # j. Por lo tanto la matriz de g y su matriz inversa g~! son las
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matrices

1
f2(s)

0 0
0 10
0 01

Ademés det g = f%(s). Al sustituir estos valores en la expresion local para el laplaciano

s = e )+ 2 (02 + 2 (102)]
LR L)

resulta

0
F2(s)ou o 02 f(s) Os

Por lo tanto ,
f'(s)
f(s)
Por otro lado, como 0 = AH + SH, se sigue que
90

/
0=-H"--H +—H
7T

Multiplicando por H’ la ecuacién anterior y teniendo en mente que f7/ = )\% donde

AH = —

H'(s) — H"(s).

A= —% en virtud de 3.30, tenemos que

HY? 90
) O N Gl )
0 7

Integrando la ecuacion anterior respecto a s resulta

N3
0 = —/H’H”ds—/)\@ ds + %H/H?’ds
H 4
1 (H")? 90
= ——(H"?*= [ X ds + —H*
S(H) / 7 as+ O,

donde se ha supuesto (sin pérdida de generalidad) que la constante de integracion es

cero. Sean

F=I" & G=H & dF=MTHIURT gs ¢ 4G = H' ds.
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Aplicando el método de integracion por partes se sigue que

(H/)3 B f/H/ ) _f/H/H_ ff"H/H—i-ff/H”H—(f,)QH/H
/)\—H ds = /—f H' ds = —f / 7 ds
B na f//H/H B f/H//H <£/)2 )
= ANH) / 7 ds / 7 ds +/ 7 H'H ds
/i N2
= \NH)?+ %%H’H ds — /AH”H’ ds+/)\2%H’H ds

= \NH')? +/ (%) (—%) H'H ds — %(H/)Q +>\/>\(}?3 ds

X e 27y (H')?

si, y s6lo si

(1—A)/A$ds:/Agds—A/Agds:%(H’)Q—i—gm

si, y s6lo si

(H,)g %<H,)2 — %Hél 3 ne 108 4
~—— ds = =——(H) - —H".
/A " 11—\ ARt
En consecuencia

1 108 0 90 2 TS

O:__H12 _H/2 H4 H4:__H/2 H4
2( )+14< )+112 +16 7( )+112
si, y s6lo si 260
(H')? = =—H*.
16
Finalmente, en virtud de la ecuaciéon 3.26 resulta
CHS — 36H" = (H'Y? = 2% 4,
16
fuego 576 369 945
cH? = 2[4+ 22t = 22 4,
16 16 16

lo cual implica que

2
C2H7 — % H8
16 ’
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lo cual a su vez es equivalente a que
2
(%) H® —?H" =0,
16
lo cual implica que H es una raiz de un polinomio de grado 8. Por lo tanto H toma
un namero finito de valores reales y en consecuencia es una funciéon constante pues es
continua. Pero esto tltimo es una contradicciéon. En consecuencia la hipersuperficie

no es biarmoénica. O

Lema 4.3. Hipersuperficies O(2) x O(2)-invariantes de R* con curvatura media no

constante, como se describen en la proposicion 3.18, no son biarmomicas.

Demostracion. Asumamos que tal hipersuperficie es biarmoénica. Sin pérdida de ge-

neralidad podemos suponer que el vector de posicion esta dado por
Z(u,v,s) = (x(s) cosu, z(s)sen u,y(s) cosv, y(s)sen v),

donde la curva (z(s),y(s)) es de rapidez unitaria y x(s)y(s) > 0. Las funciones z(s)

y y(s) son no constantes porque el vector de curvatura media se ha supuesto no

constante.
En virtud de la férmula %(y;’ — %/) ="y — 2y = z—/// se sigue que
p L (L) o gl (2,
3\z vy 3\y =
Como las curvaturas principales son k; = —y;/, ko = %, y —% = ks = 2"y — 2"y,

tenemos que

HZE(E’_Z)'
9\y =

Calculando directamente la longitud de la segunda forma fundamental resulta
72 2 1 y/ o 2 9(3/,)2 9(1,/>2 (y/)Q
S = k,2 ]{52 ]{52:<y) (.Z') I A —
RN x? + y? +9 x oy 922 9y? + 922
21"y N («/)?  10(y)? N 10(z)? 22"y
9xy 9y2  Ox2 9y? Oxy
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Ahora calculemos localmente el laplaciano en términos de la parametrizacion de arri-
ba. En efecto,

z1(u,v,s) = (—x(s)sen u, z(s) cosu, 0,0),
Za(u, v, s) = (0,0, —y(s)sen v, y(s) cosv),

T3(u,v,8) = (2'(s) cosu, 2’ (s)sen u, y'(s) cosv,y'(s)sen v),

911(% v, S) = .T2<S) & 922(u7 v, S) = y2(8> & 933(u7 v, S) - ]-7

mientras que g;; = 0 para cada ¢ # j. Por lo tanto la matriz de g y su matriz inversa

¢~ ! son las matrices

2*(s) 0 0 2w 0 0
g= 0  y*s) O & g'= 0 5 O
0 0 1 0 0 1

Ademas det g = 2%y?. Sustituyendo estos valores en la expresion local para el lapla-

ciano tenemos que

C2(s)ou? 2(s) 002 w(s) ds  y(s) Bs  0s?

Como H no depende ni de u ni de v, se sigue que al aplicarle el laplaciano obtenido

anteriormente resulta
/
x

AH=—-—H'— y—/H/ — H"
x Y '
Usando la formula 0 = AH+SH y las formulas que expresan a H, " y 3" en términos

de x y y y sus primeras derivadas tenemos que

0 = ()% (122%y — 30y°) + 2/ (¢/)*(—122y* + 302°) + 2’ (4wy® — 142) (4.1)
+ o (—42y + 149°). (4.2)
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La ecuaciéon anterior nos dice que la funcién que estd a la derecha de la igualdad
es idénticamente la funcién cero. Pero la funcién de la derecha relaciona tinicamente
a las funciones = y y (pues 2’ y ¢’ se pueden conocer por medio de z y y). Luego,
existe una funcion F' tal que F(z(s),y(s)) = 0 para cada s. Por lo tanto, existe una
funcion, que llamaremos Y, tal que y(s) = Y(z(s)) = (Y o z)(s) para cada s; o sea,
y = Y o x. Aplicando la regla de la cadena a la composiciéon anterior tenemos que
y'(s) = ¥ (x(s))2’(s) para cada s. Es decir,

dx
ay
/ — _l'/,
4 dx
donde el snnbolo en realidad significa % ox.
Notese que 3y = Y:c es equivalente a y = %. Luego
1 1 (z)?

1
/ ’ - :(ZE,)2
) EE

1+ g .
dx

Ahora obtendremos una tercera formula. En efecto, primero observemos que

dY / 2 17/2 1
d—y + 2 —y,y’—l—x': <yx’) +<x’) =

dya: una vez méas obtenemos y” (s) = dQ—Y(IB(S))(CE')2(S)+

Por otra parte, derivando y' = da?

94X (2(s))a"(s) para cada s; es decir, ¥’ = %(x) + 9X.2” Multiplicando la ecuacién
anterior por x’ resulta que
&Y dy d*Y dy
/N 3 ISP /) — N3 P /)
YT e daz ) dz " " dx? () dz 7Y
si, y so6lo si
d*Y dy dy 1
d$2 (x/)3 — x/y// + %y/y// — /! (Ey/ + x/) — y//_/
si, y so6lo si
. d2Y( i 1 Y
dx? dx?
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Finalmente obtendremos una cuarta férmula que nos sera de utilidad posteriormente.

En efecto,

si, y s6lo si

1 1 d*Y

R o 2
(E) e ()
X

En consecuencia

d*Y

da?’

N dY \?
dx

(4.3)

Continuando con la demostracion del lema, al dividir la férmula 4.1 entre 2’ obtenemos

0 = (a) dY(12x2y — 30y%) + (2')? (dY

2 [ [
dx dx

dY

2
> (—12zy° + 302°) + (4ay® — 142°)
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Dividiendo una vez mas la ecuacion anterior entre (z')? resulta

) 5 dy \? ) . dy \? ) 5
dy ay\? ) 5
T ”(a) (—4a7y + 14y7)

day
= [(—42%y + 14y%) + (122%y — 30y°)] —

T (e y+14y)(dY>

dx
+  [(—12zy* 4 302°) + (day® — 142?) ( ) (4xy? — 142°)

dY dY dY
_ _ 2 3 o 2
= (—4x y+14y)(—dx> + (—8zy” +16x)(—d$> + (8z%y — 16y)d$

+  day® — 142

dy dy \’ dy
= ) () 4 o) () + A+ A,

donde
AS(x>y) = —41'23/ + 14y37 AQ(xay) = —8$y2 + 161‘37
Ay(z,y) = 8x%y —16y°,  Ao(x,y) = day® — 1427,

Las tnicas funciones Y que satisfacen la férmula anterior y la féormula 4.3 son las
funciones Y (z(s)) = z(s) o Y(z(s)) = —xz(s). Luego y(s) = Y(z(s)) = z(s) o y(s) =

Y (z(s)) = —x(s) para cada s, es decir y = z 0 y = —x. En consecuencia H = 0 en
/
virtud de que H = % y_T), Por lo tanto la hipersuperficie es minima, lo cual es
T Y
una contradiccion pues la curvatura media se supuso no constante. ]

Teorema 4.4. Toda hipersuperficie biarmonica de R* es minima.

Demostracion.

Como corolario del teorema 3.20 una H-hipersuperficie biarménica en R* debe ser
una hipersuperficie con curvatura media constante, pero esto a su vez implica que la

hipersuperficie debe ser minima en virtud del corolario 1.32. O]
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