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Curvaturas de una superficie en R3

Consideremos una superficie parametrizada en R3

X : Q c R? — R3 dada por X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))
la cual es regular (la superficie esta inmersa), es decir los
vectores

Xu(u,v) = (xu(u,v),yu(u,v),zu(u,v))
Xv(u7 V) = (XV(U7 V)a}’v(Ua V),ZV(U, V))

son linealmente independientes (para todo (u, v) € Q).
Generan el plano tangente de la superficie en el punto X(u, v).
Definimos

E = (Xy,Xu), F=(Xu, Xy),G=(Xv, Xv)

e = (Xuu, N(u, v)), f=(Xuw, N(u,v)),g = (Xw, N(u, v))
donde

N(u,v) = (Xu x Xy)/|Xu x Xy|.
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Formula para la curvatura media y Gaussiana

Curvatura media (invariante extrinseco)

_ 1eG-2fF + gE

H 2 EG-F?

Curvatura Gaussiana (invariante intrinseco)

eg — f2

K=Ec—F
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Curvatura media de una superficie

La curvatura media de una superficie es una funcion definida
por
B ki + ko

H(p) 5
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Ejemplo: Curvatura en grafica de funciones

Consideremos la gréficade f : Q ¢ R2 — R, la cual es una
superficie con parametrizacion X(x, y) := (x,y, f(x,y)).

o XX = (1707 fX): Xy = (071’fy), XXX = (O’()7 fXX):
XXY = (O’ 0’ ny) ] ny == (O, 0, fyy)

° N(x,y)=(—fx,—f,1)/\/1 + 12+ 12

@ E=1+4+1fF="ff,,G=1+f

@ e="fu/\ 1+ T+, f=1hy/\/J1+E+12,
ngyy/\/m

© EG-F2=1+12+f2

N 2
@ eG-2fF+ Eg = (1417 ) e —2fxc by by +(1+£) fyy

V1+13+12
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La curvatura media de la gréficade f: Q c R — Ren el
punto X(x,y) := (x,y, f(x,y)) esta dada por

2 (14 12 + £2)3/2 '

De manera equivalente:

H =

H—ld/‘v vif
2 V1 +|VF]?

donde Vf = (fy, f,) y fy == L.
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Flujo de curvatura media (FCM)

Dada una familia de superficies encajadas (= inmersas y X;
inyectiva) en R para todo t, X; : Q ¢ R?> — R® la siguiente
ecuacion en derivadas parciales

th(u, v,t) = H(u,v,t)N(u, v, t) Ecuacion del FCM
se conoce como el flujo de curvatura media. Donde
Xi(u,v) = X(u,v,t) = (x(u,v,t),y(u,v,t),z(u,v,t))
_1leG-2fF + gE X, x Xy
(Xt;YI’Zt)—E EG_FQ ‘XUXXV‘.

Ejemplo: Una superficie minima, es decir con curvatura media
constante H = 0.
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Formalmente hay una ecuacion de calor

En Geometria de superficies en R3 se prueba la ecuacion
AM[XI‘ = Ht donde Mt = X(Q, t)
Podemos reescribir la ecuacion del FCM:

th(u, v,t) = Ay X:, paratodo (u,v) € Q.
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Esferas concentricas

Una familia de esferas concentricas en el origen de radio r(t):
x2(u, v, t) + y?(u, v, t) + Z%(u, v, t) = r?(t) con r(0) = p.

@ Curvatura media: %

@ vector ortogonal de norma 1:
N(t) = —(x(u, v, 1), y(u, v, 1), z(u, v, 1)) /r(t)
La ecuacién del FCM queda como:

(thtyzf) = —(X(U, v, t),y(U, v, t)a Z(U, v, t))/r2(t)
Haciendo producto interno de ambos lados por
(x(u,v,t),y(u,v,t),z(u,v,t)):

r(t)r'(t) = —1.

La solucién es: r(t) = \/p? — 2t es antigua, es decir esta
definida en t € (—oo, p?/2).
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Cilindros de revolucion coaxiales

Una familia de cilindros coaxiales con eje z y radio r(t):
x2(u, v, t) + y?(u, v, t) = r?(t) con r(0) = p.
o Curvatura media: g7y -
@ vector ortogonal de norma 1:
N(t) = —(x(u, v, 1), y(u, v,1),0)/r(t)

La ecuacién del FCM queda como:

1
(Xta}/t, Zi) = _W(t)(x(uv v, t),y(U, v, t)7 O)
Haciendo producto interno de ambos lados por
(X(U7 V? t)7y(u7 v7 t)’ O)
r(t)r'(t) = —-1/2.

La solucién es: r(t) = \/p? — t es antigua, es decir esta
definida en t € (—oc, p?).
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Soluciones homoteticas

Dada una parametrizacion de una superficie
X, : Q C R? — R3 podemos definir la familia de superficies
como

X(u, v, t) = At) Xy, (u, v).

o ZXGH = N ()X (u,v)
® H(u,v,t)= A(t)H(u Vv, )
@ N(u,v,t)= N(u,v, b).

La ecuacién del FCM es:

N(t) Xy, (u,v) = Azl‘) (u, v, t)N(u, v, to).

Esto implica que a := 92 _ 2\N no depende de t..
at

A(t) =T+ a(t—t).
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continuacion

Notese que
AN (1) (X (u, v), N(u, v, o)) = H(u, v, ty).
como a := dt = 2\ )\ podemos reescribir la ecuacion como

a/2(Xi,(u,v),N(u,v, b)) = H(u, v, ).

Esto motiva la definicon de un self-shrinker.
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”Self-shrinkers”: Soluciones autosimilares de

contraccion

Un "self-shrinker” bajo el FCM es una superficie que satisface
la ecuacion diferencial

(X(u,v),N(u,v)) =H(u,v),

donde X : Q — R3 es la parametrizacion de la superficie.

Un self-shrinker genera una solucién del FCM por medio de
homotecias como se explica a continuacion.
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Ecuacion equivalente a la de FCM

La ecuacion
th(u, v,t) = H(u,v,t)N(u,v,t)
es equivalente a
(%Y(u, v, ), N(u,v,H))N(u,v,t) = <88t Y(u,v, z‘))L = H(u,v,t)N(u,v,1t).

Ya que si Y(u, v, t) es una solucion de esta ecuacion
modificada entonces

X(u,v,t):=Y(o(u,v,t),t)

es soucion de la ecuacion original del FCM,
donde ¢; : Q2 — Q es una familia de difeomorfismos de 2 tal
que

DY(¢p(u,v,t),t) <g€f> =— <at Y(o(u,v,t), t)) T.
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Moller 2012: Clasificacion de self-shrinkers de

revolucion

Teorema

Si X : Q c R?2 — R3 es un self-shrinker de revolucion,
entonces es una de las siguientes superficies:

@ un plano

@ una esfera

@ un cilindro de revolucion

@ un toro encajado S' x S'.
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Ejemplo limanen 1994

TN
A,
SR NS
SUSS =

Flujo de curvatura media (FCM)



Superficies compactas convexas evolucionan a un

punto redondo: Huisken 84

El siguiente resultado es analogo al de curvas convexas en el
FAC:

Teorema

Si la superficie inicial es compacta y convexa entonces la
solucion del FCM es una familia de superficies compactas
convexas que convergen a un punto redondo en tiempo finito.
Es decir, bajo un reescalamiento para mantener el area
constante convergen a una esfera.

Flujo de curvatura media (FCM) %X(u, v, t) = H(u, v, t)N(u, v, t)



Evolucién del area de superficies compactas bajo el

FCM

Dada la familia de superficies
X(u,v,t) = (x(u,v,t),y(u,v,t),z(u, v, t)) que evoluciona con
el FCM, el area en tiempo f es

A) = /Q VE(. v.0G(u, v, 1) — F(u,v, t)dludv.

La variacion del area en el tiempo satisface

9 Aty = — / H(u, v, )2dudv.
dt 0

Esto nos dice que el area decrece.
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Graficas y Solitones de traslacion

Supongamos que la solucién del FCM es una familia de
graficas

X(u,v, t)=(x,y,f(x,y, 1)) = (x(u, v, 1), y(u,v,t), f(x(u, v, t), y(u, v,t),t))

_ 14 vf
H(u,v,t) = 5div ( 1+|vf|2>
— (fxvf 771)

N(u,v,t) = 1ilw|2

La familia X; es solucion si y sélo si

of Vi
— = /14 |VIPdivV | — .
ot ’ ‘ ( Vv T+ |Vf‘2> (x(u,v,t),y(u,v,t),t)

Si f(x,y,t) = g(x, y) + t, tales soluciones se llaman Solitones
de traslacion

. Vg 1
dv | ——— =
<\/1 + |V9|2> xy) V1+IVaP
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Leili Shahriyari 2015: Propiedades

@ Sig:Q cR? — R es un soliton de traslaciéon y Q es
acotado entonces su grafica no puede ser una superficie
completa.

@ Solo hay tres tipos de graficas de traslacion completas:
Cuando Q = R?, una grafica entre dos planos 6 una
grafica de un lado de un plano.
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