

















































































AÑORÉ espaciosmétricos

Jesús Núñez Zimbrón
Facultad de Ciencias

UNAM

Financiado parcialmente por el proyecto
PAPI IT IN 101322

7 Diciembre de 2022




















































































Idea de la teoría

ProgramadeGroveproblemaltifici
t clasificar o entender

y clasificar oentender a la
la clase de variedades

clase de variedades con
con seco y

seco mucha simetría

e Muy pocos ejemplos conjetura de Hopf
de variedades con

FÍESec 70

en IXE con seco

y que admita unal

traje acción por isometríasde

sea 0 Hsiang Kleiner 1989

abierta




















































































Def II d espacio métrico

G gpo de Lie

µ Gx I I continua

es una ación izquierda de G en I

GAI
si

1 ex x Axel

2 ghtx glhxlkg.net EI

3 Mg I I
es una isometría de I

Mg txt g x i e

dxyedcgx.gg




















































































En variedades riemannianas

métrica riemaniniana y no distancia
riemannianadgdgcpqtjfng.lk

Ima Myers Steenvod 1939 Palais 1957

1 isometría métrica isometría riemanniana

d 4 dan 4141 Gn v7 Collin d4UD

2 Isom M es un grupo de
Lie

C compacto si M es compacta

mucha simetría m acciones grandes de grupos
de Lie por isometrías




















































































Nota Kazdan Warner 19751 Cualquier función C s M IR

negativa en algún punto es la curva scalar de algunamétrica

I variedades con Isom M e

y variedades no compactas con Isom M apto




















































































Definicionesyherramienta

Nocióndeequijen q ay F I Y

es G equivariante sí

Fg x g Fx Vge G XEI

Órbita GI g x gtG
iii

Isotropía y EE II

ei

IdentÜÉ Max
gGx te g x es un difeomorfismo




















































































Cuando G es compacto

Glx es cerrada y glx toga es encaje

Si la alción es propia i e

aptos es apta

Y GYM MXN

taxi es
propia

MIG es de Hausdorff

GILI ftp.iaI

Si p ej M apta G apto

µ es propia




















































































Los tipos de órbita están ordenados

Gff

al gehry heh tal que

y Ux

hx y gy ghx

y high

high C Gx

y ehhh

Gy Ehhh
a Una órbita Glx es de tipo H donde

HCG es un grupo de isotropía
si Gx es

conjugado de H




















































































HI E CK q
k es conjugado de

un subgrupo de H

Teorema I órbita principal
Isotropía órbita principal Tipo más pequeño de J

isotropía

órbita más grande

a Se suele suponer que la acción es efectiva

Ana del
axn M

L

Ámame




















































































Burdamente

G E Isom M

G A M
para alguna

métrica
propia
efectiva




















































































Reduccióndedimensi con un precio a pagar

Mg métrica natural

Anya GN GN inf EN REGIA
Jean

proyección y ye M r 70

T BIAN Bayal ITCH
r

d
submetría_

Análogo métrico de submersión
Mas

IMG no necesariamente es variedad
M propia t libre yentonces sí




















































































MIG Variedad Riemannian

orbifold Riemannian

Si M tiene sea Ki

MIG es Alexandrov ion curva k

si M tiene Rico k

Ma es RCD N K

Galaz García key Mondino Sosa 20181




















































































tiiii
Para cada xe M una vecindad tubular suficientemente

pequeña de la órbita B Glx es equivariantemente

difeomorfa a la Xa DX
GAG

Gx A Dt

µ

ÉÉ Blau XD

FILETEE.pl Galaz García
Guijarro

2013

Rebanada Harvey Searle 2017




















































































Muchaf lexibilidd

Podemos elegir

Tipodegrup Finito discreto aheligny apto doc apto

Tipodeespacivariedad orbifold Alex RCD CAT etc

tipodeación libre transitiva efectiva
con sin puntos fijos etc

µ
odin de

cuántasimetría órbita principal

10ham M G dim Ma HA

symrk M rango Isom ml

si Flon M vs conexo y apto

dim de toro maximo




















































































Algunosrentados

teorema Hsiang Kleiner 1989 una variedad M cerrada

simplemente anexa son seco y una acción efectiva por
isometrías de S es homeomorfa a 8 o Qpr

difeomorfa Fintushel

Alexandrov Fukaya Yamaguchi 1994 Galat GarcíaGuijarro lo

Is RCD Sosa 2018 Santos Guijarro 20 9

Teorema Myers_Steenrod
1939 M variedad riemannian

Entonces
dim Isom ml e nin

dim on

d
Isometrías

de S redonda

1 Si dim Isom M es máxima M es

isométrica a 8 RP IR IH

con las métricas de Sec ate




















































































Prototipodeproblem

clasificación topológica diferenciable isométrica

Dada una clase de espacios ll clasificar salvo

isomorfismo a los G espacios I EM

Ejemplo Hsiang Kleiner

clasificación equivariante

Dado un G espacio IEM clasificar salvo

isomorfismo equivariante todas las posibles acciones deG

Ejemplo Teorema Grove Searle 1994 Galaz García 100

Grove Wilking 20141

tarvey Searle 2021 Toda avión efectiva por
isometrías de 57 sobre S ó

Qpr con sea o es rente a una acción lineal
Alexandrov

equir difeomorfa




















































































Entérminosdecohomogeneidad

cohom O M 9A espacios homogéneos

cohone 1
Mostert 1957 Neumann

7968 Hoescherzo

Galaz García Searle 2011

Galaz Garúa Zares 2018

Alexandrov




















































































imita

IT ft
St

K Et

Me fibrado sobre St Ion Y Yo
fibra G A

GXK.tl Voy a K K

Diagramas je te
vi T T

K Kt K Se Fibrados confibra
discos




















































































Ejemplodeaplicación

a Grove Ziller 2000
Goette Kevin Shankar roro

Si ke tienen codim 2

M admite sea 70

7 esferas exóticas
admiten

51070

Dearriott soy

Nuevos ejemplos de
variedades

Grove Verdiani Ziller 20 con sea 0

usando variedades de
cohom 1




















































































Cotoner Raymond 1968 Orlik Raymond 1972 dim 3

Orlik Raymond 1972 dim 4 orientables equiv top

Pao 1977

Kim 1993
dim no orientables

clasificación topológica parcial

Oh 1483 1
3
AM

5

clasificacion equivariant
topológica parcial

Alexandrov NZ 2015 GÜIN
Corvo NZ Zane 2072 Alex orientables

con acción de ti

clasificación equivariante

topología parcial




















































































En términos de rango de

simetría

teorema Grove Searle 1994 M variedad riemanniana cerrada

con sea 0 Entonces

Symrk M E LEI
y si la igualdad se da

Mr I esfera plano proyectivo
real o complejo

differ espacios lente

Teorema Galaz_García 2014 cualquier acción de un

toro máximal en M con seco y rango de
simetríamáximo

es equivalente a una acción lineal




















































































nnanotgjm.am
a Am

Ey
acción local ó

ifoliacionessingul
riemannianas.t

quizás no
vienen de
aviones

iii

till




















































































Una suposición de simetría

Ig Yamaguchi Mi con seaMi 7 1

si B liga Mi existe y B es variedad riemannian

entonces para i suficientemente grande 7 haz fibrado suave

Ti Mi B

antisifilítica
Casi una subversión riemanniana

Aleu Yamaguchi 90 s Fujioka 2019




















































































Muchas gracias
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La vez pasada hablamos de acciones de cohomogeneidad 1

a Ahora hablaremos de cohomogeneidad 2

m cerrada G conexo aptoa

efectiva

a Cohom M G 2 dim Ma 2

i dim G 1

a Est




















































































Raymond 1968 Orlik Raymond 1972

Clasificación de acciones del St sobre M cerradas

Teorema Orlik Raymond 1972 El conjunto de acciones

módulo difeomorfismo equivariante efectivas en M cerrada

está en correspondencia 1 1 con un conjunto de

invariantes

b E g f t
Kiril

Más atsientoneses equivariantemente

homeomorfa a

ES ASTI CERRA EILEAN

419,147Mt




















































































iissiffita
puntosfijos

La acción de 81
sobre D es

G MAE pt ortogonal
Kerekjarto
Neumann

EÉ IE
DÍ BLONDIE

B GLX AY D
t

e




















































































Glx SIES
Ii

G E Zk actúa en D

dos distintas formas

Ex preserva la orientación

local

2k A D rotaciones

Gx invierte la orientación

local
BUNGE Zp 2 2 y

2 2 A D reflexión
respecto a unBIG E e Za
eje de D2
























































pintosprincipales

Glx Me E
G actúa libremente sobre D

BEGIN E e

DEI Dr



Estructuradelespaciodeórbit
F

ni
SE E

µ
2k

E
F2 1

SE



Invariantes Eso n
Mano orientable

Ha orientable

g género de Ma

f componentes de
frontera de MG

1 F
que corresponden

a F

t componentes de

al frontera de MG
SE

que corresponden
a SE

µ
En

Nota E g ftt caracteriza

topológicamente a Ma
Fe Hi Bi invariantes de Seifert

Ejeinhiatasasio
pi vueltas así caSE

obstrucción a que la parte
b principal sea un S1 haz
principal trivial



Para cada acción en MI podemos leer los
invariantes

Dada una lista
b c g f t ChiBill

7 una variedad con una acción con exactamente

estos invariantes

Por simplicidad olvidemos b

7 Sea Mi determinada por E g ftt

Y Sea Ñ Mi X St con la acción obvia en el

factor 81



En f fronteras Exst

colapsamos uno de los

factores

acción

puntos fijos



En las otras t fronteras A xd

É

Identificamos
antípodas en el
segundo factors

Para incorporar las órbitas excepcionales

quitamos n discos de M

y pegamos
toros fibrados Edi Bi a mí



Para ver que la variedad obtenida es única

Hay una sección a la acción

en M 8 claramente

la seccion se puede extender

a las fronteras tipo F y SE

un Ñ puntos fijos

Una vecindad

ÉÉÉ
naaaaa

tubular

extendemos radialmente

S Au M si E 0 hay
una sección a la acción



St A X con EI 8 A y con E O

Y

SIGE f si

TE YG

a Hay una única 81 3 variedad M

que corresponde a los invariantes

b E g f t 03

a Hay esencialmente una única manera de pegar
las vecindades deórbitas excepcionales respetando los Hi Bi



clasificacióntopológica

Si tenemos puntos fijos en MA

equivariante

í



Entonces separamos en piezas estandar

p ej
c

p
E

se levanta a 82
con acción por

rotación

Es M E b 0 Eso y O 7 2 tio fi Biff

MI EX St

Ñ



Extensiones

He 12017 Clasificación equivariante y clasificación parcial
topológica de M3 apta son 2M 0

Galaz García Borrego NZ
Palmas 2022 clasificación equivariante

y topológica con F 0

de M no tompacta y
con este trabajoestá 2m70
esencialmente completa la

clasificación de 81 3variedades



Algo de geometría
Ínfifutan

y ángulos entre geodésicas Ett anti

É 1T.IT El

Cnn dig
km retil x Usi

Y sp
833 donde Inn Ep XIV No



Sp puede no ser completo

i

Consideramos Ep SPI

Teorema Burago Burago
Perelman 1992 I Alexandrov

TI.Entonces i Ep es Alexandrov uru 1

Iii dim Ep dim I 1

Iii R PEI Zp ES es denso y
abierto en I



ta Perelman 1994 Vecindad cónica

Para todo pe I
toda vecindad BEEP para E suficientemente

pequeño es punteadamente
homeomorfa a k Ep

Teena Perelman 1994 Sing I I R tiene

codim Single 72

si JI 0 codim single
3

Definida inductivamente



EndimensiónzparaIamado
dim Ip 2 Ep I variedad topológica

cerrada de dim 2

con una métrica de

Alexandrov con curu 1

Bonnet Myers
versión Alexandrov

III Ep Lo

Epi Rp

Número finito de puntos
con

Vecindad cónica Ep ERP y
estimado de
codimensión de Sing I E M U É KARR



É

j

La acción conmuta con

tomar cono

K IRPH
E K IRPH

y
acción

Esp dórbitas ortogonal

En cada nivel del cono á

s 2 2

952 tomando
cono e



Estad Ilgt

22 gp2

µ
Én a Nuevos

si invariantes

E 122 de ti puntos singulares en

la i ésima componente

de frontera de Ilga
22



teorema NZ 2015 El conjunto de acciones

moTdifeomorfismo equivariante efectivas en I cerrado

está en correspondencia 1 1 con el conjunto de

invariantes

b E g f t Kiril Cr rs

Más aún I es equivariantemente homeomorfo
a

M in
SuspCRP SuspCRP

Raymond



IdeadeladasificacióntolNY
variedad

b E g fes t Ki Pil

tiene al menos 5 círculos de

puntos fijos

F

F F
F



Nota No hay una clasificación de espacios de

Alexandrov de dim 3 cerrados incluso en el

caso simplemente conexo

Corolario conjetura de Poincaré con acciones de 81

Los únicos I3 cerrados y simplemente conexos con

acción de St por isometrías son

3
y

SuspCRP SuspCIRP



Otros resultados con si i e colapso
en dimensión 3

teorema Galaz García Guijarro NZ 2017 Si I es cerrado

irreducible y
suficientemente colapsado

entonces I es
geogén

d
L cociente de

toda granota
rol I es Mas pequeño una de las
respecto al diam I

una D y geometríasde
Thurston

todo RP acota excepto H
a un K Rpa

Tu OK 1

Teorema Bárcenas Nz 2019 Si I es cerrado asféricoo

Ticientemente colapsado entonces I es homeomorfo a una

variedad

Implica la conjetura de Borel en esta situación



Muchas

gracias


