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Capitulo 1

Transformaciones que preservan medida

1. Medidas invariantes

DEFINICION 1.1. Sean (X, A, 1) un espacio de medida y T : X <. Decimos que
T preserva p 6 que p es T -invariante si VA € A, T (A) € Ay u(A) = u(T71A).

EJjemMpPLO 1.1. La medida de Lebesgue po en R™ induce una medida p en la
o-algebra de Borel B del toro

T =R"/Z"=S'x---xS", S'={zeC:|z|=1}.
La traslacion t,(z) = z + a en R™ induce en T™ la rotacién
Ro(z1, ... zn) = (121, .o, Qn2)

donde «; = e*™. Como t, preserva p tenemos que R, preserva p.

EJEMPLO 1.2. Sea k > 2 un entero fijo y sea (po, ..., pr—1) un vector de proba-
bilidad, o sea p; > 0y po+ -+ +pp_1 = 1. Sean [k] = {0,1,...,k — 1} y X = [k]%
Dados j € Z, i, ..., iy € [k] definimos el cilindro C(j; i, . . . , i) como

C(Jsioy -y im) ={(xn) € X 1213, =14 para 0 <1 < m}.

Las uniones finitas disjuntas de cilindros forman un algebra que genera la o-algebra
de Borel A de X, por lo tanto, para definir una medida p en A basta definirla en
los cilindros, lo que hacemos mediante

1(C(F3 0, - - - s im)) = Dig - - - Pipn-
Definimos el corrimiento bilateral T' : X <= mediante T'(x,) = (y,), donde y, =
ZTni1- Es claro que T' preserva .
Una variante de este ejemplo consiste en tomar X+ = [k]%", donde Z+ = NU{0}.
Los cilindros se definen de la misma manera asi como el corrimiento que ahora se
llama unilateral.

EJEMPLO 1.3. Consideremos la dindmica de una bola en una mesa de billar con
frontera convexa C. El movimiento esta sujeto a leyes simples: entre rebotes sucesivos
la bola viaja en linea recta y en un rebote los angulos de incidencia y reflexion son
iguales. Sea x la longitud de arco con respecto a un punto fijo en la frontera, que
supondremos orientada en el sentido antihorario. Sea 6 el angulo de reflexién en un
punto de rebote C(x) € C y sea y = — cosf. Debido a la convexidad de C, el par
(x,y) determina su sucesor (X,Y) y visceversa. Si incrementamos y manteniendo x
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6 1. TRANSFORMACIONES QUE PRESERVAN MEDIDA

fijo, la convexidad de C implica que C'(X) se mueve sobre C en la direccién positiva .

O sea %—X > 0. Sea S(z,X) = —||C(X)—C(z)|| entonces, ya que C’'(x) es un vector
Y

tangente unitario,

05 _ C'(x) - (C(X) = C(x))

(11 or S(z, X) -V
9S  C'(X)-(C(X)—-C(x))

(1.2) X ~S(z, X) =V

por lo que

(1.3) YdX — ydr = dS(z, X)

y asf la transformacion f : (z,y) — (X,Y) preseva area.

EJEMPLO 1.4. Definamos ahora la transformacion de Gauss 7' : (0,1) <= me-

diante
1 1 1 . -0
—l==—=1-] si =z
T(x) = x x x :

0 si =0

Consideremos la medida p en la o-dlgebra de Borel definida por

pA) = /A 1C—ifzr

Para ver que T preserva p es suficiente probar que si [a, b] C [0, 1],

(T (a,8])) = p(la, b]) = log (1 i b) .

1+a

Ahora bien

—ilo a+m-+1 o a+m
- S\brmt1 S\b+m

m=1

=t o (M ALY (Y| e (2L
Tl |18 b+m+1 & b+1/)| & a+1)/’

TEOREMA DE KRYLOV Y BOGOLIUBOV. Sean X un espacio métrico compacto,
T : X < continua y B la o-dlgebra de Borel. Entonces eziste ju probabilidad T'-
mvariante.




1. MEDIDAS INVARIANTES 7

Sea M(X) el conjunto de las probabilidades definidas en B. Denotaremos por
M (X) el conjunto de las p € M(X), invariantes bajo 7T
Sea C'(X) el espacio de funciones continuas con la norma || f|| = sup | f(x)| para
rzeX

feC(X).

Como X es métrico compacto 3{g,, : n € N} denso en la bola unitaria de C(X).

Consideremos en M(X) la métrica
/ gjdp — / g;dv
X b

LEMA 1.1. Sea {p,} una sucesion en M(X). Las siguientes propiedades son
equivalentes

(a) Mm d(pn, p) =0

n—oo
(b) Mm [y gidpn = [ gjdn Vi =1
() lim [y gdun = [y gdp Vg € C(X)

DEMOSTRACION. (a) = (b).

/ gjdun—/ gjdu‘ < 2d(pin, )
X X

(b) = (c). Es suficiente considerar g € C'(X) con ||g|| = 1. Dado € > 0, 3j tal que
lg; = gll < /3. Sea N tal que n > N = || [ gjdpn — [y gjdu|| < /3. Sin > N,

o0

d(p, v) :ZQ%

j=1

/gdun—/ gdu’ < /(g—gj)duwr/gjdun—/gjdu‘+/(g—gj)du’ <e
X X X X X X
x 1
(c) = (a). Sea jo tal que > % < Z.SeaNtalquen > N = | [y gidin — [y g5dp| <
Jj=jo+1
gparajgjg.SinZN,
1 > 1
At 1) < = /gjdun—/ gjdﬂ‘+ > —(/ |gj\dun+/ Igj|du>
=2 Ux X a2 \Ux X
< £ 4 g 4 £ —
2 4 4

O

TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ. Sea ¢ : C(X) — R lineal tal que
o(f)>0si f>0yp(l)=1. Entonces I3u € M(X) tal que

/X fdu=o(f)  VfeC(X)
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Consideremos [—1, 1]N con la métrica A(x,y) = > 277|z; — y,|, la cual define
=1

la topologia producto. Definamos h : M(X) — [-1,1]N u +— [ mediante i(j) =
[ gjdp. Claramente h es una isometria.

PROPOSICION 1.1. h(M(X)) es cerrado

DEMOSTRACION. Sea {, } una sucesién en M(X) tal que fi,, converge. Asi {ji,(j)} =
{ [« 9jdun} converge Vj > 1y asi { [ gdu, } converge Vg € C(X). En efecto, dados
g € C(X)ye>0,3jtal que |lg; — g/ llglll] < e/3||g|l (el caso g = 0 es trivial).
Como { ) x gjdun} es sucesion de Cauchy, existe N tal que

/ Gjdpin — / gjd
X X

Sik,n>N,
g
< llgll ‘/ (= — 9;)dpin
x llgll 7

/gdun—/ gy
X X
g
/gjdun—/ gidpk /(——gj)duk
X X X ||9||

Definamos ¢ : C(X) — R mediante ¢(g) = im0 [y 9dfin.-
Por el Teorema de Riesz existe p € M(X) tal que ¢(g) = [, gdu Vg € C(X).
Entonces ji es el limite de fi,,. U

k,nZNﬁ‘

£
g
3lgll

+ gl + gl <e

COROLARIO 1.1. M(X) es compacto.

DEMOSTRACION. Como ([—1, 1], A) es compacto, por la Proposicién|1.1, h(M (X))
es compacto. Pero h es una isometria. ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE KRYLOV Y BOGOLIUBOV. Escojamos cual-
quier p € M(X) por ejemplo la medida de Dirac concentrada en zo € X.

{1 si zp€ A

HA=10 6 2p¢ A

1
Sea p, = ﬁ(“ +po T+ .o+ poT™™ ). Por el Corolario , existe una

subsucesion convergente {p,,, }. Sea v = lim u,,, , entonces
m—r00

1
voT'=lim —(uoT ' 4 - +poT ")

m— 00 nm

1
= lm —(u+--+poT™ —p)=v

m—00 nm
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2. Formas de volumen, difeomorfismos, campos vectoriales

DEFINICION 1.2. Una forma de volumen en un espacio vectorial V' de dimensién
n es una funciéon multilineal antisimétrica no nula w : V" — R

EJEMPLO 1.5. Fijando una base ordenada (ey, ..., e,) de V, definimos w(ey, ..., e,) =
1. La antisimetria y multilinealidad implican que si vq,...,v, € V y escribimos
v; = > a;je;, entonces
J
w(vi,...,v,) = det(a;;).

De hecho cualquier forma de volumen se obtiene de esa manera.
Dado un isomorfismo L : V' — W entre espacios n—dimensionales y una forma de

volumen w en W definimos la forma de volumen L*w en V mediante L*w(vy, ..., v,) =
w(Lvy,...,Lv,). En el caso de un automorfismo L : V < tenemos que L*w =
(det L)w.

DEFINICION 1.3. Sean M una variedad diferenciable y ¢ : U € R® — M una
parametrizacién. Para @ € U, TyyM = D, (R™) es el espacio tangente a M en
¢(x). Una forma de volumen w en ¢(U) asocia, por definicién, a cada ¢ € ¢(U) una
forma de volumen w, en T, M. Definiendo (¢*w), = Dy} wy(y), tenemos que p*w es
una forma de volumen en U. Decimos que w es suave si ¢*w lo es.

Para w suave y A C M boreliano tal que A C ¢(U) definimos

4 (A) = / w(en, . en)]
p~1(A)

donde eq, ..., e, es la base canonica de R".
Si w es una forma suave de volumen en M y ¢, 1) son dos parametrizaciones tales
que A C Im ¢, Im), el teorema del cambio de variable da

WE(A) = / LETeariee, el
(p—l
= / |detD(z/F1o<p)]|1p*w(el,...,en)\
p=1(A)

:/ [ wlen, ... en)| = Hi(A).
Y=1(A)

Dado cualquier boreliano A C M escogemos parametrizaciones {¢;} tales que A C
UImp;. Sean {A; C Im¢;} borelianos disjuntos con A = (J A;. Definimos
J J

() = 3" i (4))

Sean f : M — N transformacion diferenciable entre variedades diferenciables de
la misma dimension y w una forma suave de volumen en N.
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Sea ¢ : U C R" — M una parametrizaciéon. Supongamos que f|o(U) es un
difeomorfismo sobre su imagen y por lo tanto f o ¢(U) es una parametrizacion. Sea
A C f(p(U)), entonces

w(A) = wler, ..., e,
wt) = [l elen )

= / lo* ffw(er, ..., en)| :Mf*w(f_l(A)ﬂgp(U))
“1f=1(4)

Recordemos que x € M se llama punto critico de f sila derivada D, f : T,M — T, N
es singular. Un punto y € N es un valor reqular de f si ningtin x € f~1(y) es un punto
critico de f. En tal caso para cada € f~!(y) hay una vecindad W, tal que f|W, es
un difeomorfismo sobre su imagen. Suponiendo ademas que M es compacta se tiene
que f~'(y) es finito. Sea f~!(y) = {x1,...2:} y escojamos Wi, ... W} vecindades
coordenadas disjuntas que se transforman difeomorfamente en vecindades Vi, ... Vj
de y. Sean

V=Vin--nVi\f(M\W;---\W,), U =W,nf V),
entonces f~H(V)=U,U---UUy. Para A C V tenemos

(1.4) TP Z pru(FTHA) N UL = K (A)

PROPOSICION 1.2. Sean f : M — N transformacion diferenciable entre va-
riedades de la misma dimension, M compacta N conexa. Sea w una forma suave
de volumen en N. Supongamos que todos los valores de f son regulares. Entonces
# 1~ (y) no depende de y € N y lo denotamos por grado(f), f*w es una forma de
volumen en M con

prpw(M) = grado(f)u,(N)

DEMOSTRACION. Segtin la discusién previa, f(M) es abierta y de hecho el niime-
ro de preimagenes de los elementos de N es localmente costante. Como N es conexa,
tenemos que f(M) = N y #f7(y) = k Yy € N. Descomponiendo N en la unién
disjunta de conuntos A; a los que podemos aplicar tenemos

PraM) = D a7 HAD) = kD sl A5) = biao(N)

EJjEMPLO 1.6. Consideremos el toro
T =R"/Z"=S"' x --- x S
con parametrizaciones exp : U — T" donde

exp(r) =z +Z" = (*™, ..., e*™).
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Para cada p = exp(x), Dexp, : R" — T,T" define una identificacién canénica ya
que no depende del punto z elegido puesto que si ¢, representa la traslacion por el
entero k

Dexp, = Dexp, 0Dty = Dexp,;, .

Asi, podemos definir una forma de volumen w en T™ mediante
Wexp(z) (D exp, v1, ..., Dexp, v,) = det(vy, ..., vy)

o sea que exp*w = det y entonces p, es la medida del ejemplo [I.1} Sea A una
matriz nxn A con coeficientes enteros, y consideremos la transformacién A : T" <=
definida por fl(x +7") = Az +Z"™. Si det A # 0, entonces A no tiene puntos criticos
y podemos aplicar la Proposicién (1.2, Por otra parte para B C U

f(exp(B)) = /B (exp® Aw)(en, ... e)| = /B (A% exp® w)l(ens - .. )
= |det A /B 1 = |det A| p(exp(B))
O sea que ji 5., = | det A p,, y el niimero de preimagenes bajo A de cualquier punto
es det A. De estas observaciones y la equacion tenemos
[det Al (A~ (B)) = 113, (A7 (B)) = hyuo(B)
y entonces A preserva i,
EJjemMPLO 1.7. De acuerdo al Ejemplo la transformacion
A:St =St Az) = 2™,
preserva la medida p inducida por la medida de Lebesgue en R. Defina h : S —
[—1, 1] mediante h(z) = Rz . Sea z = z + iy € S!, entonces
hA(2)) = h(z%) = 2? —y? = 222 — 1 = T(h(2)).
Defina M(B) = p(h™'(B)) para B C [—1, 1] boreliano.
MTY(B)) = (b~ T (B)) = p(A~hY(B)) = u(h~\(B)) = M(B)

Explicitamente, M (B) es la medida del conjunto en S que se proyecta en [—1,1]

1 dx
M(B)=—- | —.
-+ [
EJEMPLO 1.8. Sea ¢ : [0,1] < tal que existen intervalos abiertos disjuntos
I, C [0,1], n € N satisfaciendo
= A([0,1]\Up1,) =0
= A(([0, 1]\ Up1)) =0

= Vn ¢ | I, es continuamente diferenciable con ¢’ # 0
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Sean f € L'([0,1]) y p la medida en los borelianos de [0,1] definida por p(A) =

[ f(@)dx
Definamos ¢,, = ¢|I,, A, = ¢, (A).
Por el teorema del cambio de variable

=3 [asa=3 [a G [ 3 e

|S0’n E _1

Por lo que ¢ preserva pu si y solo si para casi todo x € [0, 1] se tiene

fla) = Z f(y)

/
i L )]
1
Apliquemos este criterio a la transformacion de Gauss ¢ y f(z) = 172 Tenemos
T
1 , |
D D BN
; pu—
e (o) | ()] yewl(m) — (x+n)(x+n+1)
= 1 1 1
R e e T
—~xr+n z+n+1 14z

Si f: M < es un difeomorfismo C! y w es una forma de volumén, entonces
e © f = iy Por lo tanto f preseva pi, siy solo si f*w = w. Si M es abierto de
R™ ffw = (det Df)wo f.

Sea X un campo vectorial C' en M y sea {¢;} el flujo definido por X. Sea w
una forma de volumen en M, definimos la derivada de Lie

d

EJEMPLO 1.9. Sean M abierto de R" y ¢jw = (det Dp;)w o ;. Definiendo
p(x) = wy(eq, ..., e,), tenemos
d d
Lxw(er, ... en) = 2 (det D)o p+ — (0 0r)g

Derivando la ecuacién

Slz) = X(g(a)

tenemos la ecuacién de la primera variacién

ddtDSOt( ) = DX (¢s(x))Dipy(x).

Como D¢y =1, parat — 0
Dyy(z) = I +tDX (x) + O(t?),
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det Dy = 1+ tdiv X (z) + O(#?),

y por lo tanto

iv (pX
Lxw = (divX)w + (Dp - X)g = Mw.
p p

En general definimos div,X mediante
LXw = (dinX)w.
Asi, {¢;} preserva w si y solo si div,X = 0.

PROPOSICION 1.3. Supongamos que f : M < preserva w y H : M — R es una
primera integral de f, o sea Ho f = H y H no es constante. Sea C' un valor regular
de H, entonces 3 @ forma de volumen en H'(C) preservada por f | H'(C).

DEMOSTRACION. Sean x € H1(C), T,H *(C) = ker D,H. Sea v tal que
D, H(v) = 1, definimos @, (ve, ..., vp) = we(v, v, ..., v,), luego (f*@),(va, ..., v,) =
@f(:v)<Dxf027 R Dvan)

Pero Dy H o D, f(v) = DH(v) =1y asi

(Df(x)(Dfo% BRI Dmfvn) = Wf(a:)<Dxf'Ua Dxf'UQa s 7Da:fvn)
= (ffw)e(v,v2,...,0,) = we(v,v9,...,0,)

= (.:Jx(UQ, Ce ,?Jn).
At o =& 0

EJEMPLO 1.10. Sean M abierto de R*® y H : M — R de clase C?. Consideremos
el campo vectorial hamiltoniano

(P2 oH oM  oH
H — ayl,,ayn, 8'1‘1,7 axn .

~ 0*H  O’H
div Xy = — =
v ; 0z;0y; 0y;0z;
Por lo tanto el flujo hamiltoniano {¢;} preserva el volumen usual de R?*. Por
otra parte

d ~0HOH OHOH

0

Asi, H o o, = H para toda t. Luego, si C' es un valor regular de H, hay una forma
de volumen w, en H~!(C'), preservada por {®;}.
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3. Recurrencia

TEOREMA DE RECURRENCIA DE POINCARE. Sean (X, A, p) espacio de pro-
babilidad y T : X < preservadora de medida. Para cualquier B € A el conjunto
By={be B:{neN:T"(b) € B} es infinito} pertenece a A y u(By) = u(B).

DEMOSTRACION. Sea C,, = {b € B:T*(b) ¢ B Vk >n}. Entonces
C,=B\|JT™*B)eA By=B\|]JC.
k>n n

El teorema estard demostrado si probamos que u(C,,) = 0.
Como C, Cc UT*B\ U T*B, u(C,) <u(U T*B)—u(U T7*B).

k>0 k>n k>0 k>n
Pero U T*B=T"JT *Byasiu(UT*B)=u(U T"B). O
k>n k>0 k>0 k>n

DEFINICION 1.4. Sean X espacio topoldgico y T : X < continua. El w—Ilimite
de un punto x € X es el conjunto

w(z) ={y € X : VU vecindad de y,3In; — oo con T™(x) € U}.
Si X es métrico, y € w(x) <= In; — oo tal que d(T™(x),y) — 0.

TEOREMA 1.2. Sean X espacio métrico separable, A la o—dlgebra de Borel,
T : X < continua y p € Mp(X). Entonces

p{re Xz ¢ w(z)}) =0.
Es decir, p-casi todo punto de X es recurrente.
DEMOSTRACION. Sea {U,}, € N una base de abiertos Si z ¢ w(z) hay una
vecindad U de z tal que {k € N : T*(x) € U} es finito y por lo tanto 3U,, tal que

r €U, yVk € NT*(z) ¢ U,. Reciprocamente, si el punto x satisface esta propiedad
entonces x ¢ w(x). Asi

{reX:z¢wl)}= U(U”\ U T-%U,))
n keN
Pero en el Teorema de recurrencia de Poincaré demostramos que

a0 | T40) =0,

keN

DEFINICION 1.5. Sean X espacio topoldgico y T': X < continua.

(a) T se llama transitiva si 3z € X tal que w(z) = X
(b) T se llama topoldgicamente mezcladora si V U, V' abiertos no vacios, 3N > 0
talque T-"(U) NV # ¢ Vn > N.
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EJEMPLO 1.11. La rotacién R : S! — S, R(z) = €"*™2 es transitiva si y solo si

a ¢ Q (ver Proposicién [2.2)).

Es sencillo demostrar que una rotacién nunca es mezcladora.

EJEMPLO 1.12. La transformacién A(z) = 2™ del ejemplo [1.7] es mezcladora. En
efecto, para0 <a <b < 1

. a+j b+
Uexp( ).

mk T mk

T % exp(a,b) =

Cualquier abierto V' C S! contiene un segmento exp(jm =", (j + 1)m =)

a+jm"™ b+ jm" +1
mktn 7 mktn )Ce <m”’ m”)

.

PROPOSICION 1.4. Sean X espacio métrico compacto y T : X < continua, son
equivalentes

(a) T es transitiva.
(b) {x € X :w(x) = X} es interseccion numerable de abiertos densos.
(c) YU abierto no vacio |J T7"U es denso en X.

n>0
DEMOSTRACION. (a) = (c¢). Sea z € X > w(x) = X. Sea U abierto no vacio y
sea y € X. Sea V vecindad de y, entonces In > 0 tal que T"(x) € V. Seam > n
tal que T (z) € U. T™(z) = T ™(T"(z)) y asi T"(z) € T~ ™U N V. Luego
UT7UNV #0. Como V es arbitrario y € |J T/U.

j=0 Jj=0
(c) = (b). Sea {U,},cy base para la togopologia de X. Por hipdtesis

SMU]>2T U, =TT,

3>0

es abierto denso. Asi, S = ()S;, es interseccién numerable de abiertos densos. Si

x € S entonces w(x) = X. En efecto dado U # () abierto debemos probar que
dmy — oo tal que T (x) € U. Es suficiente hacerlo para los abiertos U,,n € N.
Como z € S, Vi,n x € S;,, y asi existe m; > i tal que T (z) € U,.

(b) = (a) es trivial. O

DEFINICION 1.6. Sea X = [k]%. Sea A = (A;;); jej matriz de ceros y unos. Sea
Xa = {(zn) € X : Aspz., =1Vn € Z}. Sea o el corrimiento, entonces o(X4) =
Xa. 0| X4 se llama subcorrimiento de tipo finito.

PROPOSICION 1.5. Para m > 0 denotemos por A%‘ los coeficientes de A™. En-
tonces

1. 0| X4 es transitivo <= Vi, j € [k] 3m >0 tal que A7} > 0.
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2. 0|Xa es topoldgicamente mezcladora <= Yi,j € [k] 3m > 0 tal que VI > m
AL > 0.
ij

Usaremos el siguiente lema que se demuestra facilmente por induccion.
LEMA 1.2. Sea
Sii = {a € [k][m+1] tag =1, am = J, Agrany, = 1Vn € [m]} )
Entonces Af; = #5]].
COROLARIO 1.3. #{z € X, : 0"z =a} = Tr A™.

DEMOSTRACION. En efecto z € X4y 0™x = x siy solo si Tpymy; = x; Yn €
Z,j€m]y Avpey = Apyag = - = Ap, 1wy = 1. Asi

k—1 k—1
#lreXy:omr=a}=> #S5=> Ap=TrA"
=0 =0

O
DEMOSTRACION. de la Proposicién[L.5] Sean U, V abiertos no vac’os de X 4. Co-
mo los cilindros forman una base, U contiene un abierto de la forma C(j;ig, . . ., i)N

X4 # 0, V contiene un abierto de la forma C(p; qo, ..., q) N Xa # 0. Entonces
J_n(U) nv oD o-_n<0(j’ iO? s 7Zm)) N C(p7 qo, - - - 7QZ) N XA
= C@J+nsig, . im) NC(P;qo, -, q) N X4

Sip+1 < j+n este ultimo conjunto no es vacio cuando Ag;f_p_l > 0, ya que en tal

STl v tomando @ € C(fiig, .., in) N Xa, y € C(Piqo, .. q) N Xa

caso da € i,

definimos
Yt t<p+l
Z=Q UGty PHIST<j+n
Ti—n J+n<t
Reciprocamente si z € o~™(C'(0; 7))NC(0;7)NX 4 entonces zp = 4, 2, = j, A =

Zn’Zn+1

1Vn € [m]. O
4. Medidas de Markov

DEFINICION 1.7. Una matriz estocdstica k x k es una matriz P = (Py;); jeiy tal

que P; > 0Vi,j€kly >, P;=1Vielk]. Un vector m = (m,...,m,—1) tal que
JElk]

Y1 € [klm =1y m >0V, sellama vector de probabilidad asociado a P si wlP = r.

TEOREMA 1.4. Sean X = [k|Z y T el corrimiento. Sea P una matriz estocdstica
k x k con vector de probabilidad asociado 7. Entonces existe una unica p € Mrp(X)
llamada medida de Markov tal que

(a) u(C(m;i)) =m VYm € Z,i € [k]
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(b) 1(C(msi) N Cm + 1)) = mPy ¥m € L, j € [H]
(¢) w(Cnsin) | C(Osi0, .y in-1)) = p(Clniin) | Cln — Liiny)

DEMOSTRACION. Sea A, el dlgebra de las uniones finitas disjuntas de cilindros.
Definimos p : Ag — R mediante

w(C(myig, ... 1)) = Ty Pigiy - - -, B,

i—11
ysi A=A U---UA, con Ay,..., A, cilindros disjuntos definimos
1(A) = p(A) + - + p(A,).

i es una medida en A que se extiende a la o- algebra de Borel de X. Es claro
que p(T71A) = u(A) si A € Ag y asi la extensién es invariante bajo T. O

TEOREMA DE PERRON Y FROBENIUS. Sea P una matriz k x k tal que alguna
potencia PN tiene todos sus coeficientes positivos. Entonces P posee un eigenvalor
“dominante” X\ tal que

(a) A > |u| para todo eigenvalor p # X\ de P.

(b) dimker(P — AI) = 1.

(¢c) Eriste q = (qo,---,qr_1) tal que qP = A\q y ¢; > 0 Vi.

COROLARIO 1.5. Sea P una matriz estocastica que satisface la hipotesis del teo-
rema de Perron y Frobenius. Entonces

(a) El eigenvalor dominante es 1.
(b) Existe vector de probabilidad 7 asociado a P.

(c¢) Six = (xg,...,xx_1) satisface > x; =1 entonces
i€[k]

lim xP" ==«
n—oo

DEMOSTRACION. Sea A el eigenvalor dominante. Sea
H, ={x=(z0,...,%p-1): le = a}.
i

Como
iniDij = ZZE@ZP@' = Zacz VX,
i, i j i

se tiene que H,P C H,.

Por (b) y (c) del teorema se tiene que existe un unico w € H; tal que wP = Ar.
Entonces = Aw € Hy y asi A = 1.

Six € Hy entonces y =x — mw € Hy. Asi,

xP" = wP" + yP" = 7 + yP"

Como HoP" C Hy y ker(P — 1) N Hy = {0} tenemos que todos los eigenvalores de
P | Hy tienen moédulo < 1y asi lim,,_,o, yP™ = 0. O
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PROPOSICION 1.6. Sean P una matriz estocdstica k x k y m un vector de proba-
bilidad asociado. El soporte de la medida de Markov p asociada es X 4 donde

Aij: 1 SZ: Pij>0
0 si P=0

DEMOSTRACION. Sea x € X 4. Toda vecindad V de x en X contiene un cilindro
C(i; 4,y ..., Titm) Entonces

/’L(V) Z /’L(C(Z) xi? A 7xz+m)) - 7T7:P£Ei£l?i+1 : Pxi+m—lri+m > 0

puesto que m; > 0y ijxjﬂ > (0 ya que ijxjH = 1.
Reciprocamente si x ¢ X4 existe i € Z tal que A,,,,,, = 0. Porlo que P,,, , = 0.
Asi M(C(i; X, xi—i—l)) = Wipﬂviu’vz‘ﬂ =0. =

EJERCICIO 1.1. Sea X un campo vectorial C" en un abierto M de R"™. Decimos
que una variedad N C M de dimensiéon n — 1 es una seccién transversal de X si
V, € N X(p) ¢ T,N y Vo € M la 6rbita {¢:(x) : t > 0} intersecta N. Sea N una
seccion transversal de X de clase C.

a) Probar que existe f : N <« difeomorfismo de clase C" denominado trans-
formacién de Poincaré tal que Vo € N 3r(x) > 0 tal que f(z) = ¢r@)(x) € Ny
wi(x) ¢ N para 0 <t < 7(x).

b) Defina @ en N por @y(v,...,v,—1) = det(X(p),v1,...,v,—1) donde p €
N wvy,...,v,_1 € T,N. Probar que w es una forma de volumen en N y que si
div X = 0 entonces f preseva w.

EJERcICIO 1.2. Hallar f: R?\ {0} — R suave para que el campo definido por

preserve la medida de Lebesgue.

EJERCICIO 1.3.

a) Probar que si f es un difeomorfismo de M y H : M — R es una primera
integral entonces H(y) = H(x) para todo x € M, y € w(x).

b) El conjunto w limite de un difeomorfismo f : M <« se define como el conjunto

L*(f) = U w(x). Probar que si un difeomorfismo f : M <« posee una primera
xeM
integral L™ (f) es no numerable.

EJERCICIO 1.4.

a) Probar que para toda forma de volumen C'w en S' y todo difeomorfismo
g : S' <> existe un difeomorfismo f : S' x R <= que preserva w y tal que f(p,0) =
(9(p),0)vp € S.

b) Probar que existen difeomorfismos de variedades compactas que preservan
formas de volumen para los cuales hay subvariedades invariantes compactas tal que
la restriccién a estas subvariedades no preservan ninguna forma de volumen.



Capitulo 2

Ergodicidad

1. El teorema ergddico

TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF. Sean (X, A, ) un espacio de probabilidad
y T : X < una transformacién preservadora de medida. Sea f € L'(X), entonces

{% E;:& f(zj)} converge casi dondequiera a una f € LY(X) y
| fin= [ Fan
X X
1

Sean f*(z) = limsup % ni:f(qu:), [ (x)= ligi(gf%Zf(zj).
=0 =0

n—oo

n—1

De la igualdad

L if(T%)—( n >lnz_lf(Tij)+ /()
n+1 C\n+1 n n+1

tenemos que fT(Tz) = fH(x)y f~(Tx) = [~ (x).
Utilizaremos el siguiente lema conocido como Teorema ergdédico maximal.

LEMA 2.1. Sea f € L'(X) y definamos

E(f) = {az : sngf(ij) > O}.

Entonces fE(f) fdu >0

COROLARIO 2.1. Si AC E(f),Ae AyT '(A)= A, entonces [, fdu > 0.
DEMOSTRACION. Como T7'(A) = A, E(xaf) = A. Porlo tanto [, f = fE(

xaf) XAf Z
O

0.
DEMOSTRACION. del teorema ergédico. Para oo € R. Sean
Ey(f)={z:f(x) >a}, B (f)={x:f(2) <a}.

Luego, TH(EL(f)) = Ei (f), TN E;(f) = E,(f) v EL(f) = Eg(f — a),
E; =E* (—f).

19
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Afirmamos que si A C EX(f) y T'A = A, entonces [, fdu > au(A). En efecto
/ fdp = /(f — a)du + ap(A)
A A
Como A C EX(f) = Ef (f — @) C E(f — «), por el Corolario [2.1]

[ ==

Similarmente, si A C E5 (f) y T-'A = A, entonces [, fdu < Su(A). Por lo tanto,
tomando A = E(f) N E5 (f), para 8 < a tenemos

ap(A) < /A fdu < Bu(A)

y ast p(E (f) N E; (f) = 0.

Tomando una sucesién {«,} densa en R tenemos

{z: @) > f(@)}y= | EL(HNES(f)

Qp>0um,

de donde pu({x : fH(z) > f~(x)}) = 0.

1 n=1 ) ~
— > | f(T?z) | y converge casi dondequiera a gy | f|<g.
n =0

Como T preserva u,

n—1 n—1

1 . 1 .

S Nser du=2 3 [ ger [du= [ I 1]dn
/an§_0)| =3 [ 1T = [ 17

Por el lema de Fatou [, gdp < [, |fldu v ast [, |fldu < [ |fldu. Si f €

1 G- ~ i F R

ngzolfoTJ < [ flloo- Ast [ flloe < NI flloo ¥ Hf—g ZofoTﬂH <
[e’e] j=

2|| f]ls- Por convergencia dominada -

n—1 n—1
_ 1 . 1 .
i Tildp= [ lim |f— - K
f n;}fo " /Xnggof n;ofo

En el caso general dado ¢ > 0, 3 fo € L>®(X) tal que [, |f — fo| du < e y tomamos
N tal quesin > N
/.

L=(X),

lim
n—oo X

dp = 0.

dp < e

n—1
- 1 .
fo—ﬁ .EOfOOTJ
]:
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dug/X‘f—fo‘du+/X
s

ﬁZ(f— fo) o T?

=0

Entonces

A

dp

n—1
~ 1 .
I T
frnlite

n—1
- 1 .
S E T
fo N - foo

dp

Pero [y | [ = fo|du = [y I(f = o)l dpu < [ |f = fol du < = e

n—1
/.

Z(f—fo)OTj
r 1 n—1 5
f_ﬁzj':() foT

§=0

~ 1n—1
/fdu— h’m/—ZfoTj—/fdu
X n—00 anzo X

1

n

dug/ |f = foldu < e.
X

Luego [, du < 3e sin > N. De aqui,

O

DEFINICION 2.1. Sean (X, A, i) espacio de probabilidad y T': X — X trans-
formacion preservadora de medida. Decimos que T es p- ergédica o que p es una
medida T-ergddica, si para B € A, T"'B = B = p(B) =0 6 1. Denotamos

Mere(T) ={pp € Mp(X) : ppes T — ergédica}

LEMA 2.2. Son equivalentes

(a) T es p-ergddica.

(b) foT =Ff, fe LNX, A, n) = f es constante c.d.
(c) foT =Ff, fe L*(X, A, n) = f es constante c.d.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Sean T p-ergédica y f € L' tales que foT = f.
Sin pérdida de generalidad supondremos que f es real.
Paran € N, k € Z sea X (k,n) = f~[&, EL[. Para n fija X = (J X(k,n).
keZ
Como foT = f, T'(X(k,n)) = X(k,n) y entonces u(X(k,n)) =06 1.
Asi, Ak, € Z tal que u(X(kn,n)) = 1. Sean Y = (| X(k,,n) v {2} =

neN
n (52
n

Entonces pu(Y) =1y f(x) = para todo z € Y.

(b) = (c). L*(X, A, ) C LN X, A, 1) ya que u(X) = 1.

(c) = (a). SiT'A = A, A € Aentonces YaoT = xr-14 = xa. Asl, xa
constante c.d. O sea u(A) =06 1.

Ol
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COROLARIO 2.2. 51T es p-ergodica entonces

Jz&anT’ - [ san

para toda f € LY (X, A, p).

DEMOSTRACION. Sea T p—ergodica y sea f € L'. Sea f dada por el teorema
ergédico. Como foT = f, f es constante c.d. Asf f = ffdu [ fdu c. d. O

COROLARIO 2.3. Sean (X, A, u) espacio de probabilidad, T : X <— preservadora
de medida. T es ergodica si y solo si

n—1

VA, BEA lim - Z wW(ANT™B) = u(A)u(B).

n—oo M

DEMOSTRACION. (=) Sean T ergddica y A, B € A, entonces

n—1

1 .
lim =Y " xpoT" = u(B)

casi dondequiera. Asi

,}El;nDA“T ) —,}Lﬂ;nZ/XBOTXAd“

— u(B) / vadp = u(A)u(B).

(<) SiT A=A,
H(A) = -3 HANTA) = (AP

Asf (A) =06 1. 0

DEMOSTRACION. del Lema 2.1l Sea

folz) = méX{O,f(x),f(:I:) +f(Tx),...,if(zj)} :

=0
Como E(f) = U,eni® : fu(x) > 0}, basta demostrar que Vn € N se tiene f{fn>0} fdu >

0.Para0<m<n
m+1

fulTx) + f(x Z F(TTz) + f(z) =) f(T'x).

J=0
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Asi f,(Tz) + f(x) > fu(x) cuando f,(z) > 0. Por lo tanto

/ fduz/ fn—/ fooT
{fn>0} {fn>0} {fn>0}

_/an—/{fn>0}fnoT2/an—/anoT—O

vaque f, =0en X\ {f, >0}y f,oT >0. O

DEFINICION 2.2. Sea X espacio métrico compacto, T : X — X continua. Dada
i€ Mp(X), su cuenca B(u) es el conjunto de los puntos x € X tales que

n—oo N, 4

(2.1) i LS (i) = [ i

para toda ¢ € C'(X). Note que la cuenca es un conjunto invariante.

PROPOSICION 2.1. Sean X espacio métrico compacto, T : X — X continua. Si
€ Mery(T), entonces u(B(p)) = 1.

DEMOSTRACION. Sea {g,, : m € N} denso en la bola unitaria de C'(X). Por el
teorema ergddico el conjunto A,, de los puntos z € X tales que

n—1

1 i

lim —ng(T (r)) = /gmdu,
1=0

n—oo N <

tiene p-medida total. Afirmamos que B(u) = [ Ayn. Probaremos la igualdad ([2.1))
parax € (A, y ¢ € C(X) con ||¢|| = 1. Dado € > 0 sea m tal que ||gm — ¢ < g/3.
Sea N talmque sin>N

n—1

o (T~ [ gudu] <5

=0

2> et - [ edn] < 23T @) - (T (@)

+‘%§gmm(x)>—/xgmdu(+]/X<gm—so)du\ <e

0
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2. Ejemplos de transformaciones ergddicas

LEMA 2.3. Sean X espacio métrico compacto, A la o-dlgebra de Borel y i medida
de probabilidad en (X,A) tal que p(U) > 0 para todo abierto no vacio U. Sea

T : X — X continua y ergodica. Entonces la orbita {Tm(x) tm € N} es densa

para casi todo v € X.

DEMOSTRACION. Sea {Um} base numerable para la topologia de X. {Tm(a:) :

m e N} es densa <— Vmdn,,conT"x € U,, —

T € ﬂ U T "U,,.

meN n>0
By, :== U T7"U,, es abierto y T7'B,, C B,.

n>0
Como T es ergddica, u(B,,) = 0 6 1. En efecto sea B!, = (| T~"B,,, entonces

n>0
T7'B;, = By, y i(By,) = im0 T7"(Bm) = p1(Bn).-
Como pu(By,) > p(Up) > 0, u(B,,) = 1y asi B, es denso.
Por induccién Ay, = () By, es abierto no vacio y T71(Ag) C Ag. Asi u(4y) =1

m>k

() Bin) = lim p(Ay) = 1.
meN

O

PROPOSICION 2.2. Consideremos la rotacion R, : T" <= definida por R,(x +
7")=x+a+7Z". Son equivalentes

(a) R, es ergodica

(b) La orbita {R(Z") : m € N} es densa.

(c) Vk € "\ {0} (k,a) ¢ Z.

DEMOSTRACION. Utilizaremos series de Fourier.

Para k € Z" definimos ), : T" — S! mediante ¢i(z + Z") = exp(2mi(k, z)).
Entonces

or 0 Ry = exp(2mi (k, a))py

(a) = (b) es consecuencia del lema

(b) = (c). Si (k,a) € Z, entonces ¢y o RI"(Z") = exp(2mmi(k,a)) =1 ¥Ym € N.
Como ¢y, es continua y {RI*(Z™) : m € N} es densa, ¢ = 1y asi k = 0.

(c) = (a). Sea f € L*(T") entonces f = . bypy.

keZn
Si foR, = f entonces by = exp(2mi(k,a))b, Yk € Z". Si by # 0 entonces

(k,a) € Z, luego k = 0 y asi f es constante. O
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PROPOSICION 2.3. Sea A € GL(n,Z) y sea A : T" < la transformacion inducida
(Ejemplo n) A es ergédica <= mninguno de los eigenvalores de A es raiz de la
unidad

DEMOSTRACION. Sea ¢y : T" — S! como en la Proposicién 2.2, Entonces
o0 A(x + Z") = pp(Az + Z") = exp(27i(k, Az))
= exp(2mi(A'k, ) = Qa(x + Z")
(=). Supongamos que A tiene un eigenvalor raiz m-ésima de la unidad. Entonces Am
tiene a 1 como eigenvalor. Como A™(Q") C Q™. 3¢ € Q™ — {0} tal que ¢"A™ = ¢'

y asi Jk e Z* — {0} tal que k'A™ = k' y luego ¢y o A™ = . Por lo tanto
f= ZZ o ¥k © A satisface fo A= f v asf A no es ergodlca

(<). Sea f € L*(T"), f = S bppy tal que fo A = f Entonces by, = by
kez
Vk € Z". Como ninguno de los eigenvalores es raiz de la unidad, si k& # 0, todos los
elementos de la sucesién {(A")™k : m € N} son distintos y asf HfH = Z b, > >
reLn
> ‘b(At)mk‘ — 3 |bk|? por lo tanto by = 0 y asi f es constante. O
meN meN

PROPOSICION 2.4. El corrimiento T : X < con vector de probabilidad (py, - . . , pr—1)
es ergodico.

DEMOSTRACION. La siguiente propiedad se verifica facilmente:
Si A;, Ay C X son uniones finitas de cilindros existe mg € N tal que si m > my,

entonces p(7T-™(A1) N As) = pu(Ar)u(As).
Sea A € Atal que T7'A = A. Dada € > 0 34, unién finita disjunta de cilindros

tal que u(ApAA) < e. Para algin m
p(T(AG) N Ao)
u(T™(Ag) N AG)

1(Ao) 1 (AG)
p(Ao)pu(AG).

Como

(T ™(Ag) AAg) < (T ™ ANT™A) + (T~ ™ANA)

p(T7"(Ag) AAp) = p(T™™Ag NAG) + p(T™™AG N Ap)
= 20u(Ao)(AG) = 2u(Ao)(1 — p(Ao)),
se tiene que p(As) (1 — (Ay)) < =. Como [u(4) — p(Ao)| < =,
p(A) (1 = p(A)) < (u(Ao) +€)(1 — p(Ao) +¢) < 3¢
Como € > 0 es arbitrario, pu(A)(1 — p(A)) =0 o0sea p(A) =046 1. O
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LEMA 2.4. Sea P una matriz estocdstica con vector de probabilidad asociado 7.
Entonces

(2.2) = lim — ZIP’Z

n—oo M,

emiste, K es estocdstica y KP = PK = K = K2.

DEMOSTRACION. Sea o : X < el corrimiento y sea u la medida de Markov
asociada a (P, 7). Sea x; la funcién caracteristica de C'(0; j). Por el teorema ergédico

= lim — E Xj © o'
n—oo N

existe c. d.. Multiplicando por x; y usando el teorema de la convergencia dominada

n—1
- 1 ;
/Xszd,u—ﬁ g /XszOJdu— h_>nglon 5 n(C(0;1) N C (35 ).
=0

Pero
pCODNCEN) = Y TPy Papyy = P},
al;...,05—1
Asi
n—1

1 i _ 1 >

E;PZJ‘ — K = ;Z/Xz Xjdp-
Sea K = [K};], como cada P’ es estocastica se tiene que K es estocéstica. De la
definicién de K es claro que KP = PK = K y asf KP! = K Vi > 0, de donde
K? = K. g

DEFINICION 2.3. P matriz estocéstica k x k se llama irreducible si
Vi, j € [k] 3n € Ntal que P > 0.
TEOREMA 2.4. Sean P, w como en el lema y K la matriz dada por (2.2). Sea

i la medida de Markov asociada. Son equivalentes

(1) El corrimiento o es ergédico.

(2) Todos los renglones de K son iguales.
(3) P es irreducible.

(4) 1 es un eigenvalor simple de K.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Como en la prueba del lema

lim — Z,u (0;0) N C(359)) = m Ky,

n—oo M
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Como o es ergddico

lim — Zu 0; ) N C(3;9)) = mm;.

n—oo N,
Ast K = ;.
(2) = (3). Supongamos que todos los renglones de K son iguales a (qo, . .., qx—1)-
Como 7K = 7 se tiene que Y mjq; = m V; € [k] o sea ¢; = m; > 0. Si existieran

JE[K]
i,j € [K] tales que P} = 0 Vn € N entonces tendriamos g; = 0.
(3) (2). Sea A = {j € [k] : K;; > 0}. Como K es estocéstica, A; # (). Sean
le A, je k] ysean e N tal que P{; > 0. Como K = KP",

Kij =Y Ky P% > KqPJ >0,

oseaj € A;. Asi K;j > 0Vi,j € [k].
Fijo j € [k] sea ¢j= max {Kj; : i € [k]}. Como K? =K, VI € [k].
Kl] - ZKllKU
i€[k]
Si K;; < ¢; para algin i € [k] entonces
K < ZKliqj =q; Ve [k
i€[k]

Por lo tanto K;; = ¢; Vi € [k].
(2) = (1). Para demostrar que o es ergddica es suficiente demostrar que si
A=C(j5i0,...,15) B=C(l;ro,...,Tm) se tiene

n—1

lim — Z/L (ANo™"B) = pu(A)u(B).

n—oo N
Parai>j+s—1,
— i+l (j+
M(A No ZB) = 7TiOPZ-Oil T Pisflispizs—‘r’l"o (j S)Pr()rl e Prmflrrn'
como (2) = K;; = 7;, tenemos que
n—1

1 )
lim —> " (Ano~'B)

n—o0 N 4

= TioLigir =+ * Pis_visTroLrory " Pro_ir = (A (B)
(2) = (4). Ki; = ;. Si Ko = « entonces

= ZKijozj = Zﬂ'jOéj Vi € [k]
j J
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1
o sea que « es multiplo del vector :
1

(4) = (2). Ya que KK = K cada columna de K es un eigenvector para el eigen-

valor 1. Como ademas K es estocastica, cada columna es un multiplo del eigenvector
1

. O sea que todos los renglones de K son iguales. [

3. Aplicaciones del teorema ergddico

Tomando f = xp para B € A en el corolario tenemos que si T : X < es
ergddica entonces para casi todo z € X

1 .
TB(I)IT}LHSOE#{OSiSn—l:T”xeB}:u(B)

EJEMpPLO 2.1. Considere el primer digito de los ntimeros de la sucesiéon 2™ :
1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,1,2,4,.... Aparece el digito 7 ? Que digito aparece mas fre-
cuentemente, 7 u 87 Con cuanta mas frecuencia?

El primer digito de 2" es m, precisamente cuando

m10F < 2" < (m+1)10*, k € N.
Tomando logaritmo de base 10
k+logm <nlog2 < k + log(m + 1),
o0 sea
nlog2 € (logm,log(m + 1)) mdéd 1.
Por la proposicién la rotacién R : S! < por un dngulo 27 log 2, es ergddica y asi

1
lim —#{0<k<n:xz+klog2e€ (a,b) méd1} =b—a

n—oo N

para casi todo = € [0, 1]

EJEMPLO 2.2. Para casi todo = € [0,1] (con respecto a la medida de Lebesgue)
1

el namero promedio de ceros en la expansién decimal z = 0.x125--- es —.
En efecto, consideremos T': S! <=, T'(z) = 2'°. De acuerdo a la Proposicién

) 1 . .
T es ergédica. Sea B = {*™ : z: € [0, 1—0)}, entonces x; = 0 < TY(e*™™@) € By

n(B) = %-
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EJEMPLO 2.3. Sea T': [0,1) = la transformacién de Gauss

0 st z =10
Tx)=41 [1] .
——|—=| sixz#0
Siz # 0, n €N, definamos a,(z) = [T"l( J yasia,(x) =k < T (z) €
Iy = |75, ] Tenemos que T”—;l(m) = a,(z) +T"(z) y
o 1
(11(1') + !
(x) + 17 (x)
Sea
Pul) ay(x an(z)] = !
eRal LU e — 1
1
an,1($) -+ CLn(l’)
con p,(z), g,(r) primos relativos.
Do) _ ar(x a,(x)] = !
guta) ) @), )
1 B qn-1(T)

a1 (2) 4+ Pp1(T2) ) qu-r(Tx) a1 (2)gn_1(T) + pp_r(Tx)

Las fracciones de la izquierda y la derecha no se pueden simplificar, asi p,(z) =

Gn—1(Tx). Entonces
Pa(@) pa-1(Tz)  po(T"'z) 1
%L(x) Qn—l(Tx) Q1(Tn_1$) qﬂ(x),

1 P sz
A 5 (402)

0, go(x) =1, se demuestra por inducciéon que para n > 2

de donde

Poniendo po(x) =
(2.3) Pu() = an(2)pn1() + pna(z)
(2.4) 4n(7) = an(2)gn-1(x) + gn2(),
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lo que implica que las sucesiones {p,} v {¢.} son crecientes. Hagamos el paso in-
ductivo

P (2) = qu(T2) = an(Tx)gn—1(T) + gno(T'x)
= 1 (2)pn(2) + poa ()
Qo1 () = a1(2)4a(T) + pu(T) = a1(2) (@01 (£)gn-1 (T) + gus(T))
+ @n41(#)Pp-1(T2) + po—2(T7) = an—1(2)gn(2) + gn-1(2).
Tenemos que
_ Pa(x) + T"(2)pn—1(x)
(@) + T(2) g ()
En efecto, para n = 1 esto es claro y para el paso inductivo tenemos

Do (@) + T @)pas(a)  Pomr(2) + B85
Gn-1(z) + T (x)qn Q(IL') Gn_1(z) + an—2(x)
() (an(x )

T =

m
_Pn1(2)(an(x) + T"(2)) + poa(®) _ pa(®) + T"(2)pp-1(x)
 du1(@)(an(2) + T7(2)) + qua()  gu() + T™(2)gn1(x)

Utilizando (2.3)) se demuestra por induccién que p, > 2"=2/2 y ¢, > 20=1/2 para
n > 2y que

(2.5) Prn-1(2)qn(z) — pu(@)gn_a(z) = (=1)" n>1

Como

(2.6) Pnt1 _ Pn _ GnPn1— Pnn-1 _ Gn-1 <pn_1 B Zﬁ)
dn+1 dn Gn+19n dn+1 dn-1 dn ’

Gnt1 > Qn—1 Y P1/@1 > D2/qo se tiene que {pan/qon} es creciente y {pon—1/qon—1} €s
decreciente.

PROPOSICION 2.5. La transformacion de Gauss T es p-ergddica para p definida

en los borelianos por
(4) = 1 / dx
A= log2 Jo 1+

DEMOSTRACION. Denotando por A a la medida de Lebesgue tenemos

1 1
A) < p(A) <
210g2)\( ) < pu(A) <

Para n € N definamos la particion formada por los intervalos

A(A).
10g2()

Tk kon ::ﬂT_iIki ={z € (0,1] :a;(x) =ky,i=1,...,n}, ky,...,k, € N.

=1
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Para x € Ji, _k, tenemos que p;,q;, ¢ = 1,...,n son constantes y una biyeccién
Uiyyooden 2 10, 1= Ty dada por
Pn + tpn—l
Yy, e (1) = ————.
' ( ) Qn + th—l
Por lo tanto
Pn + Pn—1 Pn
Tkt on ——,— | npar,
qn + Gn—1 Qn
J i| Pn Dn + pn—1i| .
K1k —,————| nlmpar
qn Qn + Gn—1

)\(Jkl ~~~~~ kn) = 1/(%1(%1 + Qn71>>

Para una medida v consideremos la medida condicional

ANB
V(A|B) = —”<y (;) )

Tomemos J,, un intervalo de la forma Jy, .,

Ao < 7)< 2)|) = S =0
Como

_ o . Pn—-1Gn — Pndn-1 _ (_1)n(y B Z)
V) - vl =y )(Qn + Yqn-1)(Gn + 2¢n-1)  (Gn + YGn-1)(Gn + 2¢n—1)’
tenemos ( ) )
—n o Z—Y Qn(Qn + dn-1

)\(T [y7 ZHJn) B (Qn + an71)<Qn + Zanl),

y asi

S 9) S ATy 2ll) < 2= — ).

Ya que los intervalos [y, z| generan la o-algebra de Borel, tenemos que
SAA) S AT AL, < 20(4)

para cualquier boreliano A y por consiguiente
(A < WAL < 20(A).

Sea A boreliano tal que T7'A = A con p(A) > 0, entonces 1u(A) < p(AlJ,),
6 equivalentemente, 34(.J,) < pu(J,|A). Como los intervalos J, generan la o-algebra
de Borel, tenemos que ;u(B) < p(B|A) para todo boreliano B. Escogiendo B =
[0,1] — A obtenemos que pu(A) = 1. O
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COROLARIO 2.5. Para casi todo x (respecto a la medida de Lebesgue)

0 1 logk/log 2
(2.7) dm Var(z) - an(x) :kl_[l (1+ k;2—i—2k:)
1og ¢, §
28) iy 108(2) _

DEMOSTRACION. Sea f:]0,1[— R definida por f(x) = logk para x € I}

1 n 1n—l .
E;logai = E;f(T )

1 f(a)da :ilogklog< 1+% > |
log2 J, 1+ k:110g2 I+ 75
. Utilizando se sigue facilmente por induccién que
Pn_ Pn 1
Gn Q1| T Gno1n
Similarmente se prueba por inducciéon que

p2n($) <5< p2n—1($)

converge a

Gan () Gon—1()
y luego . . . 1
wa(r) | _w(@) | pale -
Pu() 1‘ 2@ [* 7 @) = @@
pa(@) | _pal@) |1 ga(@) 1 -
G () 1‘ @ |z pa@) | = @@ =%
de donde
— pnfz(TZx> . 7 . - (T’x)qn,Z(sz)
; o (in(Ti$)> tog (T x) B P tog Pr—i(Tx)
(T'2)gn—i(T"x) pui(Tiz)
: n%ar Pn—i(T"z) ’ n_i%par (T2)gn—i(T"x) 1‘
S — 21+i—n S 9.

Por lo tanto

n—1 1 2

log q,, -1 , -1 1
lim 1080(@) o =Y log(T'e) = / BT o=
n—oo M n—oo n 4 log2 J, 1+ 12log 2
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4. Descomposicién en medidas ergodicas

Dado un subconjunto convexo C' de un espacio vectorial topolégico V' definimos
el conjunto de puntos extremos de C' como

Ext((C)={ueV:iu=1-a)z+ay,ac 0,1,z #y=a=0,1}

Si C # 0, Ext(C) # 0.

LEMA 2.5. Los puntos extremos de My (X) son las medidas T-ergddicas. Dos
medidas ergodicas T-distintas son mutuamente singulares.

DEMOSTRACION. Sea p punto extremo de Mp(X) y supongamos que 34 € A
tal que T7'A = Ay u(A) # 0, 1. Definamos g4, pac mediante

_ w(Bna) _u(B\A)
nalB) ==y T—u(4)

entonces fia, ftae € Mp(X)y pp= p(A)pa+ (1 — p(A))pac. Contradiciendo el hecho
que pu es punto extremo.

Reciprocamente supongamos que p es ergddica y u = (1 — a)uy + apg con
0 <a<1l p € Mp(X). Entonces p(A) = 0 = pi(A) = 0, es decir p; < py
asf 3f; € LY (X, A, pu) tal que f; > 0y p;(A) = [, fidpu como T preserva iy ju; se
tiene que f; o T = f;. Como p es ergddica f; es constante y asi p; = p.

Sean i1, 2 medidas T-ergodicas distintas y sea A € A tal que puq(A) # pa(A).
Definiendo

prac(B)

1 .
Ta(z) = lim —#{0<i<n—-1:T'zec A},

n—,oo N,
Ai={x e X :1a(z) = wi(A)},
tenemos que Ay, Ay son ajenos y pi(As) = pa(A;) = 0. O

PROPOSICION 2.6. Dadas J C A o-dlgebra y f € L'(X, A,m), existe E,,(f |
J) e LNX,TJ,m | J) llamada esperanza condicional tal que

(@) [, fdm = [, En(f| J)dmVA € J
(ii)) E,(1|J)=1
(iii) En(xa | J)=xaVAe T

DEMOSTRACION. Consideremos la medida definida en J por

us() = [ pam

Entonces 1y < m | J y asi por el Teorema de Radon-Nicodym existe E,,(f | J) €
LYX,J,m | J) que satisface (i). O
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Cuando J es una sualgebra finita, sus atomos definen una particion finita Q y
tenemos

Bu(f 1) = /fdu

TEOREMA 2.6. Sea m € Mp(X ), existe una probabilidad p,, en M (X) tal que
m(Merg(T)) = 1.

Lo ()

DEMOSTRACION. Sea J = {A € X | T"'A = A} la o-4lgebra T -invariante. Pa-
ra m -casi todo z € X definimos m, en (X, A) mediante m,(A) = E,(xa | J)(x).
m, es una probabilidad ergddica, en efecto sea A € J, entonces

0siacgA
lsizeA

[ gan = [ Bas 1@ = [ ([ fam.)am.

Resta interpretar m como una medida en My (X) soportada en M. De hecho
podemos definir un encaje h : X — My (X) med1ante h(z) = m, y definir pu,, en la
o-dlgebra B := {N C M¢p(X) : A1 (N) € A} mediante p,,(N) = m(h~'(N)). O

mq(A) = Epn(xa | T)(x) = xalr) = {

Ademas

5. Transformaciones mezcladoras

DEFINICION 2.4. Sean (X, A, i) espacio de probabilidad, T : X < preservadora
de medida. Decimos que T es mezcladora si VA, B € A
lim u(ANT"B) = u(A)u(B).
n—oo
OBSERVACION 2.1. Las transformaciones mezcladoras son ergédicas porque si
T1A = A, entonces pu(A)u(A) = lim, 0o p(A°NTA) = p(A°N A) = 0.
PROPOSICION 2.7. Sean X espacio topoldgico y p probabilidad sobre los borelia-
nos tal que w(U) > 0 YU abierto no vacio. Supongamos que T : X <= preserva p y
es mezcladora. Entonces T es topologicamente mezcladora.
DEMOSTRACION. Sean U,V abiertos no vacios, entonces
lm w(T"UNV) = pu(U)u(V) > 0.
n—oo

Asi que existe N tal que u(T-"UNV) > 0 paran > N. Por lo tanto T""UNV # ()
para n > N. ]

OBSERVACION 2.2. Si (X, A, 1) es espacio de probabilidad y T : X < preserva
p tenemos un operador Uy : L*(X, A, ) < definido por Ur(f) = foT.
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PROPOSICION 2.8. Sea (X, A, 1) espacio de probabilidad, la transformacién pre-
servadora de medida T : X < es mezcladora si y solo siVf,g € L*(X, A, 1)

2.9 Iim (U3f.9) = (£, 1) (L)
DEMOSTRACION. Si Uy satisface la igualdad ({2.9)),
lim p(ANT™"B) = lim (Ufxp, xa) = (x5, 1) = p(B)pu(A)

Reciprocamente si T' es mezcladora se tiene que (2.9)) se satisface cuando f, g son
funciones caracter’isticas. De la bilinealidad de la igualdad (2.9) se tiene que vale
para funciones simples Dadas f,g € L? y € > 0 3 fy, go funciones simples tales que

1f = folly» [lg = goll, < &y asi flgoll, < llgll, + ¢

(UFf,9) = (UF(f = fo), 90) + (Up fo.90) + Un [ 9 — 90)
<f7 1> <1ag> = <f - an 1> <1790> + <f07 1> <1790> + <f7 1> <179 - gO) :
Asi

[(Uzf,9) = (f;1) (1, 9)]
< KUY fo,90) — (fo, 1) (1, go)| + 211f = follo lgolls + 211 £1ls lg — ol
<e(L+2|gll, + 2 + 2| f[l,)
si n es suficientemente grande. U
PROPOSICION 2.9. Sea P matriz estocdstica k x k con vector de probabilidad 7
y sea (i la medida de Markov asociada. Son equivalentes.

(1) El corrimiento o es mezclador.
(2) In >0 tal que Pj; > 0 Vi, j € [k]
(3) limy, o P} = ;
DEMOSTRACION. (1) = (3).
p(C(0;1) No"C(0;9)) = mPjj = p(C(0;2))u(C(0; 7)) = mim;.

(3) = (2). Como 7; > 0Vj € [k], IN > P} > 0Vi,j € [k],n > N.
(3) = (1). Para demostrar que o es mezcladora es suficiente demostrar que si
A=C(j;i0, - ,is), B=C(l;79,...,rny) entonces

lim u(ANeo™"B) = pu(A)u(B).
n—oo
Paran > j + s — [ se tiene

, B
u(A N (T_nB) _ M(A) Pn+l*(3+8):u( )

1sT0
0
0

que por (3) converge a u(A)u(B).
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(2) = (3). Por el Corolario , si {e;:j € [k]} es la base canénica de R”,
lim,,_,~, €;,P" = 7. Pero e;P" es el j-ésimo renglon de P". Ul

PROPOSICION 2.10. Sean A matriz n X n con coeficientes enteros y A:T" > la
transformacion inducida. Entonces A es ergodica si y solo si es mezcladora.

DEMOSTRACION. De acuerdo a la observacién 2.1} toda transformacién mezcla-
dora es ergddica.

Si A es ergédica y k € Z\ {0}, todos los elementos de la sucesién {k*A™}, . son
distintos entre si. Por lo tanto si | € Z", y m es suficientemente grande k' A™ # [ y
ast (UT'or, 1) = (pramyn 1) = 0y (o, 1) (1,¢1) = 0.

También (UT1, 1) = (1, ¢) = (1,1) (1, ).

Por lo tanto, si f y g son combinaciones lineales (finitas) de {¢y : k € Z"},
<Ug‘f, g> = (f, 1) (1, g) si m es suficientemente grande. Como dichas combinaciones
lineales forman un conjunto denso en L?(T"), tenemos que Vf, g € L?(T"),

T (U7 f.9) = (£.1) (Lg).
y asi A es mezcladora. U

EJERCICIO 2.1. Sea (X,.A, 1) un espacio de probabilidad y sea T': X < una
transformacién preservadora de medida.

a) Probar que VA € A con p(A) > 0, 34, € A tal que Ag C A, u(Ag) >0y
Vo € Ao, Ta(z) > p(A).

Sugerencia: Sea A; = {z : 7a(z) > wu(A)}. Probar que p(A;) > 0y que
Al = Unz(] T_n(Al N A)

b) Probar que 74(z) > 0 para casi todo x € A.

¢) Si X es un espacio métrico separable y A es la o -dlgebra de Borel probar que
para casi todo x € X se tiene que 1y () > 0 para toda vecindad U de x.

EJERCICIO 2.2. Sea (X, A, 1) un espacio de probabilidad y sea T' : X < una
transformacién preservadora de medida.
a) Probar que si f : X — (0, 00) es medible entonces para casi todo z € X
’ . 1 mn _
hgg}f ﬁf(T (x))=0.
Sugerencia: Si la propiedad es falsa existen A € A, K1, Ky > 0 tales que pu(A) >0
ysize A
1
liminf — f(T"(2)) > Ky, f(x) < Ks.
n—oo n

Aplicando el teorema de Poincaré obtener una contradiccion entre las dos desigual-
dades.
b) Si f: X — (0,00) es medible y f oT — f es integrable probar que
1
lim —f(T"(x)) =0

n—oo N
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Sugerencia: Aplicar el teorema ergédico a foT — f.

EJERCICIO 2.3. Sea (X, A, 1) un espacio de probabilidad y sea T : X < una
transformacion preservadora de medida. Decimos que T es debilmente mezcladora
si para todo A, B € A

n—1

1 )

’. - -7 _ —

ggoHEOIM(AﬂT B) = u(A)u(B)| =0
=

a) Probar que si T" es debilmente mezcladora, entonces es ergddica y que si 1" es
mezcladora entonces es debilmente mezcladora.

b) Probar que si T es debilmente mezcladora entonces 7" también lo es.

c¢) Probar que el producto cartesiano de una transformacién ergédica y una
debilmente mezcladora es ergodica.

d) Sea R, la rotacion del c’irculo por el angulo a. Demostrar que R, x R, no es
ergédica y por lo tanto R, no es debilmente mezcladora.

c¢) Probar que si T' x T es ergddica entonces T' es debilmente mezcladora.

e) Probar que el producto cartesiano de dos transformaciones debilmente mez-
cladoras es debilmente mezcladora.

f) Probar que T' es debilmente mezcladora si y solo si para toda f € L?

n—oo

1 n—1 A
lim — > [(Upf. f) = [(£. 1) =0.
1=0

g) Probar que T es debilmente mezcladora si y solo si el unico eigenvalor de Ur
es 1.

EJERCICIO 2.4. Sea A matriz n x n con coeficientes enteros y det A # 0. Sea A
la transformacién inducida en T™ = R"/Z". Sea 7 : R" — T™ la proyeccién natural.
Considere la rotacion Ry, a € R". Sea T' = Ry, o A.

a) Probar que T es ergddica si y solo si

VkeZ"—{0},meN kA" =k=mk,a) ¢ Z
b) Probar que son equivalentes
(i) T es mezcladora
(ii) T es debilmente mezcladora
(iii) A es ergédica.
Sugerencias: Recuerde la prueba de (iii) = A es mezcladora. Para (ii) = (iii)

suponga que A no es ergddica y utilice el ejercicio ) para probar que 7" no es
debilmente mezcladora.






Capitulo 3

Entropia

1. Entropia con respecto a una medida

DEFINICIONES 3.1. Sea (X, A, 1) un espacio de probabilidad.

(a) Decimos que A C B mod (0), si u(A\ B) = 0.

(b) Una particion de (X, A, 1) es una familia P C A de conjuntos de medida
positiva tales que X = JP mod(0) y u(ANB)=0si A,B€P,A+# B. En
tal caso P es una familia contable. Los elementos de P se llaman dtomos.

(¢) Si Py Q son particiones decimos que Q es un refinamiento de P lo que
denotamos P < Q si todo atomo de Q esta contenido en un atomo de P
mod (0). Esto implica que todo atomo de P es la unién de dtomos de Q mod

(0).
DEFINICIONES 3.2. Sean P, Q particiones finitas del espacio de probabilidad
(X, A, ). Sea ¢p(x) =z logrsi0 <z <1, ¢(0)=0.
(a) Definimos la entropi a de P como
H(P) = Hu(P) = =) _(u(P))
PeP

(b) Definimos la entrop? a condicional de P dado Q como

HPIQ=— 3 u@e (%) |

PeP,QeQ

OBSERVACIONES 3.1.

(a) ¢ es convexay ¢(z) <0si0<x <1

(b) Si 1 es la particién trivial {X} entonces H(P | 1) = H(P)

(¢) Una definicién més general se obtiene considerando una sub o-édlgebra J de A.
Se introduce la informacion condicional de P dada J

L(P|J)==) xprlogE,(xr | J)
PeP
y se define la entrop 1a condicional de P dada J como
BP9 = [ 1P| Ddn= [ =60 B | T
PeP

39
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Para verificar la segunda igualdad observamos primero que para cualquier A € J se
tiene

/ XpXxadp = / E,(xp | T)xadp,

de donde se sigue de que para cualquier f € L'(X, 7, u)

/XPf:/EM(XP | ) fdp.

Tomando J = J(Q) la o-élgebra generada por Q, tenemos

E.(xp|J) = ZMXQ,

= Q)
o0 Buee | 9) = S oMo e,
qeQ

Hy(P|J) = Hu(P|Q)

OBSERVACION 3.2. De la convexidad de ¢ se demuestra por induccién que
(3.1) Zai =1,z €[0,1] = ¢<Z Oéz‘l’z'> < Zai¢(x )

Sea P ={P,..., P} una particién, poniendo a; = 1/k tenemos

k

ok = 0() = 03 puR) < 0P = FHL(P)

y asi H,(P) <k.

PROPOSICION 3.1. Sean P, Q, M particiones de (X, A, u). Denotamos por PV Q
la particion cuyos dtomos son los conjuntos PN con medida positiva y P € P, Q) €
Q. Entonces

(a) H(PV Q| M)=H(P|M)+H(Q|MVP)
(Q) < H(P) + H(Q | P)

H(Q
H(P\/Q\M)<H(P|M)+H( | M)
SiT: X« preserfua w entonces H(T'P | T7'Q)=H(P | Q)
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DEMOSTRACION. (a)

B w(PNQn M)
HWVQ|M%=1%%MPHQHMM0 e
B wWPNQNM)
__%%'PQQHM P
p(P N M)
_PQZM w(PNQNM)I1 —M(M)

p(P N M)
:H(Q|PVM)—§4M(P0M) logW

=H(Q|PVM)+ H(P| M)
(b). Si P < Q entonces PV Q = Q. Asi
HQ|M)=HP|M)+HQ|PVM)>H(P|M).
Portenemos

p(MNQ)
H(M| Q)= ZuMﬁQlog 0)
o Q)  (pMNQ pMNQ)
g () s (56

= Supo (M) = HM )

(¢). Poniendo M = 1 tenemos por (a) y (b)
H(Q) < H(QVP)=H(P)+ H(Q|P).
().
HPVQ|M)=HP|M)+HQ|PVM)
<SHP | M)+ H(QIM)

(e). Inmediato

(). HP | Q) = —> u(@Q)¢ (u(Pﬂ Q)) = 0 si y solo si VP, Q se tiene u(P N
PQ n@)
Q) = u(Q) 6 0; es decir P < Q. u

DEFINICION 3.3. Supongamos que T : X < preserva medida y sea P una
particién, definimos la entropia h(7T,P) de T respecto a P como

hT,P) = lim lH(P VTP y.. v TP,

n—oo 1
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Para ver que este limite existe utilizaremos el siguiente lema.

LEMA 3.1. Sea {a,} sucesion de reales positivos tales que Gpim < Gp + Q.
Entonces
., a a
lim — = inf ( n) .
n—oo N n n

DEMOSTRACION. Sea C' = inf (a,/n). Dado ¢ > 0 3N tal que ay/N < C +e.
Sin > N escribimos n =pN +qcong=1,...,N.

p, (pN+q pan + aq ay Qg 1
L < — 4+ =< C+e+ —supfas,...,an}.
n pN+q~ pN+q — N n - n p{a N}

Si n es suficientemente grande, C' < a,,/n < C + 2¢. O
Pongamos ahora a, = H(P VT 'P V... v T~ DP) entonces
Upgn = HP VTPV ...y TPy Py ..oy T-(idm=1)p)
<HPV---NvT "Dy HT (P V---vT- (D p))
= Qp + Q-

PROPOSICION 3.2.

) WT,P) — (T, Q) < H(P |
SZP%QentOnces (T, P)

Q).
b) < WT, Q).
c) h(T,T~'P) = (T, P).
d)

)

(a
(
(d) Vn >0, h(T,PVT'PV--- VT "P) = W(T,P).
T, 73)— 11mH(73|T 'Pv...vT—"P).

) La suceszon{ Lappv...vr-n- 1)77)} es decreciente.

(
(e
(f
DEMOSTRACION. (a).

n%oon

WT,P) — h(T,Q) = lim \/ T7'P) — (n\_/ T7'Q))

Pero

n—1 n—1 n—1 n—1
HN\/ 177P)-H\/ T7Q <H(\/T7P|\/T7Q
=0 =0 =0 =0

n—1 n—1 n—1
<> HT'P|\/T7Q) <) HT'P|T"Q) =nH(P|Q)
i=0 j=0 i=0

(b). SiP < Q, H(P| Q) =0y entonces h(T,P) — h(T,Q) <0

(¢). Inmediato.
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h(T,\/T’iP) = lim — \/ (\/ T-'P))

m—oo M,
m+n 1 m—i—n 1
1 m+n—1
= lim — T9P) = I T-9P)
ml—r>noom g\/() ml—r>r<l>o m m+n—1 \/
— W(T, P)

(e). La sucesion {H(P | \/I_, T~"P)} es decreciente. Sea ¢ su limite.

H(\n/ T7'P) = H(\n/ T'P)+ H(P | \n/ T7"P)

i=1 i=1

n—1

\/T‘lP )+ H(P | \/T"P

n—1

\/T—lP +H(P | \/T—WJ +HP|\/T"P

n—2

H(\/ T7P) + H(P | \/T‘zP +HP|\/T"P

=0 =1

P) + Z H(P | \/ T7P)

Por el teorema de Cesaro
T, P) = lim ~ ZH7?|\/T‘Z73 =
(f). De la prueba de (e) tenemos

(n+1)H \/TZP \/T"P (n+)HP|\/TP)

=1

H(\n/ T~'P) = H(P) + Zn: H(P|\/T~'P)

>(n+1)H(P | \n/ T7'P)

=1

43
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Asi
(n+1)H \/ TP) < (n+ )H(\/T7P)+ H(\/ T~'P),
=1 =

y entonces

H(\TL/TiP) (n+1)H \/TZP \/TZP
=0
O

DEFINICION 3.4. La entropfa de una transformacién T : (X, A, 1) < que pre-
serva medida se define como

h(T) = h,(T) =sup{h(T,P) : P es particién finita}
OBSERVACION 3.3. h(T) = sup{h(T,P) : H(P) < co}.
En efecto, sea P = {P;, P,--- } con H(P) < oo.

Consideremos P™ = {P,,---, P,, U P;}. Observemos que para 1 < i,j < n,
>n
u(P N P)
——— = =0, 1. Entonces
()
0 < KT, P) ~ h(T,P) < H(P | P1)
p(BiN Py ) p(P)
Zl o Og( 2 mB) o LG
1,J Jj>n k>n
== _ou(P) + (Q_u(P)) log pu(U Pr)
i>n i>n
= 3 0P + 6l U P)
i>n
Como H(P) = — >, ¢(u(F})) < 00, tenemos lim > ¢(p(F;)) = 0. Como hm,u( Y P;) =
n—00iSy —00  j>n

0, también lim ¢(p U P;)) = 0. Y resulta que lim h(T,P™) = h(T,P).
n—00 ji>n n—o0

DEFINICION 3.5. Si Vn € N A, es una familia de subconjuntos de X , \/ A,
n=1

denota la o-dlgebra generada por | J~, A

TEOREMA 3.1. Sean Py < Py < --- particiones y sea P una particion con
H(P) < oo. Entonces P C \/ Pi(mod 0) siy solo si lim H(P | P,) =0
i=1 n—00

No demostraremos este teorema.
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COROLARIO 3.2. Si Py <Py < --- es una sucesion de particiones con entropia
e e
finita tales que A= \/ P,, entonces h(T') = sup h(T,P,)
1 n

DEMOSTRACION. Sea P una particién finita. Por el teorema y la hipétesis A =
\ P, tenemos que lim H(P | P,) = 0. Como h(T,P) < h(T,P,) + H(P | Pn), se
n=1 n—oo
tiene (T, P) < sup h(T,P,). O

DEFINICION 3.6. Sea (X, A, i) espacio de probabilidad. Supongamos que T :

X < es invertible y preserva p. Una particion P con H(P) < oo se llama T-
generador si \/ >~ T"P = A.

COROLARIO (KOLMOGOROV - SINAI). Si P es un T'—generador entonces h(T,P) =
h(T).
DEMOSTRACION.
n 2n
WT) =suph(T, \/ T7P)=suph(T,T"(\/ T/P))

" j=—n j=0

2n
=sup (T, \/ T/P) = h(T,P).

j=0
OJ

Para T no invertible se tiene

COROLARIO 3.3. Si P es una particion tal que H(P) < oo y i; TP = A,
entonces h(T,P) = h(T). i

DEMOSTRACION. h(T') = sup h(T,\/;_, T~/P) = h(T, P). O

n>0

COROLARIO 3.4. Supongamos existe una particion P tal que H(P) < oo y

TP = A, entonces h(T) = 0.
-1

n—=

DEMOSTRACION. Como \/ TP = A, tenemos que h(T,P) = h(T).

n=0
h(T,P)= lim H(P|T'PV---VT "P).
m—r0o0
Como P C \/ T-7P, tenemos que h(T) = h(T, P) = 0. 0
j=1

Denotaremos por P, (z) al elemento de P,, que contiene un punto dado = € X.
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COROLARIO 3.5. Sean X espacio métrico compacto yT : X < continua. St Py <
Py < -+ es una sucesion de particiones con entropia finita tales que diam P, (x)
converge a cero para ji-casi todo x € X. Entonces

A(f) = Jim h(f. P,)

DEMOSTRACION. Sea U un abierto de X. La hip’tesis garantiza que para cada
x existe n(x) tal que el conjunto P, = Py, (x) estd contenido en U. Es claro que P,
pertence al dlgebra A generada por (J -, P,. Observe también que esta dlgebra es
numerable, ya que esta formada por las uniones finitas de elementos de las particiones
P,.. En particular, el conjunto de los valores tomados por P, es numerable. Se sigue
que U = U,y Pr pertenece aA. Esto prueba que la o-algebra de Borel esta contenida,

en \/ P,. Aplicamos ahora el Corolario O

n=1

PROPOSICION 3.3. h(T™) = mh(T) Ym >0, y si T es invertible
h(T™) = |m|h(T) Vm € Z

DEMOSTRACION. Sea P una particién de X.

nm—1

1 )
MT,P)= lim —H T
(T,P) = lim — (j\/0 P)
> lim — H(n\/lT‘ij) ! h(T™,P)
im — = — .
T n—oo M =0 m ’
Asi h(T™) < mh(T). También
m—1 1 n—1 m—1
W™, \/ T7P) = lim HH(\/ T (\/ T7P))
=0 =0 j=0
1 nm—1 A
= lim —H( \/ T77P)=mh(T, P).
=0
Si T es invertible
1 n—1 1 n—1
— o & —iDY — T & ~(n—1) i
AP = Ji SOV TP) = lin SHT  TP)
n—1
_ 1 DY -1
= JLI&H(\_/(]TP) = h(T7,P).
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EJEMPLO 3.1. Sea T : S' <> definido por T'(z) = 2". Tomemos la particién
P ={P,...,P,} donde

2m(y —1 21y
IDj:{zESl:L<arg(z)<ﬂ}.
n n

Los atomos de PV --- VT~ (m=1 P son los intervalos.

2m() —1 21y
];":{zESI:M<arg(z)<ﬂ},
nm nm

con pu(If") = 1/n™. Entonces \/;2, TP es la o-dlgebra de Borel. Asi h(T) =
h(T, P).

m—1

1 . ~1 1
W(T,P) = lim —H(\/ T7P)= lim — log(
j=0

m—o0 M, m—oo M, nm

) = logn.

EJEMPLO 3.2. Sea T : S' <= la rotacién T'(z2) = az.

(1) Siarg(a) ¢ mQ, consideremos una particién formada por 2 intervalos (ay, az)(az, a1).
Entonces los atomos de \/?:0 T—7P son los intervalos con extremos T 7a;, T *ay. Co-
mo las orbitas {T7a; }, {T 7as} son densas, \/ 2, T~/P es la o-dlgebra de Borel de
St. Por el Corolario [3.4] h(T) = 0.

(2) Si arg(a) € 7Q, existe m tal que T™ = I y asi mh(T") = h(T™) = 0.

EJEMPLO 3.3. Sea o : X < el corrimiento con vector de probabilidad (py, . . ., pr—1)-
Sea P = {C(0;0),...,C(0;k —1)} la particién al tiempo cero. Los dtomos de
f:jm o~P son los cilindros C(j;ig, ... ,in) dg,---,in € [k]. Por lo tanto P es un
generador.

h(c,P) = lim iH(P VeV oo mmhp)

m—oo M

Z pio .. -pz'm,1 log(plo o 'pz'm,l)

1
— lim —
20y-++5 tm—1

) 1
= —W%lgéo m Z Dig *** Dim—1 108 Dig + -+ + Dig * * * Dipy_y 108 Diy,
)

m—1
= — Wlllggo % Z Zpij logp;; = —Zpi log p;

7=0 i i€(k]
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EJEMPLO 3.4. Sea P matriz estocastica k X k con vector de probabilidad 7 y
sea i la medida de Markov asociada. Sean o y P como en el ejemplo anterior

h(07 P) = lim l]—]('P (VAR U—(m—l)P)

m—oo M

1
=— lim — E Ty Pi1i2 U Pim—lim log(ﬂilphiz U Pim—lim)
m—00 M, ‘
L1sestm

1

11

m—1
i 3 Y S P P 08 P

J=1dzi541 il,...,:ij,:ij+1,...,im_1
1 m—1
- n}i‘;o m 2 : E : Ti; Pijigyn 108 Pijiy
7=1 ijij 41
1
=— lim —m g miPijlog Pij = — E m; Pijlog P;j
m—oo M

0. i,jElk]
2. Entropia Topolégica

DEFINICION 3.7. Sean X espacio métrico compactoy T : X < continua, decimos
que S C X es un (n,e) generador para T siVr € X Jy € S tal que d(T?z,T’y) < ¢
para 0 <7 <n.

OBSERVACION 3.4. Sea {Uy, ..., U,,} una cubierta de X por conjuntos de diame-
tro < € y en cada conjunto no vac’io de la forma ﬂ?:o T77(Uy,) escojamos un punto.
Con esto formamos un conjunto S (n,e) generador con a lo mas m"™*! elementos.

DEFINICION 3.8. Sea rr(n,e) = min {#5 : S es (n,e) generador}. Por la obser-

vacién 3.4} rr(n,e) < m™1, asf que
1
rr(e) = limsup — log rp(n, ) < co.
n—oo N

Definimos la entrop na topoldgica de T' como
hiop(T') = lim rp(e)

e—0

Como r7(g) es decreciente, el limite anterior existe aunque puede ser infinito.

DEFINICION 3.9. Decimos que S C X es (n,e) separado respecto a T siVr,y €
S,x#y3j€{0,...,n} tal que d(T?x, T7y) > e.

PROPOSICION 3.4. Sea sp(n,e) = max {#S : S es(n,e) separado}. Entonces rp(n,e) <
sr(n,e) < rp(n,e/2).



2. ENTROPIA TOPOLOGICA 49

DEMOSTRACION. Sea E un conjunto (n, €) separado y sea F' un conjunto (n,/2)
generador definimos ¢ : F — F' de la siguiente manera, para x € E escogemos
é(x) tal que d(T7z, T'¢(z)) < &/2 para 0 < j < n. Si ¢(z) = ¢(y) entonces
d(T?z,T7y) < e para 0 < j <nyas1iz=y. Porlotanto #F < #F y asi

sr(n,e) < rp(n,e/2).

Sea S conjunto (n,e) separado de cardinalidad maxima. Si y ¢ S entonces S U {y}
no es (n,¢e) separado y asi dz € S tal que Vj € {0,...,n} d(T7z,T7y) < ¢, o sea
que S es (n,e) generador y entonces

rr(n,e) < sp(n,e).

Se sigue de la Proposicién [3.4] que

1
hiop(T) = lim sp(e) = lim lim sup — log s (n, €).
e—0 e=0 500 M

PROPOSICION 3.5. Para cualquier € > 0
1
(3.3) rr(2e) < inf—logrr(n,e),
nn

Y por consiguiente

PR
hiop(T) = lli% hggg.}f - logrr(n,e).

Utilizaremos el siguiente lema en la demostracion.
LEMA 3.2. Sean ny,...,ny € N ye > 0. Entonces
rr(ny + -+ +ny,2e) <rp(ng,e)---re(ny, e).

DEMOSTRACION. Sea S; un conjunto (n;,¢) generador de cardinalidad minima.
Sea S el conjunto de N-adas a = (x1,...,2zy) con x; € S; tales que Jz(a) € X tal
que

d(THT™ 2(a)), T"(z;)) < eparal <t < ny,
donde my =0, m; =ny +---+n;—1,2=1,..., N. Luego

#S S rT(nl, 8) s TT(TLN, E).

{z(a) :a € S} esun (ny + -- - + ny, 2¢) generador ya que si z € X Jz; € S; tal que

d(THT™x), T (x;)) < e para 0 <t <,
por lo que @ = (x1,...,2n) €Sy

d(THT™x), THT™2(a))) <26, 0<t<n;i=1,...,N
O sea
d(T?(z), T (2(a))) < 2epara0 < j < ng + -+ + ny.
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Asi
re(ny 4 -+ nw, 26) S #5 < rr(nise) - re(nw, €).
O
DEMOSTRACION. de la Proposicién [3.5] Si ng > 0 todo n > ng se escribe n =
k ng+m con 0 < m < ng. Entonces
logrr(n,2¢) =logrr(ng + - -+ + no +m, 2¢) < klogrr(ng, ) + logre(m,e),
1 k’ng 1
—log rp(n,2e) < —logrr(ng, €) + — sup{logrr(m,e) : 1 <m < ng}.
n nng n
Asi . .
lim sup — log r(n, 2¢) < — log rr(ng, €)
n—oo N no
y entonces
1
rr(2¢) < inf—log rp(n,e).
nn
U

DEFINICION 3.10. Un homeomorfismo 7' de un espacio métrico (X, d) se llama
expansivo si Jgg > 0 llamada constante de expansividad tal que si d(7"z, T"y) <
€0 Vn € Z, entonces x = y.

PROPOSICION 3.6. Sea T un homeomorfismo expansivo de un espacio métrico
compacto X con constante de expansividad £y. S10 < € < gy, Se tiene

1
hiop(T') = r7(e) = Inf—logr(n,c/2)
nn
Usaremos el siguiente lema

LEMA 3.3. Con las hipdtesis de la Proposicion si < € < g, existen k >
0,N > 2k tales que si x,y € X, n > N satisfacen d(T"(x), T"(y)) < e V0 <t < n,
entonces d(T'(z), T (y)) <e/2Vk <t <n-—k

DEMOSTRACION. Supongamos que no, entonces existe existe 0 < € < gy talque
Vk > 0 existen xp,yr € X, tg,np € Ncon ng > 2k y k <t < ng — k tales que

d(Tt(C(]k),Tt(yk)) S e si0 S t S T

d(T™ (zy), T™ (yp)) > €/2.
Ast d(T*T" (2,), T* T (yx,)) < € para —ty <t < ng — ty.
Sean x,y puntos de acumulacién de {T% (z4)} v {T% (yx }-
Entonces d(z,y) > €/2 y como ty,ng — tx — oo, d(T'(x), T (y)) < eVt € Z, lo
que contradice el hecho de que €y > ¢ es una constante de expansividad. Il

COROLARIO 3.6. Con las hipdtesis de la Proposicion|3.0, si 0 < e < &g, existen
k> 0N > 2k tales que ro(n,e) > ro(n — 2k,e/2) ¥n > N.
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DEMOSTRACION. Dado 0 < € < gy sean k > 0, N > 2k dados por el Lema
. Sea n > N y sea S un conjunto (n,e) generador de cardinalidad minima. Se
sigue del Lema [3.3) que T%(S) es un conjunto (n — 2k,e/2) generador. Asi ro(n, ) >
rr(n — 2k, e/2). O

DEMOSTRACION. de la Proposicién [3.6] Por el Corolario y (3.3

1 1
liminf —log rp(n, e) > liminf — log rr(n — 2k, ¢/2)

n—oo M n—oo M

1 1
= liminf —log rr(n,e/2) > inf—logrr(n,c/2) > rr(e)
nn

n—oo M

0

PROPOSICION 3.7. Sean X = [k]Z y o : X < el corrimiento. Sea A C X
compacto e invariante es decir o(A) = A. Entonces

hiop(o | A) = lim %log r(n),
donde r(n) = #{0]{0,...,n}:0 € A}.

Demostacion. Sea d la métrica en X definida por

37N i N=min{|n|: z, # yn}
d(x,y)Z{O S c—y .

Notese que todo 0 < gy < 1 es una constante de expansividad para o.
Sean N € Ny e =3"0*N) Sea S, un conjunto tal que para todo 6 € A existe
un tnico a € S, tal que

a{—-N,....N+n}=0|{—N,...,N +n}

y por consiguiente d(c’a, 076) < e para todo 0 < j < n. Entonces S,, es un (n,¢)
generador para o y asi r,(n,e) < #5, =r(n+2N). Si S fuera un (n, ) generador
con #S < #58S,, existirfan ay,ay € S,,0 € S tales que d(0’q;,070) < e para
0 < j < mn,i= 1,2 Entonces d(c?ai,07a) < 2¢ < 3 N para0 < j < ny
asi aq[{—N,...,N +n} = a|{—N,...,N +n}, lo que contradice la definicién de
Sh.

Por lo tanto r,(n,e) = r(n+2N) y luego

hiop(o | A) = nh_g)lo % logr(n+2N) = nh_}rrolo % logr(n).
Apliquemos la proposicion al subcorrimiento de tipo finito X4 donde A = (aij)mem
es una matriz de ceros y unos tal que A™ > 0 para algiin n € N. Por el Teorema de
Perron A tiene un eigenvalor dominante A con dimker(A — ) =1
La sucesién A™/\" converge porque si JAJ ! es la forma canénica de Jordan
con \ en el primer renglén y columna entonces
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10 - 0
I JA"J! _ 0
n—00 L .

0 0

y asi AT" A" converge a una matriz K # 0.
Comor(n) = Zaij, nhjgo/\ r(n) = ZKij > 0.
0.

4,J
1 1
Zlogr(n) = lim - log @ +log A = log \.
n

n—oo 1, n
asl hyop(o | Xa) = log A.
PROPOSICION 3.8. Sean X compacto y T : X < continua. Entonces
hiop(T™) =m0 hiop(T).

DEMOSTRACION. Si E es un (nm,e) generador para T entonces E es un (n,¢)
generador pasa 1. Asi rrm(n,e) < rp(nm,e) y luego

1 m m
lim sup — log rym(n,e) < limsup — logrr(nm, ) < limsup — logrr(k, €),
n—soo N n—oo NI k—o0

htop (Tm) < m htop (T) .

Como TY es uniformemente continua,
Ve > 030 =6(e) s d(w,y) <0 =d(T?z,T'y) <e,0<j<m

Sea F' un (n,d) generador para 7™ entonces F' es un (n,e) generador para T.
Ast rp(nm,e) < rem(n,d) y luego

1
lfm inf logrp(k,e) < liminf n log rr(nm, ) < liminf —log rrm(n, §),
k—oo k n—oco MM n—oo N

Mhiop(T) < hiop(T™).

U

PROPOSICION 3.9. Sean (Xi,d;)(Xz,ds) compactos. Consideremos la métrica
d((z1,x2), (y1,y2)) = méx{d(z1,y1),d(za,y2)} para X1 X Xo. SiT;: X1 <= 1=1,2
son continuas, entonces

Piop(T1 X Ts) = hiop(T1) + hiop(Th).
DEMOSTRACION. Sea F; un (n,¢) generador para T;. Entonces F; X Fy es un
(n,e) generador para 17 X Ty. Asi
rrxr(n,e) < rp(n,e)-ro(n,e),
sty (8) <y (e) 4+ roy(e),
heop(Th X T2) < hiop(Th) + hiop(T3).
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Si E; es (n,¢) separado para T;, By X Ey es (n, ) separado para T} x Ts.
Asi st (n,€) > sp(n,e) - sp(n,e),
styixmy(€) > sy (€) + smy(e),
hiop(T1 X T2) > hiop(T1) + hiop(T2).

PROPOSICION 3.10. Sea T : X <> un homeomorfismo expansivo.
Entonces # Fiz(T™) < oo Vn € N y

hiop(T) > limsup — log #H Fix(T™).
n—oo
DEMOSTRACION. Sea g una constante de expansividad de T Si z,y € Fix(T™)
yd(T?x, T7y) < gg para 0 < j < n—1, entonces d(T7x, T7y) < ey Vj € Zy asi x = y.
Por lo tanto Fix(7™) es un conjunto (n,eq) separado y #Fix(T") < sr(n, &) < oo.
Asi .
lim sup — log #Fix(T") < limsup — log sr(n, o) < hiop(T)

N—00 n—oo 1

3. El principio variacional de la entropia

PRINCIPIO VARIACIONAL. Sean X espacio métrico compacto, T : X < conti-
nua. Entonces

hiop(T) = sup{h,(T) : p € Mp(X)}

Para demostrar el Principio variacional, introducimos otra definicién de entropia
topoldgica y demostramos que coincide con la anterior.

DEFINICIONES 3.11. Sea X un espacio topologico compacto. Sean U/, V cubiertas
abiertas, y T': X < continua.

(a) Decimos que V es un refinamiento de U, y escribimos U < V, si VV € V
JU €U tal que V C U.

(b) Definimos U VYV ={UNV :U U,V € V}.

(c) Definimos T7'U = {T7'U : U € U}.

(d) Denotamos por N(U) la minima cardinalidad de una subcubierta finita de
U y definimos la entropia de U por H(U) = log N(U).

(e) Definimos la entropia de T respecto a U como

1
H(T,U) = lim —HUV --- VT "U)

n—oo M,

PROPOSICION 3.11.
(a) HU) >0y HU) =0 <= NU)=1 <= X €lU.
(b) SiUd <V entonces HU) < H(V).
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(c) HUV V)< HU)+ H(V).

(d) H(T-'U) < HU). Si T es sobre entonces H(T™'U) = H(U).
(e) El limite en la Definicion[3.11(e) existe.

(f) Si <V entonces H(T,U) < H(T,V)
DE
().

MOSTRACION. (a) y (b) son inmediatos.
Sean Uy y Vo subcubiertas de U y V respectivamente, de cardinalidades
NU) y N(V) respectivamente. Entonces Uy V Vy es una subcubierta de U V V.
Asi NUV V)< NU)NV).

(d). Sea Uy subcubierta de U de cardinalidad N (i) entonces T~ U es una subcu-
bierta de T~'U y luego N(T'U) < N(U). Si T es sobre y T~ U, es una subcubierta
de T~'U de cardinalidad N(T~'U), entonces Uy cubre X y luego N (U) < N(T~'U).

(e) Sea a, = HUV ---V T "U), entonces

Upym = HUN ---VT""UNT UV --- VT "U))
HUN ---NT " "U)+ H(T UV ---VT™U))
Ay, + Q.

Por el Lema [3.1] lima,,/n existe.
(f) Se sigue de (b) y la definicién de entropia de T" respecto a una cubierta. [J

<
<

DEFINICION 3.12. Sean X espacio métrico compacto y T : X < continua.
Definimos

Hiop(T) =sup{H(T,U) : U es cubierta abierta de X}.
Si U es cubierta abierta de X, definimos el didmetro de U como
diamU = sup{diam U : U € U}

LEMA 3.4. Si {U,} es una sucesion de particiones tal que lim,,_,,, diamU,, = 0,
entonces

Hyop(T) = lim H(T,U,).
n—o0

DEMOSTRACION. Dada una cubierta abierta & de X, para n suficientemente

grande tenemos que diam U, es menor que el nimero de Lebesgue de . Entonces
U, es un refinamiento de U y asi H(T,U) < H(T,U,,). O

PROPOSICION 3.12.
htop(T> - Htop(T)

DEMOSTRACION. Sea £ > 0. Sea U una cubierta con diami/ < . Dos puntos
distintos de un conjunto (n,¢)- separado no pueden estar en el mismo elemento de
la cubierta U V - - -V T1="{. Por lo tanto

sp(n,e) S NUV - VT "U).
Ast, sp(e) < H(T,U) < Hyop(T) y entonces
ht0p<T) < HtOp(T>-
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Sea U una cubierta abierta de X y sea A su numero de Lebesgue. Sea 2¢ < Ay
sea F' un (n,¢e)- generador de cardinalidad minima. Para cada yeF,0<1i<n,
escojamos U, ; € U conteniendo la bola de radio € centrada en 7"(y). El conjunto

(Upo N+ NT Uypy:y € F}
es una subcubierta de 4 V - - -V T y por lo tanto
NUV--- VT "U) < rp(n,e).
Ast, H(T,U) < rr(e) < hiop(T) v entonces
Hiap(T) < hiap(T).
U

PROPOSICION 3.13. Sean X espacio métrico compactoy p € M(X). Para todo
e > 0 existe una particion finita P tal que diam P < 2 y u(0P) =0 VP € P.

DEMOSTRACION. Sea {B./2(x;) : ¢ = 1,...k} una cubierta de X. Para cada
i =1,...k los conjuntos 0B,(x;), €/2 < r < e son disjuntos y por lo tanto hay un
e/2 < r; < e tal que u(9B,,(z;)) = 0. Sea P, = B, (1) y defina inductivamente
P, = B,.(z)\ UP: 0
j<i
PROPOSICION 3.14. Sea X espacio métrico compacto. Si p, — p en M(X)
entonces
» VF C X cerrado limsup p,(F) < u(F)
» VU C X abierto liminf p,,(U) > p(U)
» Si AC X esun boreliano con 1(0A) =0, u,(A) = pu(A)

DEMOSTRACION. Sea F' C X cerrado y sea
1
Vim={re X :dxz,F)<—},
m

entonces u(V,,) — p(F). Por el lema de Uryson existe f,, : X — [0,1] continua tal
que f,=1en Fy f,=0en X\ V,. Entonces

lim sup i, (F) < lim sup / fmdpn < / Jmdp < (Vi)

y asi limsup p,(F) < p(F). Si U C X es abierto
liminf p, (U) =1 = limsup p, (X \U) > 1 — pu(X \U) = u(U).

Si A C X es boreliano con u(9A4) = 0, u(A) = u(A) = u(intA) y asf

lim sup g, (A) < limsup p,(A) < p(A) < liminf p,(intA) < liminf g, (A)



56 3. ENTROPIA

LEMA 3.5. Sean X espacio métrico compacto y'T : X <= continua. Dados € > 0,
n € N, sea E, un conjunto (n,e) separado. Consideremos las medidas

1 1n—1 -
b =g D 0y Vn:;kzzounoT g

IEEn

Entonces eziste un punto de acumulacion p € Mrp(X) de {v,} tal que

1
h,(T) > lim sup - log(#E.,).

n—oo

DEMOSTRACION. Por la convexidad de ¢, para cualquier particion Q

—
3
—

n—

H(©) = = 60m(@) > —= 303 o (T7Q)) =
Q

H, (T7*Q).
0

S|

n
Q 0

x
i
i

1 1
Sea {n;} tal que lim — log#(FE,;) = limsup —log(#£E,) y la subsucesion {v,,}
J—00 Ny n
converge a una pu € M(X) que por construccién es T-invariante.

Sea P la particion dada por la Proposicion [3.13| . Entonces cada atomo P de
Pn = \/;:01 T~*P contiene a lo mas un punto de E, y u(0P) = 0. Asf

(3.4) H, <n\_/ Ti7’> == > dua(P) = = Y S(#(E.NP)/#E,)

1=0 PPy, PcPy,

(35) = _#En¢<1/#En> = log(#EN)

Fijemos m € N. Vn € N3d € N, r € {0,...,m — 1} tales que n = dm + r. Sea
k<m

n—1 d—1 m—1 r—1
VTP = (\/ T (\/ T‘jP)) v\/ TP
1=0 1=0 7=0 =0
d—1 m—1
= (\/ T_im_k( \/ T_ip)> V Park
i=0 §=0

donde

r—1 k—1
Park =\ TPV \/ TP
=0 1=0



3. EL PRINCIPIO VARIACIONAL DE LA ENTROPIA 57

es una particién con a lo més (#P)*™ dtomos. Por lo tanto

— d—1 m—1
H, (\/T7P) < ZH TN\ T9P) + Hy, (Pasr)
v A
< Z H,, (T~m* \/ T™P) + 2mlog(#P)
i=0 j=0
y luego
m— n—1
(3.6) H, (\/ T7P) > %ZHM \/ T'P)
=0 =0
1 m—1 d—1 m—1
(3.7) > — H,, (77" % \/ T7P)
=0 im0 j=0
1 m—1 n—1
(3.8) > — HM(\/ T~'P) —2m log(#P))
n k=0 i=0
m n—1 _Z 2
(3.9) > —H, \/ P) — —log(#P)
Por (B3) y

1 m—1

. 1 2m
—H, T'P) > —1 E,)——1
(\:/0 P) 2 -log(#5,,) = T~ log(#P)
Tomando limite cuando 7 — oo

m—1

1
\/ T~"P) > limsup — log(#E )

n—00
=0

S

y asi

h,(T,P) > limsup — log(#E ).

n—oo

OJ

DEMOSTRACION. del Principio Variacional

I) Sean € Mp(X) y d > 0. Sea P = {P,,..., P} una particiéon de (X, A, p)
tal que h,(T,P) > h,(T)—46. Dado ¢ € (0,1/klog k) escojamos compactos B; C F;,
i=1,...,k tales que u(P; \ B;) < . Sean

k
=X\{JB;, B={ByBi,....B}.
=1
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Entonces
p(F; N Bo)
HyP|B) = —u(By)S o120
M( | ) :u( 0) ; ( N(BO> )
< u(By)loghk <ceklogk <1
Por la Proposicién [3.2](a)
(3.10) h,(T,P) < h,(T,B)+ H,(P|B) <h,(T,B)+ 1.

Sea U; = By U B;, y por lo tanto X \ U; = U#OJ B;. O sea que cada elemento
de la cubierta
U={U,...,Us}
intersecta a dos elementos de la particiéon B. Como B; C U; para todo i, cada
elemento de \/;:01 T~'B esté contenido en un elemento de \/;:01 T~U y cada uno de
estos ultimos contiene a lo méas 2" elementos de \/;.:01 T~'B. Luego

n—1 n—1
#\/ T7'B<2'N (\/ T’U) :

i=0 i=0
n—1 n—1
H, <\/ T"B) <nlog2+ H <\/ T_iZ/{) ,
=0 1=0
h,(T,B) <log2+ H(T,U).
Por (3.10)
h,(T,P) <14log2+ H(T,U),
luego

h(T) — 6 < 1+10g2+ hiop(T),
y como 0 > 0 es arbitraria
h(T) < 1+10g2 + hyop(T).
Aplicando esta desigualdad a 7™ y usando las Proposiciones [3.3]y B.8 tenemos
mh,(T) = h,(T™) < 141082 + hyop(T™) = 1 + log 2 + mhep(T')

Luego, para toda m € N tenemos

Bu(T) < —(1+1082) + hiop(T)

1
m
Y asi h,(T) < hyop(T).
IT) Sean ¢ > 0, n € N. Sea FE,, un conjunto (n,c) separado de cardinalidad
méxima. Por el Lema [3.5 hay una medida p € My (X) tal que h,(T) > sr(e). Asi,
sup{h,(T) : p € Mrp(X)} > hiop(T).

0
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COROLARIO 3.7. Si T : X < es un homeomorfismo expansivo, entonces existe
€ Mp(X) tal que by (T) = hyop(T)

DEMOSTRACION. Sea &y una constante de expansividad para T. Por la Propo-
sicion [3.6] tenemos que para € < € hiop(T) = s7(¢). Tomando para € < gy E,, un
conjunto (n,e) separado de cardinalidad méxima, la medida pu € My (X) dada por
el Lema |3.5|satisface h,(T") = hiop(T). d

4. Entropia de los automorfismos torales

TEOREMA 3.8. Sean A € GL(N,Z) y A : ?N < la transformacion inducida.
Sea R, : TV <> una rotacion y sea T = R, o A. Sea m la medida inducida por la
medida de Lebesque en RY . Entonces

hin(T) = hiop(T) = hin(A) = hygp(A).

DEMOSTRACION. Sean 7 : RY — T¥ la proyeccién natural y d la distancia en
TV inducida por la euclidiana. Sea

B, (z,e,T) = {yE’]I‘”:d(Tiy,Tix) <5,0§i§n—1}.

Demostraremos por induccién que T %(B.(T*(z))) = x - [fl_kng(O)} la cual es

valida para k& = 0 por la invariancia de d bajo rotaciones. Si es valida para k
entonces

Asi

B,(x,e,T) =z - [ | A™*(B(n(0))) = z - Bu(n(0),, A)

k=0

Luego m(By(z,e,T)) = m(B,(7(0),e, A)). Sea e > 0 y sca P = {Py, ..., P,} parti-
cion de diametro < e.

n—1 n—1
T € m TP, = m T7*P, C - B,(7(0),¢, A),
k=0 k=0
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porque si y € ﬂ:;é T-*P, entonces TFz,T*y € P, y as{ d(T*z,T"y) < ¢ para

lk

0<k<n-1,0seaye€ B,(x,e,T) =z B,(nm (O),a,A). Por lo tanto

m<nﬁTkPik> < m(Bu(w(0),¢, A),
Z P(m ﬂT < Z ﬂT logm(Bn(W(O),&?,fl))

105--es in—1 105--e in—1
= logm(By(m(0), ¢, A)).

Entonces

n—o0

1 _
hin(T) > hy(T,P) > limsup {—— log m(B,,(m (0),€,A)):| .
Como ¢ > 0 fue arbitraria

hn(T) > lim lim sup {—%log m(Bn(W(O),e,fl))} :

=0 pooo

Sea E un conjunto (n, e) separado respecto a T' con cardinalidad méxima. Entonces

U B, (x,e/2,T) = U - By(m(0),¢/2, A)

z€E el
es unién ajena y asi

st(n, e)m(Ba(n(0), /2, A)) < 1
Luego
lim supl log sr(n,e) < limsup {—l log m(Bn(W(O),s/Q,fl))] ,
n—oo T n—00 n

y entonces

htop(T) < lim lim sup {—llogm(B (m (O),5/2,f~1))} < hy(T).

€0 nooo
Como este limite no depende de a , hyop(T) = hyop(A). O

Extenderemos ahora la definicion de entropia topolégica a espacios métricos no
necesariamente compactos para incluir A : RY ¢ lineal.

DEFINICIONES 3.13. Sean (X, d) espacio métrico y 7' : X < uniformemente
continua. Sea K C X compacto.

(a) Decimos que F' C X es un (n,e) generador para K si Vy € K Jz € F tal que
d(T'x, T'y) < e para 0 < i < n — 1. Sea r(K,n,¢) la mmima cardinalidad
de un (n, ¢) generador.

(b) Decimos que E C K esté (n,¢) separadosiVe,y € E, v #y3Ji € {0,...,n— 1}
tal que d(T"z,T",y) > e. Sea s(K,n,¢) la méxima cardinalidad de un (n, )
separado.
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Se tiene como antes r(K,n,e) < s(K,n,e) <r(K,n,e/2).

()
. 1 VI |
R(K,T) := lim limsup — log r(K,n,e) = lim lim inf — log s(K, n, €)

e=0 500 M e—=0 n—oo N
(d)
hiop(T') :=sup {h(K,A) : K C X es compacto} .

LEMA 3.6. Sea A como en el Teorema[3.8 Sean p la medida de Lebesgue y |||
una norma en RY. Sean
n—1

By (0;¢) = {x eRY: 2] < 5}: Bn(0,e,A) = ﬂ A_iB”H(O;&).
i=0

Entonces

1
hiop(A) = lim lim sup {—ﬁlog ;L(Bn(O,g,A))} .

=0 pooo

DEMOSTRACION. Si F es un (n, ) generador para K C RY compacto,

K C | Bu(x,2e,A) = | ] 2+ B.(0,2¢, A).

zeF zeF
Ast p(K) < (#F)u(Br(0,2¢, A)), y entonces

r(K,n,e) > p(K)/u(Bn(0,2¢e, A).
Por lo tanto, cuando p(K) > 0

h(K, A) > lim lim sup [—llog ,u(Bn(O,e,A))] .
n

e—0

n—oo
Si ¢ es suficientemente grande K C K, := [—q,q]N. Si E C K es (n,¢e) separado
entonces | J, . Bn(®,€/2, A) es unién disjunta y esta contenida en Kg.. Asi

s(K,n,e)u(Ba(0,2/2,A)) < 2%(q +¢€)",

y luego
) 1 . 1
lim sup — log s(K,n,e) < limsup |——log u(B,(0,¢/2,A))| ,

n—oo N Nn—00 n

1
h(K,A) < limlim sup [——log,u(Bn(O,e,A))] .
e=U nooco n
Ast hyoy(A) = h(K, A) para cualquier compacto con p(K) > 0. O

LEMA 3.7. Sean A, A como en el Teorema . Entonces
hiop(A) = hioy(A)
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DEMOSTRACION. Sea ¢ < 1 Sea 0 < & < min(1, ||A]|™!). Supongamos que E C

K, es (n,e) separado. Entonces (FE) es (n,e) separado para A. En efecto si z,y €
E y w(x) # 7(y) entonces © # y. Sea iy tal que [[A(x —y)|| < esii < gy y
| A (2 — y)|| > . Entonces
[A** @ = y)l| < [JANJA (@ = yll < [[A]le < 1.
y asi d(A0t n(z), Aotr(y) = ||AH (z — y)|| > . Luego s(Ky,n,¢) < s5(n, ), de
donde hg, (A) < hop(A).
Sea E un (n, ) separado para A. Sea E = 7~ (E)N[—1, [V, Entonces E es (n, €)

202 Lo /¢
separado para K1 porquesi [|A'(z)—A'y|| < e x,y € E, entonces d(A'm(z), A'(7(y)) <

e. Asi sz(n,e) < S(K%,TL,E) y entonces hyop(A) < h(K%,A). d

TEOREMA 3.9. Sean A, A como en el Teorema . Sean Ay, ..., \y los eigen-
valores de A. Entonces

htop(A) = Z log |/\z| :

|/\i‘>1

DEMOSTRACION. Descompongamos RY = Fy @ Fy tal que A(F;) C Fj, los ei-
genvalores de A} = A | F; tienen médulo > 1 y los eigenvalores de Ay = A | F)
tienen médulo < 1 Eligiendo una base en F; podemos suponer F; = RPi Sea m; la
medida de Lebesgue en F; y sea m = m; X ms la medida de Lebesgue en RY. Sea
|[|; norma en F", entonces

| (21, 22)|| = max(||zy]|, [|z2]])

define una norma en RY. Por el Lema [3.6l

1
hiop(A) = lim lim sup — [— log my (B, (0, ¢, A1)) — logma(B,(0,¢, As))] .

e=0 n 500 N

Se tiene que

ml(Bn(O,E,Al)) < ml(Ai_nBHHl(O,éf)): \detAlllfnml(BHHl(O,6))
m2(Bn(0,€,A2)) S mQ(BHHQ(O,é)).

Por lo tanto

% [— log m1<Bn(O, g, Al)) - log m2<Bn(07 &, A2>>]

n—1 1
> ( - )log]det Ayl — ﬁlogm(BHH(O,e)),

hiop(A) > log |det Ay| = > log|Ail.

[Xi>1]
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Para probar la desigualdad opuesta escribamos RY = E; @ --- @ E), tal que
A(E;) C E; y todos los eigenvalores de A; = A | E; tienen el mismo médulo ;.
Ast A=A, & --- P A, y entonces

htop(A) < hriop (A1) + - -+ + hiop(Ak).
Demostrando hyey(A;) < méx {0, (dim E;) log 41, }, tendremos
hiop(A) < (dim Ej)log iy = > log|Aq].
pi>1 Ai>1]

Resta pues, demostrar el siguiente

LEMA 3.8. Sea A : RY <> lineal tal que todos sus eigenvalores tienen el mismo
modulo i, entonces

hiop(A) < méx {0, Plog pu} .

DEMOSTRACION. Si ||A|| <1, un (1,¢) generador para un compacto K es tam-

bién un (n,e) generador. Asi (K, n,e) <r(K,1,¢), luego h(K,A) =0y asi
htop(A) = 0 = max {0, Plog || A }.

SifJA|| > 1, sean K = Ky y ¢ = max {||z] : x € K}.

Para 0 <6 < 1, sea F(§) = {d(ny,...,np) € K :n; € Z}.

Si N =[2/8], #F(5) < (N + 1) < (3/8)".

Como Yy € K 3z € F(9) tal que ||x—yl| < cd, se tiene que F(0) es un (n, ||A||"cd)
generador para K ya que

[A'z — Aly[| < [|A"|[ |z =yl < [1AI" [l — vl

si0 <7< n.Seace >0, tomemos § = ¢||A||™/c < 1 para n suficientemente grande.
Entonces

r(K,n,e) <#F(0) < B3|l A]"c/e)",

lim sup — logr(K n,e) < limsup P {log Al + = log(3c/a)} = Plog ||A]|,

n—oo T n—00
hiop(A) < Plog|| Al = max {0, Plog || A} .
Aplicando esta desigualdad a A™ y utilizando la Proposicién

1 , _—
Piop(4) = —huap(A") < méx {0, Plog [ A"} }

1
Como lim,,_, ||A"||" = radio espectral de A = p, tenemos

hiop(A) < max {0, Plog i}
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5. Presién topoldgica

Sean X espacio métrico compacto, 7' : X <= continua y ¢ € C(X). Definimos
n—1 .
Snp(x) = Z% p(T"x)

(3.11) rr(e,n,e) ;= inf {Z 5@ B oes (n, €)—generador}
RIS
(3.12) st(p,m,e) :=sup {Z e5nP@) B es (n,a)—separado}
ek
Se tiene
rr(p,n, ) < exp((|Su(@)[)rr(n,€)
y asi

1
rr(p,€) = limsup —logrr(p,n,e) < o] +rr(e) < oo

n—oo N

Definimos la presion topoldgica de ¢ como

P(¢) = Pr(p) = 21_1%7’7’(9075)-

1
Sea s7(p,e) = limsup — log sp(p, n, €).
n oM
Dado C' C X no vacio denotamos S,,¢(C) = sup S,¢(z). Dada una cubierta U

zeC
de X definimos la sucesion

n—1
(3.13)  pr(p,n,U) = inf {Z e5n?V) 1Y es subcubierta finita de \/ T"U}

Vev i=1
PROPOSICION 3.15. La sucesidn log pr(p,n,U) es subaditiva.
3 n—1 ) m—1 )
DEMOSTRACION. Si V,,,V,, son subcubiertas de \/ T-'U y T~'U respecti-
i=1 i=1

n+m—1 )
vamente, entonces V,, V17"V, es subcubiertade \/ T Uy

=1
Z eSname(VOT~"W) < Z eSne(V) Z (V).

Vev, WeVm Vev, WeVnm
Por lo tanto pT(S07n + m,Ll) < pT(QO,TL,Z/D pT(wamau)' O
Definimos

1
pr(e,U) = lim Elong(so,n,U)

n—o0
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LEMA 3.9. El limite B h’rg{l OpT(ap,Z/{) existe, o sea que hay un pr(p) € [0, 00| tal
1amU—

que para cualquier sucesion de cubiertas (Uy) con diamUy — 0 se tiene
pr(p) = limpr(p, Us).

DEMOSTRACION. Sean (Uy)k, (Vi)r sucesiones con didmetros convergiendo a
cero. Dado £ > 0 fijemos ¢ > 0 tal que si d(x,y) < ¢ entonces |p(z) — p(y)| < e.
Fijemos k suficientemente grande tal que diamU, < ¢ y sea p > 0 el nimero de
Lebesgue de Uj. Para [ suficientemente grande diam )V, < p, y asi todo V € V),
esta contenido en algin U € U,. Por consiguiente, para cualquier n € N todo
V e \/?:_11 T~ esta contenido en algin U € \/?:_11 T=U,, y como diaml), < &
tenemos que S,p(U) < ne + S,p(V). Luego

pT(gpa n, uk) S enspT(gpa n, Vl)

y por lo tanto pr(p,Uy) < €+ pr(e, V). Haciendo tender primero [ — oo y luego
k — oo obtenemos

lim sup pr(p,Uy) < e+ lirnlinpr(go, Vi)
k

Como ¢ > 0 es arbitrario, se sigue que

lim sup pr(o,Uy,) < h'mlinPT(SO, Vi)
k

Ahora intercambiemos los papeles de (Ug)r vy (Vi) O
PROPOSICION 3.16.
1. Sea U cubierta con diamU < e entonces
TT(@? n, 5) < ST(@? n, 5) < pT(Soa n, u)
de donde  Pr(p) < h'n% st(p,e) < pr(p)
e—
1
2. Pr(p) =limsr(p,e) = pr(e) = limliminf — logrr(p, n, )
e—0 e—0 n n
3. Para m € N, Prm(S,p) = mPr(p)

DEMOSTRACION. 1. Si E es un (n, €)-separado de cardinalidad maxima, entonces
es un (n, e)-generador y asi

rr(o,n,e) <Y €5 < sp(p,m,e).
relk

Si E es un (n,¢)-separado y V es una subcubierta de \/"—' T~%U, definimos una
funcién inyectiva ¢ : E — V tal que z € ¢(x). Por lo tanto

T el < §7 eSunt?)

zeE Vey
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Tomando el supremo sobre los E y el infimo sobre las V), obtenemos

ST(gOa n, 5) S pT(QOJ n, Z/{)
2. Para todo § < 0 existe €9 < 0 tal que si 0 < € < g9 y d(z,y) < e entonces

o(x) — w(y) < 6.
Sea U una cubierta con diamU < € y sea p un numero de Lebesgue de U.

Sea E es un (n, p)-generador. Para cada x € E, 0 < i < n existe U,; € U tal
que B,(T'z) C U,;. Denotamos V (z) = (/=) U,;. Como E es un (n, p)-generador,
V = {V(2) : z € E} es una sucubierta de \/"_' T~U. Ademés, ya que diam U; , < e,
para todo x € E tenemos

Sne(V(x)) < nd + Spe(z)

Z eSncp(V) < en(S Zesncp(x)

Vey zel

De donde pr(p,n,U) < e™rr(p,n, p) para todo n € N y por consiguiente

1
pr(p,U) < 0+ liminf —logrr(p,n, p).
Haciendo tender primero p — 0 y luego ¢ — 0 tenemos

1
pr(p) <5+ 11'11(1) lim inf — log r (¢, n, p)
noon

p—

para cualquie 6 > 0 y asi

1
pr(p) < lim lim inf = logr (¢, n, p)
n

p—0 n

3. Si F' es un (nm,¢) generador de cardinalidad minima para 7', entonces F' es
un (n,e) generador para 1. Asi rom (Spnp,n,e) < rp(p,nm,e) y luego

Pro(Sme) < mPr(p).
Dado € > 0 escogemos § > 0 tal que d(T'z,T'y) < esii < my d(z,y) <
d. Si F es (n,d) generador para T™, entonces F es (nm,e) generador para T.
Ast rpm (Smp,n, 0) > rr(@,nm, ) y luego
1
Prm(Spe) = rom (Sme, §) > mliminf — log rr(p,n, ).

noon

Haciendo tender € a cero tenemos Prm (Spp) > mPr(y) O

Tenemos el Lema andlogo al Lema [3.5

LEMA 3.10. Sean X espacio métrico compacto y T : X < continua, ¢ € C(X).
Dados e > 0, n € N, sea E,, un conjunto (n,e) separado. Consideremos las medidas

-1 n—1
. 1 _
Mn_<ZeSS"(y)) ZeSW( )8, Y Vn—ﬁgﬂnOT k.

yeEn, FASI D
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Entonces eziste un punto de acumulacion p € Mrp(X) de {v,} tal que

1
(3.14) h,(T) + /godu > lim sup — log Z en#(@)

n
n—oo IEEn

DEMOSTRACION. Sea n; tal que

1 1
lim — lo exp(Sy.p(x)) = limsup — lo exp(Spp(x
Jm gmg (Snyp()) = limsup ngZE (Snp(2))
y la subsucesion {v,,} converge a una p € M(X) que por construccion es T-
invariante. Sea P la particién dada por la Proposicién . Entonces cada atomo

P de P, = /=y T~"P contiene a lo mas un punto de E, y u(9P) = 0. Asf

n—1 n—1
=0

i=0
=Y —p({z})log p({2}) + pa({2}) Suip()
zek,
esn‘p(a:) n g eSan(J:)
_ _ _ n(y) -
= 2 e [Siele) ~log X W 4 ()
vebn eE, y&En o
(3.15) — log Z oSne(@)
zeFEy,

Por (3.6) en la prueba del Lemma [3.5|y (3.15)

n—1

m—1
. , 2m?
B\ TP em [ v, = 2 (0, (\ TP) [ pd) — = log(#P)
=0 1=0

m 2m?2
3.16 > 7] Sne(r) _ 207
(3.16) >~ log Z e " og(#P)

Poniendo n = n; y tomando limite cuando j — oo tenemos

m—1

1 . ) 1
EHIJ‘( \/ T ZP) + /QO d/,L Z hf_bn_}Sng E 1Og Z esn(p(x)
=0 ocE,

y asi

1
hu(T,P) + /godu > lim sup — log Z ene(®)

n
n—roo SCEE’VL

Tenemos la siguiente version del Princio Variacional para la presion
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TEOREMA 3.10. Sean X espacio métrico compacto, T : X <« continua, ¢ €
C(X). Entonces

Pr(p) = sup{h,(T) + /godu tp € Mp(X)}

DEMOSTRACION. I) Sea u € M7(X). Sea P = {P,,..., P} una particién de
(X, A, u). Dado € € (0,1/klogk) escojamos compactos B; C P;, i = 1,...,k tales
que u(P;\ B;) < €. Sean

k
=X\{JB:, B={ByBi,... B}

i=1

Entonces tenemos (i3.10)
h,(T,P) < h,(T,B)+ H,P |B)<h,(T,B)+ 1.
Sea d = min d(B;,B;) y sead € (0,d/2) tal que |p(z) — ¢(y)| < 1sid(z,y) <.

1<4,5<k
Para cada B € \/ T'B, existe x5z € B tal que S,p(rg) = S,(B). Para E un
i=0
conjunto (n,d)-generador cualquiera sea yg € F tal que d(T"(zp), T"(ys)) < ¢
para 0 < i < n y entonces |S,o(rp) — Sup(yp)| < n. Sean A = >, eSnel@n),
bp = e3%@8) /A Por la convexidad de ¢, tenemos

n—1
H, <\/ TiB> +/ ngod,u<zlu (—log u(B) + Spp(zp))
i=0
(317) = A Zb3¢('u e—SnsD zR) S _A¢ ZbB,u B>€—Sn<p(m5))
B B
= —Ap(A™") =log A < log Z eSnPWB)n — 4 log Z eSneyB)
B B

Ya que § < d/2 tenemos que #{B € \/’Z:_O1 T~'B:yp =z} < 2" para todo z € E.
Asi, se sigue de (3.17)) que

n—1
1 ~ ) o
—H, (\/OT B) +/90du§ 1+10g2+510g26 Snp(x)

zelR

Entonces
h,(T,P) + /god,u < h,(T,B)+1+ /god,u <2+log2+ Pr(y)
como P es arbitrario

(3.18) h,(T) + /god,u <2+1log2+ Pr(y)
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para todo T, ¢. Aplicando a " S,y tenemos
n (hM(T) —|—/<pd,u> <24 1log2+ Pra(Spp) =2 +1log2+ nPr(p).
de donde se sigue que
sup{h(1) + [ odus n e Mr(X)} < Pr(io)
IT) Sea 6 > 0. Sean ¢ > 0, n € N. Sea F,, un conjunto (n,¢) separado tal que

3 799 > s0(p,n,e)ed. Por el Lema|3.10, hay una medida p € Mp(X) tal que
zeE

1 1
h,(T) + /gpdu > lim sup —log Z @) — 1im sup log st(p,n,e).
n—oo CCEETL n—o0

Asi,
sup{h,(T) + /god,u tp € Mp(X)} > Pr(y).

6. Entropia y descomposicion ergodica

PROPOSICION 3.17. Sean X espacio métrico compacto, T : X < continua. Sean
w € Mp(X) y P particion finita tales que p(OP) = 0 VP € P. Entonces la funcional
Mrp(X) =R, v h(T,P) es semicontinua superior en .

n—1
DEMOSTRACION. Para todo dtomo de @ de \/ T~*P tenemos u(0Q) = 0. Si
i=0
Vm — pen Myp(x) entonces

n—1 n—1
1fm H,, (\/ T‘iP) — H, (\/ T-i7>> .
1=0 =0

n—1 )
Asiv— H, < V T‘Z77> es continua en p. Como
i=0

h (T, P) = inf ~ H (\/ T‘ZP>

tenemos que v+ h,(T,P) es semicontinua superior en . O

COROLARIO 3.11. Supongamos que hay una particion finita P tal que p(OP) =
O0VP € Py\,_,T"P = A, entonces la funcional v — h,(T) es semicontinua
SUPeriorT en .

DEMOSTRACION. Por el corolario 3.3} h,(T) = h, (T, P). O
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PROPOSICION 3.18. La funcional v — h,(T) es afin, o sea que Vu,v € Mrp(X),
t €10,1], tenemos
- (T) = thi(T) + (1 = )b, (T)

DEMOSTRACION. Por la convexidad de ¢ para cualquier B € A
o(tu(B) + (1 — t)v(B)) < td(u(B)) + (1 — t)p(v(B))
También
tp(u(B)) + (1 = t)o(v(B)) — o(tu(B) + (1 — t)v(B))
= tpu(B)log u(B) + (1 — t)v(B)log v(B)
— [tu(B) + (1 = t)v(B)]log(tu(B) + (1 — t)v(B))

+ (1 —t)v(B)log

tu(B)log |3 tu(B) +

(1—t
< —tu(B)logt — (1 — t)v(B)
Asi, para cualquier particion P tenemos
Hys-0(T) 2 tH,(T) + (1 — )H,(T)
Hyps - (T) 2 tH,(T) + (1 = ) Hy(T) — (1) — ¢(1 — 1)
lo que implica
(3.19) hps (1=t (T, P) = th, (T, P) + (1 — t)h, (T, P)
y luego
s a0o(T) < th(T) + (1= Oh,(T)
Si Q es otra particidn, se sigue de (3.19)) que
htu+(1—t)V(T7 7) \/ Q) - th#(T, P) + (1 - t)hy(T, Q)

y entonces
Biges - (T) > thyy(T) + (1= £)hy,(T).
0J

TEOREMA 3.12. Sea X espacio métrico compacto. Sean m € Mqp(X) y i su
decomposicion ergodica. Entonces

o (T) = /M T

Deduciremos este Teorema de un resultado general sobre transformaciones afines
en el espacio Mp(X). Sea W una probabilidad en la o-dlgebra de Borel de M (X).
El baricentro de W es la probabilidad bar W en X dada por

/ wdbar W = (/ @du) dW (v)
X Mr(X) \JX
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TEOREMA 3.13. Sean H : Mr(X) — R un funcional afin, no negativo y semi-
contnuo superiormente y W una probabilidad en la o-dlgebra de Borel de My (X).
Entonces,

H (bar W) :/M ( )H(I/)dW(l/)

PRUEBA DEL TEOREMA [3.12] USANDO EL TEOREMA [3.13l.

LEMA 3.11. Para toda particion finita P se tiene
(TP = [ BT P ()
M (X)

DEMOSTRACION. El Teorema dice que m es el baricentro de su descomposi-
cién ergédica fi,. El funcional H : Mz(X) — R dado por H(v) = h,(T,P) es afin
y no negativo. Para aplicar el Teorema |3.13| resta verificar que H es semicontinuo
superiormente.

Primero suponemos que X = [k]Y, que T es el corrimiento o y que P es la
particién al tiempo cero {C(0;0),...,C(0;k — 1)} cuyos elementos son abiertos y
cerrados y por lo tanto dQ = ) para todo @ € P. Por la Proposicién tenemos
que H es semicontinuo superior y asi aplicamos el Teorema [3.13| para obtener

o (T, P) = H(bar jiy,) = / H)dp (v) = / (T, P)djaon (1)
Mr(X)

Ahora tratamos el caso general redu(:lendolo al caso anterior. Dada la particion
finita P, consideremos ¥ = PN definamos f : X — 3 mediante f(z) = (P(T"2))nen
de tal forma que foT = oo f donde ¢ : ¥ < es el corrimiento. Por lo tanto, si
v € Mr(X) entonces V' = f.r € M,(X). Ademés si v es ergddica entonces v es
ergédica pues si B' = o(B') y B = f~1(B’), entonces B = T ' (B) y asi V/(B') =
v(B) =0,1.

Por construccién P = f~1(P’) donde P’ es la particién al tiempo cero. Mds

n—1 n—1
generalmente, \/ TP = f~! (\/ T‘iP) y asi
i=0 i=0

n—1 n—1
H, (\/ T@'P) = H, (\/ oiP’>
=0 =0

(320) hl/<T) 7)) - hu’(aa Pl)
Sean m’ = fum, pl. = (fi)sftm. Para ¢ : ¥ — R Borel medible tenemos

/dem,:/¢ofdm:/MT /}(¢ofdy>dum(y)
/MT(X) /wd dum( )= //\/la(Z) </E wdv/)duﬁn(ﬂ)
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Lo que significa que !, es la decomposicién ergdédica de m’. Entonces, de acuerdo
con el caso anterior y (3.20))
b (T, P) = hype (0, P') = / hy (o, P)dul, (V') = / hy (T, P)d i, (v)
Mo (2) M (X)

0

Prosiguiendo con la prueba del teorema|3.12| consideremos una sucesion creciente
de particiones finitas P; < Py < --+ de X tal que el didmetro de P, (z) converge a
cero para todo x € X. Tal sucesion puede construirse a partir de bolas centradas en
puntos de un subconjunto denso numerable, con radios convergiendo a cero. Por el

Lema [3.17]

(3.21) h(T, Py) = /M . ho (T, P dvp (V).

Para cualquier v € Mr(z) la sucesién h, (7', P,) no decrece y por el Corolario
su limite es h, (7). Usando el teorema de la convergencia monétona podemos pasar

al limite en (3.21)) para obtener
h,(T) :/ hy (T)dvy, (v).
Mr(X)
U

LEMA 3.12. Sea : M(X) — R funcional afin no negativo y sean v; € M(x),
t; >0, i € N tales que Y t; = 1. Entonces

=1
i=1 =1

n
DEMOSTRACION. Sea s, = > t;; 81 s, < 1 tome n, = > t;v;/(1 — s,) y si no
i=1 i>n
tome 7),, cualquier probablidad. Entonces

i=1 i=1

Como H es afin, para cualquier n
HO twg) =Y tH(w) + (1= s)H(na) = > t:H ().
i=1 i=1 i=1

Ahora hacemos tender n a infinito O

COROLARIO 3.14. Si H : M7(X) — R es un funcional afin no negativo entonces
estd acotado.
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DEMOSTRACION. Si H no est4 acotado existen v; € Mp(X) tales que H(v;) > 2°
para todo 7 € N. Entonces

H(i 2'y;) > iTH(V,-) = 00
i=1 i=1

O

PRUEBA DEL TEOREMA [B.13] Sea p = barW. Como H se semicontinuo supe-
riormente para todo e > 0, hay una § tal que H(n) < N(v) + ¢ si d(n,v) < 4.
También para cada v € Mp(X) hay una vecindad V(v) contenida en Bs(v) = {n €
Mrp(X) :d(n,v) < 6} tal que sin € V(v) entonces H(n) < N(v) + e. La coleccién
de tales vecindades es una cubierta abierta de Mz(X), por lo tanto hay una sub-
cubierta finita V(1;), i« = 1,...,n. Consideremos la particion de Mz (X) definida
inductivamente por Py = V(v1), P, =V () \U;; Bi-

W W) = 32| [ =3 W) [ v
= 22‘”' i/P (/gjdn—/gjdw)dW(n)’

= Z/P d(n,v;)dW(n) < (SZW(R-) =

dW(n)

Por lo tanto

Por otro lado

[ Hoave) =S W)t =3 [ () - Heave)

< ieW(Pi) =¢
i=1

Sumando las dos ultimas desigualdades [ H(n)dW (n) < H(p) + 2¢. Como € > 0 es
arbitrario, [ H(n)dW (n) < H(u)

Para probar la otra desigualdad considere cualquier sucesién (P, ), de particiones
finitas de Mr(X) tal que el didmetro de P, (v) converge a cero, cualquiera que sea
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v € Mrp(X). Para n fijo consideremos la probabilidad condicional Wp para cada
PeP,,

W(ANP)
WplA) = ———=
P( ) W(A) )
siendo claro que W = Y~ W(P)Wp. Como el baricentro es una funcién afin

PEPWL
w=barW = Z W (P)bar Wp
PePy,

y por lo tanto
= Y W(P)H (bar Wp)

pPeP,

la cual, definiendo H,(v) = H(bar Wp,_(v))), puede ser reescrita en la forma:

(3.22) / H,(v)dW (v

Por el Corolario [3.14] H,,(v) < sup H < cc.

Para v fijo, como H es semlcontmuo superiormente, dado € > 0 existe § > 0
tal que si d(n,v) < § entonces H(n) < H(v) + . Ya que diam P, (v) converge a
cero, para n suficientemente grande tenemos que P,(v) C Bs(v). Suponiendo que
W (Pn(v)) > 0 tenemos que Wp, )(Bs(r)) = 1 para n suficientemente grande.

Entonces
d(bar Wp,),v) = 277 / gjdbar Wp, () — / g;dv
j=1

_ 22_3‘ /(/gjdn — /gjdl/>dWPn(u)(77)‘
j=1

s/ >y /gjdn_/gjdy(dwpn@)(n)
Bs(v) j=1

</ AW, ) < 5V, 0 (B5() = 0
Bs(v

Por lo tanto H,(v) < H(v) + ¢ para n suficientemente grande. Asi
limsup H,(v) < H(v).

n

Aplicando el lema de Fatou a sup H — H,, tenemos

limnsup/Hn(l/)dW(V) < /limsup H,(v)dW (v) < /H(l/)dW(V)

n
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que junto con ({3.22) implica
H(p) < /H(y)dW(l/).

7. Jacobianos

Sean (X,.A) espacio medible y T': X <= medible. Diremos que T" es localmente
invertible si existe una cubierta numerable {Uy : k > 1} de X por conjuntos en A
tal que T'|Uy es inyectiva con T'(Ug) € Ay su inversa S : T'(Uy) — Uy es medible.
Los U}, se llaman dominios de inyectividad. Note que si A € A es cualquier dominio
de inyectividad entonces T'(A) € Ay Vy € X, T~*(y) es numerable.

Sea 1 una probabilidad no necesariamente T-invariante. Una funcién medible
g : X — [0,00) es un jacobiano de T respecto a n si su restricién a cualquier
dominio de inyectividad A € A es n-integrable y

oT(A) = | gdn
A
Decimos que la medida n no es singular para la transformacion 7' si para cualquier

dominio de inyectividad A con n(A) = 0 se tiene n(7T(A)) = 0.

PROPOSICION 3.19. Sea T : X < una transformacion localmente invertible y
sea 1 una medida en (X A), no singular para T. Entonces, existe un jacobiano de T
con respecto a n y dos jacobianos cualesquiera coinciden n-c.t.p.

DEMOSTRACION. Para una cubierta {Uy, : k > 1} de X por dominios de inyec-
tividad de T, definimos una particion de Xpor dominios de inyectividad mediante
P =Uy, P, =Ug\ (U1 U---UUk_1), k > 1. En cada P, definimos la medida 7 por
me(A) = n(T(A)). Como n no es singular para T', g, << n|Py. Sea g la derivada de
Radon-Nykodim de 7, respecto a n| Py, por lo que

n@MDzA%M

para cualquier A C Pj, medible. Definamos ahora g : X — [0, 00) por g|P; = gi. Es
claro que g es un jacobiano de T respecto a 7.

Sea h otro jacobiano de T respecto a 1 y supongamos que n({z : g(z) # h(z)}) >
0. Permutando los papeles de h y ¢ si es necesario, para algin k£ > 1 tenemos que si
By ={x € Py : g(x) < h(z)}, n(By) > 0. Entonces

nT () - |

grdn < / hy. dn = n(T(By))
By By
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Denotaremos por J,T" al jacobiano de T' com respecto a 7.
Si #T7(y) < I entonces

/Jann = Z/P T Tdn =Y n(T(P)) <1

TEOREMA 3.15. Sea T : X — X una transformacion localmente invertible y sea
w probabilidad T -invariante. Suponga que existe alguna particion finita o numerable
por dominios de inyectividad tal que A =\/2,T~"P. Entonces

h,(T) = /log J, T dp.

n
DEMOSTRACION. Denotando Q,, = \/ T7'P, por la Proposicién (e) y el
i=1

Corolario 3.3 tenemos

h,(T) = h,(T,P) = h’zn H,(P| Q,).
Por la Observacién (c)

(3.23) H,(P| Q) = Z/¢0E (xp | Qn) dp

pPepP
Para terminar la demostracién utilizaremos los siguientes Lemas que demostraremos
después.

LEMA 3.13. Sea Q1 < Qs < --- sucesion creciente de particiones numerables.
Dada v : X — R medible y acotada, el limite e[y)] =lm E,(¢ | Q) existe u-c.t.p.

LEMA 3.14. Sean v : X — R medible, acotada yn una probabilidad T-invariante.
Entonces
Y

e[] =0 T, — c.t.p., donde d(y) = L)
n

z€T~1(y)
De ([3.23) obtenemos por el Teorema de la Convergencia dominada

Z/¢O€XP dp

pEP
Como T|P es inyectiva VP € P, #(PNT"(y)) = 0,1. Por el Lema [3.14] ¢[xp] =
xp o1 donde
oo JYLTWTIP) T ) y e T(P)
xp(y) =
0 y ¢ T(P)
Entonces

. log J, _
/¢oe[xp]du:/gboxpd,u:—/ %o(T\P) 1d,u:—/logJMdpJ
T(P) M P
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y por lo tanto

Z/logJ dp = /log(]udu

PeP
[l

DEMOSTRACION DEL LEMA [3.13 Primero suponga que 1 > 0. Para a < f3 sea
S(a, f) ={zr € Xliminf E,(¢, | Q,)(z) < a < <limsup E,(¢ | Q,)(x).

El conjunto de puntos donde limite e[¢)] existe es Xy = X\ U S(a, ).
a,B€Q
Para probar que p(Xy) = 1 basta probar que u(S(a, §)) = 0 para todo a < f.

Para «, (3 fijos escribimos S = S(a, ). Dado x € S, tome una sucesién de enteros
1<nf<mi<---<nf<mi<--- tales que

E (¢ | Que)(a )<04E(¢|Qm )z)> B Vix1
Defina A;(x) = Qnz (2), Bi(x) = Qnz (2), Ai = U Ai(z), Bi = U Bi().

€S z€eSs
Por construccién S C A;y; C B; C A, para todo ¢« > 1. En particular

1=1 i=1

Como la sucesion Q,,, n > 1, es creciente, dados dos cualesquiera de los conjuntos
A;(x) que formam A;, 6 son disjuntos o uno de ellis estd contenido en el otro.
Entonces los conjuntos A;(z) maximales son disjuntos por pares y constityuen una
particién de A;. Luego, sumando solo sobre estos conjuntos maximales con medida

positiva,
[otn=3 [ wdu< Y auai) = au(4).
A Ay(z) 7 Ai(@) Ai(x)

para cualquier 7 > 1. Analogamente,
[van=3" [ wduz Y pulbie) = pu(s).
Bi By(z) V Bi(@) Bi(x)

Como A; D B; y estamos suponiendo que 1 > 0, se sigue que
ap(4;) > / bdp > / bdu > Bu(By),
Ai B;

para todo i > 1. Tomando el limite cuando i — oo, obtenemos que au(S) > Bu(S).
Esto implica que u(S) = 0y asi u(S) = 0, lo que prueba la afirmacién cuando
1 es no-negativa. En el caso general, escribiendo ¥ = ™ — ¢~ con ©* medibles,
no-negativas y acotadas, tenemos E, (¢ | Q,) = E,(¥" | Q,) — E,(¢¥~ | Q,) para
todo n > 1. O
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DEMOSTRACION DEL LEMA [3.14] Definiendo P, = \/ TP tenemos que Q,(z) =
i=0

T Y Pu-1(T(2))) y Pu(z) = P(x) N Q,(x). Por lo tanto

. (0 1
san=Y" [ o (T|P)
/Pn_l(T(x)) Z T(P)Pa_1(T(z)) I T

PecP

=Z/mn wdn—/ b dn

PecP

Como 7 es T-invariante, n(Q, (x ) 1(T(x))) v ast
W] Q)= Y /w Xo

Q€eQn
= —(/ ddn)xp o T = B,(} | Por) o T
PePp—1 (P) P
Como |J, P, genera A tenemos que lim E, (¢ | P,,) = ¥ 7-c.t.p. O
EJERcICIO 3.1. Sea T : X — X una transformacion localmente invertible y sea

7 una probabilidad boreliana en X no singular con respecto a T'. Muestre que para
toda funciéon medible acotada ¢ : X — R,

fon-| 5= smon

zeT~



Capitulo 4

Transformaciones expansoras

1. Transformaciones expansoras en variedades

Sea M una variedad compacta y sea f : M — M de clase C'. Decimos que f es
expansora si existe ¢ > 1 y una métrica Riemanniana en M tal que

IDf(z)v]| = ool Ve M,veTM

En particular, f es un difeomorfismo local. Llamaremos medida de Lebesgue en M
a la medida de volume m inducida por la métrica Riemanniana. La eleccion de la
métrica no es importante. Recordemos que si u es ergédica, entonces su cuenca B(u)
tiene p-medida total. El resultado principal de esta seccion es el siguiente

TEOREMA 4.1. Sean M una variedad compacta conexa y f : M — M trans-
formacion expansora con jacobiano det Df Holder. Entonces f admite una unica
probabilidad invariante p absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue
m. Ademds p es ergddica, su soporte es todo M y su cuenca tiene medida de Lebesgue
total.

En general decimos que una probabilidad g invariante por un difeomorfismo
local f es una medida fisica si su cuenca tiene medida de Lebesgue positiva. El
Teorema afirma que en el presente contexto existe una unica medida fisica,
que es absolutamente continua y cuya cuenca tiene medida de Lebesgue total. Este
ultimo hecho puede escribirse en la siguiente forma:

1 n—1
= li}zrng Z Opiqy m— ctp. x
j=0
Comenzamos la demostracion de Teorema [4.1] con el siguiente

LEMA 4.1. Sea f : M — M un difeomorfismo local de una variedad Riemanniana
compacta y supongamos que ||Df7|| < 1/o. Entonces existe p > 0 tal que, para
cualquier preimagen x de un punto y € M, existe una transformacion h : B,(y) —

M de clase C' tal que foh =1id, h(y) =z y
(4.1) d(h(y1), h(y2)) < o d(y1,42) Y,y € By(y).

Transformaciones h como en este enunciado se llaman ramas inversas de f y
(4.1) dice que estas ramas son contracciones con una taza uniforme de contraccion.
En particular, podemos definir ramas inversas h"™ de cualquier iterado f™, n > 1, de

79
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la siguiente forma. Dado y € M y z € f~"(y), sean hq, ..., h, ramas inversas de f

con

hy(f*7 (@) = [ (2)
para todo 1 < j < n. Como cada h; es una contracién, su imagen estd contenida
en una bola de radio menor que p alrededor de f"7(x). Entonces h" = h,0---0hy
estd bien definida en la bola de radio p alrededor de y. Es claro que f™ o h"™ =id y
h™(y) = x. Ademas,

d(h"(y1), h"(y2)) < o "d(y1,42) VY1, 92 € B,(y).

LEMA 4.2. Si f : M — M es una transformacién expansora C* en una variedad
compacta entonces f es expansiva.

DEMOSTRACION. Por la compacidad de M existe p > 0 tal que, para cualquier
preimagen z de un punto y € M, existe uma transformacién h : B,(y) — M de

classe C! tal que foh =idy h(y) = z. Adem4s
d(h(y1), h(y2)) < U_ld(yla?ﬁ) Y1,Y2 € Bp(y)'
Asi, st d(f"(z), f"(y)) < p™ para todo n > 0
d(z,y) < o "d(fu(2), fuly)) <07 "p,
lo que implica imediatamente que x = y. 0
Siendo f difeomorfismo local y M compacta, C~! < |det D f| < C'. La hip6tesis

de que det Df es Holder implica que también log|det D f| lo es: existen Cy,v > 0
tales que

|log | det D f(z)| — log|det Df(y)|| < Cod(x,y)”, Va,y e M
LEMA 4.3 (Lema de distorsion). Ezxiste C; > 0 tal que para todo n > 1, todo
y € M y toda rama inversa h" : B,(y) — M de " se tiene
| det Dh”(yl)]
| det Dh™(yo)| —

DEMOSTRACION. Escribimos k" como composicién de ramas inversas de f, h" =
h,o---0ohy. Sean h* = h;o---0ohy para 1l <i<n,y hy=id. Entonces

log < Cid(y1, y2)” < Ci(2p)" Vi, 2 € By(y).

|d€t Dh”(y1)| - i—1 i—1
—_— s = log | det Dh;(h' — log | det Dh;(h' :
8 [ det DA () Z og| det Dhi(h'~* (y1)| — log | det Dhy(h' ™ (y2)|
Note que log|det Dh;| = —log|det Df| o h; y que por el Lema cada h; es una
contracccién con taza o~ 1. Luego
| det DA™ ()]

L e | C d hz hz < C 7j1/ v
0g [ det DI ()] Z (Y1), W' (y2)) Z 00" d(y1, y2)

Tomando C; = Cy Y 0~ obtenemos el Lema. O
i=1
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COROLARIO 4.2. Ezxiste Cy > 0 tal que, para todo y € M y cualesquiera conjun-
tos medibles By, By C B,(y) tenemos

1B _ m((BY)) _ . m(B)
Com(B) = m(B)) = C2m(By)

DEMOSTRACION. Por el Lema de distorsién
m(h™(By)) = | det DR"|dm < exp(C4(2p)")| det DR"(y)|m(B1)

B1

m(h™(By)) = | det Dh™|dm > exp(—C1(2p)")| det DR" (y)|m(Bs)

B1
Tomando Cy = exp(2C(2p)r) y dividiendo las dos desigualdades
m(h"(B1)) m(B1)
m(h"((Bs)) m(By)

Invirtiendo los papeles de By y By obtenemos la otra desigualdad. [

< (Y

PROPOSICION 4.1. Eziste C3 > 0 tal que (f'm)(B) < Csm(B) para todo con-
Junto medible B C M y todo n > 1.

DEMOSTRACION. Sin perdida de generalidad suponemos que B estd contenido
em alguna bola By = B,(z). Usando el Corolario vemos que para toda ramas
inversa de f™ alrededor de z

m(h"(B))
m(h"((By))

Como (fI'm)(B) = m(f~"(B)) es la suma sobre todas las ramas inversas de m(h"™(B))
y lo mismo ocurre para By, tenemos

m(f2(B) _ , m(B)
m(f2((Bo)) m(Bo)
con fI'm(By) < fim(M) < 1. Ademds la medida de Lebesgue de las bolas con

radio fijo p esta separada de 0 por una constante a(p). Basta entonces tomar Cs =
exp(C1(2p)” /a(p) para concluir la demostracién. O

m(B)

< .

<

Dada uma funcién ¢ y una medida v, representamos por ¢v a la medida definida
por (¢v)(B) = [ dv.
B
LEMA 4.4. Sea v una probabilidad en el espacio métrico compacto X, y sea
¢ € LY (v). Supongamos que p, — p en Mp(X) y u, < v para todo n > 1.
Entonces 1 < pv.
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DEMOSTRACION. Por la Proposicién m, para cualquier abierto U tenemos que
w(U) < liminf p,,(U) < ov(U). Luego, para cualquier cerrado F'

p(F) = mf{u(U) : U abierto D F'} < inf{epv(U) : U abierto D F'} = pv(F)
y finalmente, para cualquier boreliano B

p(B) = sup{u(F) : F cerrado C B} < sup{ov(F): F cerrado C B} = ¢pv(B)

OJ
1 n=1
COROLARIO 4.3. Todo punto de acumulacion p de la sucesion — > fim es
n 4=0

una probabilidad invariante para f, absolutamente continua respecto a la medida de
Lebesgue.

DEMOSTRACION. Tomemos ¢ constante igual a C5 y v = m. Tomemos también

1 n;—1 )
i = — Y. fIm, para cualquier subsucesién (n;); tal que (u;); converge a una
i j=0
medida p. La Proposiciéon 4.1 garantiza que p; < ¢v. Entonces p < v = Csm, por
el Lema [4.4. Esto implica que u << m, con densidad acotada por Cj . [

Ahora demostraremos que la medida p que acabamos de construir es la tUnica
probabilidad invariante absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue
y que ademas es f-ergddica.

Comezamos por fijar una particiéon Py = {Uy,...,Us} de M en regiones con
interior no vacio y didmetro menor que p. Entonces, definimos a P,, como la particién
de M que consiste de las imagenes de cada uno de los U;;1 < i < s, por las
respectivas ramas inversas de f". El didmetro de la particién P,, es menor que po~".

LEMA 4.5. Sea P,,n > 1, una sucesion de particiones de un espacio métrico
compacto X, con didmetros convergiendo a cero cuando n — co. Sea v € M(X) y
sea B boreliano con v(B) > 0. Entonces ezisten V,, € P, para n > 1, tales que

B
(V) >0, lim B0V

=1
n—00 y(Vn)

DEMOSTRACION. Dado 0 < ¢ < v(B), sea K. un subconjunto compacto de
B con v(B\ K.) < e. Como el didmetro de las particiones converge a cero, para
n suficientemente la unién K., de todos los elementos de P, que intersectan K.
satisface v(K., \ K.) < €. Suponga que

v(K.NV,) <
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para todo V,, € P,, que intersecta K.. Se tendria que
v(B) —¢ v(B) —¢
KE < Kg n) < N n) = T\ _ Ksn
v( )_;V( NVa) ;V<B)+€V(V) 7 o Ken)

v(B)—¢
“v(B)+e¢
Esta contradicién muestra que debe existir algun V,, € P, tal que
v(B)—¢
=~ Ty,
TOETG

lo que implica que v(V},) > 0. Haciendo tender € a cero obtenemos el Lema. O

(v(K.)+¢) <v(B)—e<v(K.).

v(Vpy) >v(BNV,) >v(K.NV,) >

En lo que sigue, la igualdad mdéd 0 entre conjuntos se refiere a la medida de
Lebesgue. Usaremos el hecho de que para un difeomorfismo local de una variedad
f: M — M se tiene que si f7}(A) = A méd 0 entonces f(A) = A méd 0.

LEMA 4.6. Supongamos que f~'(A) = A méd 0 y m(A) > 0, entonces existe
1 <1 <s tal que m(U; \ A) = 0.

DEMOSTRACION. Por el Lema , podemos escoger V,, € P, de tal forma que
m(V, \ A)/m(V,,) converge a cero. Sea U,y = f™(V,) . Por el Corolario 4.2) aplicado
a la rama inversa de f" que manda Uj(,) a V,, tenemos que

m(Uiny \A) _ m(f"(V,\ A ~m(V, | A

(Ui \ 4) _ m(f (n V) < xp(cy 2oy VeV A)
también converge a cero. Como Py es finita, debe existir 1 < i < s tal que i(n) =i
para una infinidad de valores de n. Entonces, m(U; \ A) = 0. O

COROLARIO 4.4. La transformacion f : M — M admite alguna probabilidad
mvariante ergodica absolutamente continua respecto a la medida de Lebesque.

DEMOSTRACION. Se sigue del Lema anterior que existen a lo més s = #Py con-
juntos invariantes con medida de Lebesgue positiva disjuntos por parejas. Por lo tan-
to, se puede partir M en un ntimero finito de conjuntos invariantes A;, ..., Ar,r <s
con medida de Lebesgue positiva y que son minimales, en el sentido de que no existe
subconjunto invariante B; C A; con 0 < m(B;) < m(A4;). Dada cualquier medida
invariante absolutamente continua pu, existe algun i tal que u(A;) > 0. Entonces la
restricion normalizada

n(B N A;)
pi(B) = —— <~
1(Ai)
de es invariante y absolutamente continua. Ademads, como A; es minimal, u; es
ergbdica. O

OBSERVACION 4.1. El argumento anterior muestra que existe a lo mds un nimero
finito de probabilidades ergddicas y absolutamente continuas.
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Para concluir la demostracion del Teorema resta probar que tal probabilidad
es unica. Para eso usamos el hecho de que f es topoldgicamente exacta:

LEMA 4.7. Dado cualquier abierto no vacio U , existe N > 1 tal que fN(U) = M

DEMOSTRACION. Sean z € U y r > 0 tales que B,.(z) C U. Dadon > 1, suponga
que f"(U) no cubre toda la variedad. Entonces existe alguna curva - uniendo f"(z)
aun puntoy € M\ f"(U), la cual puede tomarse de longitud menor que diam M +1.
Levantando ~ por el difeomorfismo local f", obtenemos una curva -, uniendo x a
un punto y, € M \ U. Entonce r < long v, < o "(diam M + 1). Esto da una
cota superior para el valor posible de n. Luego, f"(U) = M para n suficientemente
grande. U

COROLARIO 4.5. Si f71(A) = A méd 0 ym(A) >0, entonces m(A) = m(M).

DEMOSTRACION. Sea U el interior de um conjunto U; como en el Lema 4.6, v
sea N > 1 tal que f¥(U) = M. Entonces m(U \ A) = 0, y por lo tanto

M\ A= YU\ fY(A) C fYUN\A) méd 0
también tiene medida de Lebesgue cero, pues f es difeomorfismo local. O

COROLARIO 4.6. Sea p probabilidad invariante absolutamente continua. Enton-
ces o es ergodica y su cuenca B(u) tiene medida de Lebesgue total en M. Conse-
cuentemente [ es unica y ademds su soporte es toda la variedad M .

DEMOSTRACION. Si A es un subconjunto invariante cualquiera entonces, por el
Corolario[4.5], A tiene medida de Lebesgue cero o A€ tiene medida de Lebesgue cero.
Como p es absolutamente continua, se sigue que p(A) =0 o u(A°) = 0. Esto prueba
que pu es ergédica, luego u(B(p)) = 1. Entonces B(u) es un conjunto invariante com
medida de Lebesgue positiva y, consecuentemente, debe tener medida de Lebesgue
total. Analogamente, como el soporte de p es un conjunto compacto invariante,
tien que coincidir com M. Finalmente, sean p y v dos probabilidades invariantes
absolutamente continuas. Se sigue que ellas son ergddicas y que sus cuencas se
intersectan. Para cualquier punto = € B(u) N B(v),

n—1
, 1
n= llrILnﬁZ&fg(m) =V
7=0
Por unicidad del limite, se sigue que p = v. U

En la siguiente secciéon reobtendremos esta probabilidad invariante absolutamen-
te continua p en una forma que demuestra que la densidad h = du/dm es Holder y
esta separada de cero. En particular, p es equivalente a la medida de Lebesgue m,
no solamente absolutamente continua.
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Ademas, su jacobiano estd dado por J,f = |det Df|(h o f)/h. Entonces, el
Teorema [3.15] da que

h#(f):/logJMfd,u:/log|deth|d,u+/loghofd,u—/logh

y como g es f-invariante, h,(f) = [log|det D f|du

2. El formalismo termodinamico

Decimos que una transformaciéon continua 7' : X — X del espacio métrico
compacto X es expansora si existen o > 1, p > 0 tales que para todo p € X,
T(B,(p)) contiene una vecindad de B,(T'(p)) v

(4.2) d(T(x), T(y)) = od(z,y) Va,y € By(p).

Asi toda transformacién expansora 7' es inyectiva en cada bola B,(p). Luego,
la restricién de T' a cualquer compacto K C B,(p) es un homeomorfismo sobre su
imagen. Tome como K = T Y(B,(T(p))) N B,(p). Llamamos rama inversa de T

en p a la inversa h, : B,(T(p)) — B,(p) de la restriciéon de 7" a K. Es claro que
h,(T'(p)) =py que T o h, = id. La condicién (4.2)) implica que

(4.3) d(hy(2), hy(w)) < o7 d(z,w) Vz,w € B,(T(p)).

LEMA 4.8. 51T : X — X es expansora entonces, para todo y € X,

T B,w) = |J h(Buv)).

z€T~1(y)

DEMOSTRACION. La relacién T o h, = id implica que h,(B,(y)) estd contenido
en la preimagen de B,(y) para todo x € T~!(y). Para probar la otra contencidn, sea
z un punto tal que T(z) € B,(y). Por la definicién de transformacién expansora,
T(B,(z)) contiene B,(T(z)) y por lo tanto, contiene a y. Sea h, : B,(T(z)) — X
la rama inversa de T' que envia T'(z) en z y sea x = h,(y). Tanto z como h,(T(z))
estan en B,(x) NT!(z). Como T es inyectiva en cada bola de radio p, se sigue que
z = h,(T(z) lo que completa la demonstracién. O

DEFINICION 4.1 (Operador de transferencia o de Perron-Frobenius-Ruelle).
Sea T : X — X transformacién expansora. Para ¢ : X — R continua definimos

L=L,:C(X)— C(X) mediante
Logly)= D e?Wg(x).
zeT 1y

Veamos que efectivamente L,g € C(X) siempre que g € C(X). Por el Lema , para
cada y € X existen ramas inversas h; : B,(y) = X,i=1,..., k de la transformacién
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k
T tales que |J h;i(B,(y)) coincide con la preimagen de la bola B,(y). Entonces
i=1

k

(4.4) Log|By(y) = Z(e‘pg) o h;

i=1
que claramente define una funcién continua. £, es un operador lineal acotado. Cuan-
do p esreal y L,1 =1 decimos que L, estd normalizado.

El espacio dual de C(X) se identica de manera natural con el espacio de medidas
complejas M¢(X). La transformacién dual £* esta definida por

/gd(ﬁ*y) _ /Egdy Ve Me(X),g € C(X)

TEOREMA 4.7 (Ruelle). Sean T : X — X transformacion expansora topologica-
mente exacta y ¢ : X — R Holder. Entonces

1. AN\ eigenvalor mazimal positivo simple de L, : Mc(X) — Mc(X) con ei-
genvector v € M(X).

2. X es eigenvalor de L, con eigenfuncion estrictamente positiva Holder h.
3. Si h es como en (2) y tal que [ hdv =1 entonces

lim A\™" L7 (g) = h/gdu Vg € C(X).

n—o0

4. Sih es como en (3), p = hv es T-invariante y ademds

hu(T) + /sodu = Pr(p)

Para comenzar la demostracién, utilizaremos un resultado del Analisis Funcional.

DEFINICIONES 4.2. Sea E un espacio de Banach.

1. Un subconjunto cerrado y convexo C' se llama cono de E si
VA>0XC C C, Cn(=C)={0}
2. Decimos que el cono C' es normal cuando
nf{le + yll : 2, € C,al] = Iyl = 1} > 0.

Fijemos un cono C' de FE.

3. Dado un operador linear continuo L : £ — FE, diremos que L es un operador
positivo sobre C' si L(C) C C.

4. Dado un funcional lineal continuo ¢ : £ — R, diremos que ¢ es un funcional
positivo sobre C' si ¢(v) > 0 paratodo v € C.

5. El cono dual C* es el cono en E* formado por todos los funcionales positivos
sobre C'.



2. EL. FORMALISMO TERMODINAMICO 87

EjempLO 4.1. C(X) = {p € C(X) : ¢ > 0} es un cono normal de C'(X). Por
el teorema de representacién de Riesz, el cono dual se identifica naturalmente con
el espacio de medidas (positivas) finitas en X.

TEOREMA 4.8. Sea C' un cono normal en un espacio de Banach E vy sea L :
E — E un operador linear positivo sobre C. Entonces el radio espectral r(T*) es
eigenvalor del operador dual L* : E* — E* con algun eigenvector v* € C*.

LEMA 4.9. Considere el radio espectral A = r(L*) = r(L). Entonces existe una
probabilidad v en X tal que L*v = Av.

DEMOSTRACION. Aplicando el Teorema tenemos que L* posee algun eigen-
vector v € C(X)* correspondiente al eigenvalor A\. Como acabamos de decir, v se
identifica com una medida positiva finita. Podemos normalizar v, para que sea una

probabilidad. 0

EJEMPLO 4.2. Sea f : M — M un difeomorfismo local en la variedad Rieman-
niana compacta M. Considere el operador de transferencia £ asociado al potencial
¢ = —log|det Df|. La medida de Lebesgue m en M es una eigenmedida del ope-
rador dual, correspondente al eigenvalor A = 1: L*m = m. Para verificar ese hecho,
basta mostrar que L*m(FE) = m(F) para todo boreliano E contenido en la imagen
de una bola B,(y) por alguna rama inversa h; : B,(y) — M (pues, por la compa-

cidade de M, todo boreliano es la union finita disjunta de subconjuntos E de este
tipo). De la definicién de £ = L,

k
L'm(E) :/XEd(ﬁ*m) = /EXE dm:/Zﬁohidm.
i=1

Entonces, por la eleccion de E y la férnula de cambio de variables,

XE
L'm(E) /|deth|ojm /XEm m(E)
Esto prueba que m es un punto fijo de L£*.

Una conclusiéon andloga vale para las medidas de Markov.

A partir de ahora supondremos que v es una medida de referencia, o sea, una
probabilidad satisfaciendo £*v = Av para algin A > 0. Una de las conclusiones
al final de la demostracion del teorema de Ruelle serd que A estd univocamente
determinado (en vista del Lema , eso quiere decir que \ es necesariamente igual
al radio espectral de £y £*) y que la propia medida v también es tnica.

LEMA 4.10. La transformacion T : X — X admite jacobiano relativo a v, dado
por J, T = \e™%.

DEMOSTRACION. Sea A cualquier dominio de inyectividad de T'. Sea (g, ), una
sucesion de funcionoes continuas que converge en v-casi todo punto a la y4 y tal
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que sup |g,| < 1 para todo n. Observe que

Le“g)y)= Y gnlx).

z€T~1(y)

La expresion del lado derecho esta acotada por el grado(7") y converge a xr(4)(y) en
v-casi todo punto. Por el teorema de la convergencia dominada, el lado derecho de

/)\e_@gn dv = /e_“ogn d(L*v) = /ﬁ(e_“”gn) dv

converge a v(T(A)), pero el lado izquierdo converge a [ Ae”?dv. Concluimos que
A

V(T(A)) = / A% dv

A
U

LEMA 4.11. Sea T : X — X transformacion expansora topologicamente exacta y
sea 1 cualquier probabilidad en los borelianos tal que existe jacobiano de T relativo
a 1. Entonces el soporte de n es todo X.

DEMOSTRACION. Suponga que por el contrario existe algun abierto U C X tal
que n(U) = 0. Ya que T es un homeomorfismo local, es una aplicacién abierta y
entonces T'(U) es abierto. Podemos cubrir U con una unién finita de dominios de
inyectividad A. Para cada uno de ellos,

WT(A) = [ Jyrd =0,

Por lo tanto, n(T(U)) = 0. Por inducion, se sgue que n(7™(U)) = 0 para todo
n > 0. Como T es topologicamente exacta, existe k > 1 tal que T*(U) = X. Como
n(X) = 1, esto genera uma contradicin. O

Fijemos constantes Ky > 0, a > 0 tales que |¢(z) — ¢(w)| < Kod(z,w)* para
cuaquier z,w € X

LEMA 4.12. Existe Ky > 0 tal que para todo n > 1, todo x € X y todo y €
Bn+1(x7 Ps T),

[Snip(x) = Sup(y)| < K1d(T" (), T (y))"

DEMOSTRACION. Por hipétesis, d(T"(z), T"(y)) < p para todo 0 < i < n. En-
tonces, para cada j = 1,...,n, la rama contractiva h; : B,(T"(z)) — X de T que
envia T"(z) en T (x) también envia T"(y) en T" 7 (y). Por el Lema }.8| tenemos
que d(T" 7 (x), T"(y)) < o9d(T™(x),T"(y)) para todo j = 1,...,n.

[Snp(x) = Snep(y)] < Z (T (2)) = (T ()| < KoY o 7*d(T"(x), T"(y))""

j=1
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Por lo tanto, basta tomar K; > Ky > oI, I
j=0
COROLARIO 4.9. Eziste Ky > 0 tal que para todo n > 1, todo v € X vy todo
Yy e Dn+1(x7 P T)7
J, T”( )
< K,.
DEMOSTRACION. Del Lema se sigue que
JVT"(Z) = /\”e_S”“"(z) Vze X,n>1.
Entonces el Lema [4.12] da que

Ky' <

J T mn n (e (e
| log -~ Ty I— |Snp(x) = Snp(y)| < Kad(T" (), T™(y))* < K1p™.
Asi, basta escoger K2 = exp(Kp%). O

Ahora probaremos que v es un estado de Gibbs:

LEMA 4.13. Escribamos P = logA. Para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno
existe K3 = K3(e) > 0 tal que

4 v(By(x,e,T))
K= exp(Spp(z) — nP)

DEMOSTRACION. Considere ¢ < p. Entonces T|B.(y) es inyectiva para todo
y € X yasi, T"|B,(x,e,T) es inyectiva para todo x € X y todo n. Entonces,

V(T (Bu(z,2,T))) = /B ATy

Por el Corolario , el valor de J,T" en un punto cualquiera y € B,(z,,T) difiere
de J,T"(x) por un factor acotado por la constante Ks. Se sigue que

(4.5)  Ky'w(T"(Bu(z,e,T))) < J,T"(2)v(Bu(z,6,T)) < Kov(T"(Bp(z,¢,T))).

Como vimos en J,T(x) = A"e~5%®) = exp(nP — S,p(r)). También tenemos
que T"(Byn(z,e,T)) = T(B.(T"'(z))) y por lo tanto,

SKg V.TEX,TZZ]_

(4.6) v(T"(Bp(x,e,T))) = / J,Tdv VreX,n.
Be(T=1(=))

El lado izquierdo de (4.6]) estd mayorado por 1. Ademas, J,T = Ae” ¥ esta separado
de cero, lo mismo que {v(B:(y)) : y € X}. Por lo tanto el lado derecho de (4.6)) esta
minorado por algun nimero a > 0. Usando estas observaciones en (4.5)), obtenemos

K;'a < v(By(z,6,T)) < K.
Basta tomar K3 = Ko méx(1,a71). d
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En seguida vamos a demostrar que A es eigenvalor de £ con eigenfuncién es-
trictamente positiva Holder, la cual sera construida como punto de acumulacién de
Cesaro de la sucesién de funciones A\™"L"1.

LEMA 4.14. Sea K; > 0 como en el Lema (4.12)), entonces para todo n > 1,
y1,y2 € X con d(yi,y2) < p

L"1(y1)
L1 (y2)

DEMOSTRACION. Se sigue de (4.4) que

L"g|B,(y) = > (e5¥g) o b}

i

—Kyd(y1,y2)* < log < Kid(y1,92)”

donde la suma es sobre las ramas inversas h : B,(y) — X del iterado 7". En
particular,

E”l(yl) Zz eSne(hi(y1))
Lol(yy) S, ednelhium)

Por el Lema (4.12)), para cada una de esas ramas inversas
|Sno(hif (41)) = Sn(hif (y2))| < Kaid(y192)”

y asi

e Kd(y1,y2)” Z eone(hi (y2)) < Z en#(hi (y1)) < H1d(y1,y2)* Z eon#(hi (y2))

i

COROLARIO 4.10. Eziste K5 > 0 tal que K;' < A™L"1(z) < K5 para todo
n>lyrelX.

DEMOSTRACION. Comecemos observando que, para todo n > 1,

/5”1 dv :/1d(£*”u) = /)\”dy = A"

En particular, para todo n > 1,

. e —n rn < < 4 —n rn .
(4.7) gél}f(l)\ L 1(y)_1_r;1€8§<)\ L"1(y)

Como T es topologicamente exacta, existe N > 1 tal que TV B,(z) = X para todo
z € X. Dados z,y € X, podemos encontrar 2’ € B,(z) tal que TV (z') = y. Tomando
¢ = sup |g|, por un lado tenemos

LN (y) = Z eSNPE LM (2) > NP £ry (1) > eV L1 (2).

2€T~N(y)
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Por otro lado, el Lema da que £"1(z") > L"1(z) exp(—Kipa). Tome K4 >
exp(Kipa + ¢cN)AY, combinando las desigualdades anteriores vemos que

L NV1(y) > exp(—Kipa — eN)L"1(z) > KAV L1 (x)
para todo x,y € X. Por lo tanto, para todon > 1,
(4.8) min A\~FM LN > Kot max AL
Combinando y obtenemos

max A\"L"1 < Kymin A" LV < )G i >

min A"L" > K max AV LN > KU ovn > N

Falta extender la ultima estimaciéon para 1 < n < N. Para eso, observe que cada £"1
es una funcién continua y positiva. Luego, por la compacidad de X, el minimo de £"1
es positivo para todo n. Entonces, podemos tomar K5 > K, tal que min \™"£L"1 >
Kglparatodonzl,...,]\f. O

Se sigue del Corolario que el eigenvalor A esta unicamente determinado.
LEMA 4.15. Emiste Kg > 0 tal que para todo n > 1 y cualesquiera x,y € X
(AL () = AL (y)| < Ked(x, y)”
En particular, la sucesion A™"L"1 es equicontinua.
DEMOSTRACION. Primero supongamos que d(z,y) < p. Por el Lema [4.14]
AL (x) < AL (y) exp(Kqd(x,y)®)
y por lo tanto
AL () — AL (y) < (exp(Kad(w,y))Y — DAL L(y).
Tome K > 0 tal que |exp(K;t) — 1| < K|t| siempre que [t| < p®. Entonces, usando
el Corolario
AL () = AL (y) < K Ksd(x,y).
Invirtiendo los papeles de x e y concluimos que si d(z,y) < p entonces
AT LM (z) — AL (y)| < KKbd(z,y)”.
Cuando d(z,y) > p el Corolario da que
IATTL ML (x) — AL (y)| < 2K5 < 2K5p Yd(x,y).
Luego, basta tomar K¢ > max(K K5, 2K5p™%). O
El Corolario y el Lema implican que la sucesién

1n—l o
h, = E;/\ ‘i



92 4. TRANSFORMACIONES EXPANSORAS

es acotada y equicontinua y asi por el Teorema de Arzela-Ascoli tiene una subsuce-
sién (hy,) que converge uniformemente a una funcién continua h.

LEMA 4.16. La funcidn h satisface Lh = Ah, [ hdv =1 y ademds
K3 < h(z) < Ks, |h(z) = h(y)| < Ked(z,y)* Va,y € X.

DEMOSTRACION. Como £ es continuo

n;—1 n;

1 )\ —
h = lim Lh, = lim — AECH = 1im = ) ARk
L 1Zm£ n; = 1im ; L 1mni; L

1 ’]’LZ — 1 —
p i A
= lim = AFLFT+ (L™ — 1) = Mk
fm " g L1+ m( L )

Por la definicién de v, tenemos [ A"L"ldv = [ A™"d(L*"v) = [v = 1 para todo
n € N, de donde [ h,dv =1y por el teorema de la convergencia dominada [ hdv =
1. Las otras afirmaciones se siguen del Corolario y el Lema [£.15] O

LEMA 4.17. La probabilidad pn = hv es T-invariante y T admite jacobiano res-
pecto a p, dado por J,T = e ¥?(hoT)/h.

DEMOSTRACION. Notemos que L£(g; o T)g2) = g1Lgs, cualquiera que sean las
funciones continuas g1, g> : X — R ya que para todo y € X,

L{goTg)y) = Y. D (T(x))g(x)

z€T~1(y)
=giy) Y. Pga(a) = g1(y)Lga(y).
€T~ 1(y)

Entonces, para toda funcién continua g : X — R,

/(g o Ty = /(g o T)hdy = A~ /(g o TYhd(L*v) = A" /c<<g o T)h)dv

:A_l/gﬁhduz/ghdyz /gdu,

lo que prueba que la probabilidad p es T-invariante. Para probar la segunda afirma-
cién, considere cualquier dominio de inyectividad A de T

M(T(A)):/ hdz/:/JyT(hoT)du:/JVThOTd,u,
T(A) A A h

lo que significa que

hOT:)\eﬂohOT_

T=J,T
e h

COROLARIO 4.11. La probabilidad ju = hv satisface h,(T) + [ odp = P.
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DEMOSTRACION. Por el Teorema y el Lema [4.17]

h,(T) :/logJquu:log)\—/(pdu—i—/(loghoT—logh)du:P—/gpdu

0
Sea n € Mrp(X) satisfaciendo
(4.9) hy(T') + /godn > P
Sean g, =1/J,T vy g =1/J,T. Observe que para toda y € X.
1 Lh(y)
4.10 g(r) = —— e?(x)h(r) = —== =1
(410 Z =) Ah(?J)Z (@)h(z) Ah(y)
€T~ 1(y) zeT~1(y)
Como 7 es T-invariante, para n-casi todo y € X.
(4.11) > gyle)=1.
€T~ (y)
Usando (4.9) y el Teorema [3.15] la definicién de g y la invariancia de 7
(4.12) 0 <h,(T) + /gpdn —P= /(log J,T 4+ ¢ —log N)dn
(4.13) = /(— log g, +log g+ logh o T —log h)dn = /log idn.
9n
Por la definicién de g, y el ejercio tenemos
g g
(414) JrogLan= [( 3 ay@)tog @) dnty
9 reT () 9
De la concavidad estricta del logaritmo se sigue:
k
LEMA 4.18. Sean p;,b;,i = 1,...,k nmeros reales positivos tales que . p; = 1.

=1

k k
Entonces > p;logb; < log(z pin) y la igualdad se da si y sélo si los nimeros b;
=1 i=1

(2

k
son todos iguales a ) p;b;.
i=1

Paray € X, sean z; las pre-imagenes de y. Tome p; = g, (x;) y b; = log(g(x;)/g,(x:)).
La igualdad (4.11)) significa que ) . p, = 1 para n-casi todo y. Aplicando el Lema
418
g 9
(4.15) > gy(x) logg—(x) <log Y  gylx)>=(x)=log Y  glx)=0

z€T-1(y) 1 z€T~1(y) Yn €T~ 1y)
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Combinando las relaciones (4.12))-(4.15)) obtenemos
(4.16) hy(T') + /gadn —P= /log idn = 0.

9n
COROLARIO 4.12. Pr(yp) = P =logr(L)

COROLARIO 4.13. Sin es un estado de equilibrio para ¢ entonces el soporte de
nesX, J,T =X ¥hoT)/hyLn/h)=An/h).

DEMOSTRACION. La primera afirmacién del enunciado es consecuencia de la
segunda y el Lema La igualdad también implica que vale la igualdade
en para casi todo y € X. De acuerdo al Lema , eso ocurre si y solo si,
los nimeros b; = log(g(x;)/g,(z;)) son todos iguales. En otras palabras, para n-casi
todo y € X existe un nimero c¢(y) tal que

glx) _ c(y) para todo z € T~ (y).

gn() a
Ademés por las igualdades (4.10]) y (4.11)),

)= Y cWglx)= > gx)=1

z€T~1(y) z€T~1(y)

para n-casi todo y. Se sigue que g, = g en 7 casi todo punto, o sea, la funcién
1/g = Ae ?(hoT)/h es un jacobiano para 7' relativo a 7. Esto prueba la segunda
afirmacién. Para probar la tercera afirmacion, sea £ : X — R una funcién continua
cualquiera. Por un lado, usando a definicién del operador de transferencia

(4.17) / §d£*<%) - / %Lgdn_ / @(IE;@) e*o("*“)ﬁ(x))dn(y).

Por la definicién de la funcién g, para z € T~ (y)
e?(@) B Ag(z)
hly) — h(z)’
Substituyendo esta 1gualdad en - y usando el eJer01c1o 3 1}, obtenemos

(4.18) / gac (1) = / (IEZ Agé / 9,

T-1(y)
O

2.1. Medidas absolutamente continuas. Discutiremos el caso particular
en que f : M — M es un difeomorfismo local de una variedade compacta y
¢ = —log|det Df|. Supondremos que el potencial ¢ es Hélder. Primero vamos
a comparar las conclusiones del teorema de Ruelle com los resultados de la Seccion

[
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PROPOSICION 4.2. La probabilidad absolutamente continua invariante bajo f
coincide con el estado de equilibrio p del potencial ¢ = —log|det D f|. Consecuen-
temente, es equivalente a la medida de Lebesgue m, con densidad du/dm Hélder y
alejada de cero e infinito.

DEMOSTRACION. Vimos en el Ejemplo que la medida de Lebesgue m es
eigenvector para el eigenvalor 1 del dual £* del operador de transferencia corres-
pondiente al potencial ¢ = —log|det Df|. Aplicando la teoria del Lema en
adelante com A = 1 y v = m, encontramos una funciéon Holder h : M — R, alejada
de cero e infinito, tal que Lh = h y la medida p = hm es el estado de equilibrio
del potencial ¢. Del Corolario [4.6] se sigue que u es también la tinica probabilidad
f-invariante absolutamente continua respecto a m. Ya que h es positiva tenemos que
[y m son equivalentes. ]

También se tiene que

(4.19) hu(f) — /log |det Df|dp = P(f,¢) =logl =0.

Sea ¢ la media temporal de la funcién ¢, dada por el teorema ergédico de Birkhoff.

(4.20) /log\deth]d,u: —/gpdu: —/@du.

Ademas
(4.21) _ ~(x)—1fm1§10 | det DF(f(x))] = lim ~ log | det D f(z)|
- Plo) =tim 3 log = lim —log

en p-casi todo punto.
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