EJeERcICcIO 1. Envuentre las lineas tangentes a las ramas del nivel
critico correspondiente a un maximo de la energia potencial £ = U (§).

SOLUCION: Las ramas y = y(x) del nivel critico satisfacen

%y(m)Q +U(x)=E.

Derivando implicitamente, tenemos para = # &

oy Ul

Por la regla de L’Hopital

o Ue)  UT(E)
/

y' (&) = lim — =—

N O T
o sea que las lineas tangentes en (£,0) tienen pendientes ++/—U"(§).

LY () ==U"()

EJERCICIO 2. Sea S(FE) el area encerrada por la curva fase cerra-
da correspondiente al nivel de energia E. Muestre que el periodo de
moviemeineto a lo largo de esta curva es

ds

T="2
dE

SOLUCION: Sean (z;(E),0),i = 1,2, las intersecciones de la curva fase
con el eje z. Entonces U(z;(F)) = FE

z2(E) z2(E)
S(E) = 2/ ye(z)dr =2 V2(E —U(z))dz,
z1(E) z1(E)
i=2 x2(E) g
2 —\/2(E —
41—1- /m 7V ( U(x))dx

1(E)

as /
= = 2V2(E - U(E))zi(E)

@2(E) dx
/m(m 2(E—U(z)) )

EJERCICIO 3. Sea FEj el valor de la funcién potencial en un pun-
to de minimo £. Encuentre el periodo Ty = Ehr% T(E) de pequenas
— Lo

oscilaciones alrededor de .

SOLUCION: Por el lema de Morse hay un cambio de coordenadas
z = ¢(y) tal que ¢(0) =&y

U(y) =UE) +y> U'(o)d'(y)* + U (d(y)d" (y) =2

2

YO8 = g




rmax dx
T(E) = 2/xmin TEIE) —f/ __y
= V2 " ¢ (asinu)du

—7/2

donde a®> = E —U(§) = E — Ey. Asi

lim T(E) = 7v24'(0) = Q—W
£y U'e)

EJERcICIO 4. Un campo vectorial en el plano se llama central con
centro en O si es invariante bajo el grupo de movimientos del palno que
fijan O.

Muestre que un campo central es radial respecto al centro y que su
magnitud solo depende de la distancia al centro.

SOLUCION: La accién de un difeomorfismo g sobre un campo F
esta dada por

9F(x) = Dg(g~"(2)) - Fg~" (2)),
que cuando g es lineal se reduce a g, F(z) =¢g- F(g7' - x).
Identificamos el plano con el plano complejo. Si F': C — C es un
campo central con centro en el origen, entonces

F(2) = F(z), F(e"%2) = ¥ F(2).
Por lo tanto, si r € R entonces F'(r) € Ry
F(e™r) = e F(r).

EJERCICIO 5. Para que valores de « es el movimiento a lo largo de
una Orbita circular en el campo con energia potencial U = r®, a > —2,
estable en el sentido de Liapunov.

SOLUCION: El potencial efectivo y su derivada estan dados por

M? 4 M 2

V(r)=r*+ 52 V'(r) = ar® gy

Para que haya érbitas circulares se requiere que existan puntos criticos
de V' y entonces a > 0. En tal caso la circunferencia de radio R es una
érbita periédica con momento angular dado por M? = a R y asi la

velocidad angular al recorrer esa orbita esta dada por
¢ = M?R™* = aR*2.
Para que una 6rbita circular sea (Liapunov) estable se requiere que las

orbitas circulares cercanas se recorran con la misma velocidad angular
y por lo tanto « debe ser 2.



3

EJERCICIO 6. Muestre que el angulo entre el pericentro y el apoc-
entro es igual al semiperiodo de una oscilacion en el sistema unidimen-
sional con energia potencial W(x) = U(M/x) + (2%/2).

SOLUCION: Haciendo el cambio de variable r = M/x tenemos
o / 'max - Mr=2dr rmax dx
o VRE-V() e AB - V(D)

Pero V(M/x) = U(M/x) + (22/2).

EJERCICIO 7. Encuentre el angulo ¢ para una orbita cercana a la
circunferencia de radio r.

SOLUCION: Por el Ejercicio 6, @, = Elu% ®(FE) donde ®(F) es el
— L0
semiperiodo de una oscilacion en el sistema 1-dimensional con energia

W(x)=V(M/x), V(r)=EFEy,, V'(r)=0.

Por el Ejercicio 3, ®.;,. = ;. Pero
W (M/r)
M M? M
0=V'(r)= —W'(M/r)—z, V"(r) = W”(M/r)—4 + W/<M/T)—3
r r r
. - Mm
cir TZ\/V”—(T)
M? 3M?

0=V'(r)=U'(r) — 3 V'(ry=U"(r)+ i rV"(r) =rU"(r) 4+ 3U'(r)

B U'(r)
Peir = 7T\/TU”(T‘) +3U'(r)

EJERCICIO 8. Para que valores de U la magnitud ®.;,. es indepen-
diente de r

SOLUCION: For k > 0
T
Gy = —, — 11U =(k-3)U
7 ( )

U=t"? —= U:{(MJHJFC k2

blogr+c¢ k=2

EJERCICIO 9. Supongamos que U(r) — oo cuando r — oo.
Encuentre Elim O(E).
—00



SOLUCION:
2
mmin+U< M )_x%rlax+U< M )zE
2 .Yimin 2 Imax
2
Y 1 M
wi(y) =%+ —0( )
) 2 x%nax YTmax
* * E
we1)=Ww (ymin) -T2
Tmax

Suponemos que lir%r2U(7’) = 0. Para y > 0, blim W*(y) = y*/2.

. M M
W/(y):y_U/< ) 2.3
YTmax’/ Y " Tmax
M
W @) =0 < 7= , U (ro) = M2,
ToTmax
1 M?
W*(7) = (— U )
(y) $%nax 27‘3 + (TO)
/
\
\\,/

Para yip < ¥ < ¥ tenemos
w= (ymjn) - W (y) > w= (ymin) - W (y)

Y~ Ymin Y~ Ymin
] dy ) 1 dy
i, VIOV i) = @) Vom o Vi~ i
v dy _ 20— ymin) V20T~ yin)
Ymin V2W*(Ymin) — W (y)) m VW (Ymin) — W*(@)

cuando ¥ — oo y

lim

/1 dy :/1 dy T
E=co Ju 200 (ypmin) — W*(y))  Jo /1—92 2
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EJERCICIO 10. Sea U(r) = —kr=?,0 < 3 < 2. Encuentre hmOQD(E)

SOLUCION:

M? 9
V(To):—k”l“ —|—?—0:>7“0 M =2k
0

Como en el Ejercicio 9

* o y? 1 M - y2 kyﬁxfn}ix
Wiy) =5+ 5—U =5 " " s
Cuando F — —0,
g2 M°
rmax — 09, Tyin — 0, Tmin — 7o, Tmax — ok Ymin — 0,

1

Yrnin \/QE W* / \/yﬁ—

Utilizando la sustitucién y = (sin 6’)2/ (2=6) obtenemos que el valor de

esta integral es ﬁ

EJERCICIO 11. Muestre que si un campo es axialmente simétrico y
conservativo, entonces su energfa potencial tiene la forma U = U(r, 2)
donde r, , z son coordenadas cilindricas. En paticular los vectores del
campo yacen en planos a través del eje z.

SOLUCION: Suponemos que el eje de simetria del campo conser-
vativo F = (gradU)" es el eje z. Sea R, la rotacién por el dngulo ¢
alrededor del eje z. Entonces
(grad(U o R,)(x)) = (eradU(R,-2)-R,)' = R_, - (grad U(R, - 2))’

= R_,.(gradU)'(z) = (grad U(z))’
Por lo tanto grad(U o R, — U) = 0 y asf, hay un c(e’?) € R tal que

UoR,—U = c(e¥). Como Rpi, = Rp o Ry, tenemos que ¢ : ST — R
es un homomorﬁsmo continuo y por lo tanto constante.

Asi, Uo R, = U Vo y entonces a—U =0 Il
2



EJERCICIO 12. Sea |-| la norma euclidiana. Muestre que las lineas
rectas son minimos de las acciones

b b
Ilz/ 9P, IF/ P

SOLUCION: Sea ¢ : [a,0] — R tal que = g(a),y = q(b) y sea

b—t t— —
p(t) = ( Jo +( a)y' Entonces p = J x’
b—a b—a

b b
y—af? = /<q',y—x>s/ dlly - .
b b
y—a| < /|q‘\s\/<b—a>/ 9P,
b 2 b
.12 ]y—x| .12
= Z <K X
/a|p\ — _/a 4]

EJERCICIO 13.

0i(0) =ta+60 mod 1

Por el teorema de recurrencia de Poincaré, Ve > 0, 3m € N tal que
©m(B=(0)) N B(0) # (. Si @ es un punto de la interseccién

|ma‘ mod 1 — ‘(pm(g) - 0‘ mod 1 < 2e.

DEFINICION 1. ay,...,a; € R son racionalmente independientes
si
miaq + - +mpap =0,mq,... mp€Z=>m;=---=myp =0

PROPOSICION 1. Para todo k € N se cumple

(Ag) Sil,aq,...,q son racionalmente independientes, entonces {na :
n € Z} es denso en T,
(By) Siaq,...,ax son racionalmente independientes, entonces {to :

t € R} es denso en T*.

Demostracion. Por induccién. B; es trivialmente cierto.
Sean 1,0y, ... , oy racionalmente independientes. Sean @ € T* ¢ > 0.
Por el teorema de recurrencia 3m € N,r € ZF tal que |ma — r| < e.
Como may — rq,... ,mag — 1, son racionalmente independientes,
{t(ma — 1) : t € R} es denso en T*. Asf existe s € R tal que

|0 — s(ma —1)| moa1 <&, n<s<n-+l1l

10 — n(ma —r1)| mea1 < 1|0 — s(ma—r)| moa1+ (s —n)|ma —r| < 2e.



(Ax) = (Bry1)-

. . . . aq A
Si ag,...,ars1 son racionalmente independientes, 1, ey
' ' ) Q+1 Qk+1
son racionalmente independientes.
Sean 0 € T ¢ > 0, entonces existe n € Z tal que
Qk n
|(917"‘79k>_ (Oél,...,O{k>— (Oél,...,Oék)’ mod1 < €.
Okt Okt
O +n
Como 0y — agr1 =0 mod 1,
Okt

0L +n

Op41

16—

a’ mod1 < €.

EJERCICIO 14. Considere el primer digito de los nimeros de la
sucesion 2" : 1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,1,2,4,.... Aparece el digito 7 ?
Que digito aparece mas frecuentemente, 7 u 87 Con cuanta mas fre-
cuencia?

SOLUCION: El primer digito de 2" es m, precisamente cuando
m10F < 2" < (m+1)10%, k € N.
Tomando logaritmo de base 10
k+logm < nlog2 < k + log(m + 1),
0 sea
nlog2 € (logm,log(m + 1)) mod 1.

Por el teorema de recurrencia de Poincaré la sucesién {nlog2 mod 1}
es densa en T!. De hecho la frecuencia con la que lo términos de la
sucesion caen en cualquier intervalo (a,b) es precisamente b — a. Un
esbozo de la demostracion de la iltima afirmacion es como sigue:
Se prueba que para cualquier f € L*(T!), la sucesién de promedios
a lo largo de la orbita
n—1

1
- Z f(z + ka)
k=0
converge casi dondequiera a una f € L2(T"). Es facil ver que f(z) =

A~

f(x 4+ «a) casi dondequiera y que

1 1
L=/
0 0
Desarrollando en serie de Fourier

flz) = Z ay exp(2mikz)

kEZ
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tenemos que ay = ay exp(2mika) Vk € Z. Si a ¢ Q, entonces ay = 0 si
k # 0, o sea que f = constante = fo f. Utilizando f = X(a) tenemos
lim —#{O§ k<n:z+ka€ (a,b) modl}=0b—a.
n—oo N,
EJERCICIO 15. Muestre que S0(3) es difeomorfo al espacio proyec-
tivo IP3.

SOLUCION: Definimos el conjunto de cuaterniones como

H:{[_al—) 2} :a,bE(C}.

Identificamos a C con el subespacio de H de matrices diagonales. Sean

. 0 1 . 0 1
Jj= {_1 0], k=15 := [2 O]' Entonces

H={a+jb:a,be C}={x=mx¢+ x17+ x2j + 23k : x; € R}.
Definiendo T = z¢ — @10 — o) — x3 tenemos que 2T = |z[%. Asi,
Vz € H — {0} hay un inverso ! = 7/|z|?.

El conjunto de cuaterniones unitarios

3
={a+jb:laf+p* =1} ={ueH: ) u =1},
=0
actia sobre R® = {z € H : 7y = 0} mediante
u - = uru.
Asi, cada u € S? define un elemento h(u) de SO(3). Note que h(u) es
la identidad si y sélo si u = +1 y que h(u) = h(v) siy sélo si h(uv) es
la identidad, o sea u = v. Por lo tanto S0(3) es difeomorfo al espacio
proyectivo P3.

EJERCICIO 16. Muestre que en un espacio vectorial la integral de
una forma cerrada sobre cualquier ciclo es cero.

SOLUCION: Sea ¢ un k-cubo. Consideremos el cono pc sobre ¢ con
vertice en cero o sea el el k + 1 cubo pc(t,z) = te(x). Extendemos la
definicion del cono a cualquier cadena por linealidad.

k
Oc = E (—=1)""¢iq
i=1
a=0,1
donde ¢; (2!, ... ;2" ) = ¢(z!,... ;2" o, 2, ... ;2" Y). Probemos
que

p0 + Op =



p(cl,a>(t7 1.17 71.”71) = tc<x17 7:627170{7 xl? 7'%.“71)7
(pe)1.a(t,z, ,x”_l) = pc(oz,t,:vl, ,:U"_l) = ac(t,xl, ,x"_l)
(pc)loé(t :L‘ ) ’:L‘n_l) = (pc)( ’:L‘Z 7a :L‘ ) 7'7;” 1)
= tc(t,x g e i > 1
Asi
0 i=1,a=0
(PC)ia =S ¢ i=l,a=1,
p(ci—l,a> 1> 1
k k+1
pac+apc: Z( 1z+a Cza +Z H—a a:C_O'
ai::01,1 oal::Ol,l

Sidw =0y dc =0, entonces

/w:/ w:/dw:()
c dpc pc

EJERCICIO 17. Muestre que toda forma cerrada en un espacio vec-
torial es exacta

SOLUCION: Para w k forma diferencial en R™ definimos la k — 1
forma pw por
[ro= ]«
c pc
Entonces
/pdw—l—dpw:/ dw+/ pw:/ w+/ w:/w
c pc Oc dpc pdc c

pdw + dpw = w.

Si dw = 0, entonces w = dpw.
Para dar una féormula para pw sean vq,... ,vx_1 € R™ y considere-
mos el paralelogramo

c=(S1,... ,Sk-1) =T + 5101 + - - + Sp_1Vk—1, i € [0, €]
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pwa(vr,. .. vp—y) = limel™ / wcs(S)(Ulwu7Uk—1)d8211m€1_k/pw
Ce

e—0
[Oak 1
/pw — / W= / /wtcs(s c(8),tvy, ... ,tog_1)dsdt
Ce [0,e]F—1

1
Pwe (V1 .., V1) = /0 Wiz (T, toy, ..o tog_q)dt.
EJERCICIO 18. Sea X un campo vectorial en M y sea w una k
forma diferencial. Definimos la k — 1 forma iyw por
ixw(vy, ... vp1) = w(X, 01, .., vk1).
Pruebe la formula
ixd+dix = Lx.

SOLUCION: Sea g; el flujo definido por el X. Para ¢ una [ cadena
definamos la [ + 1 cadena Hc mediante He(t, ) = gie(x). Entonces

gic—c=0Hc+ Hoc.

/ n = / TI(X(gtc>7 gt*chu s 7gt*Dk:—lc)
He [0,1]¢

_ /{w g (ixn)(Dic, ..., Dy_1c) :/01(/92‘(2';(77))@

C

dg;w
dt

1
/(/gtLXw)dt /gi‘w w o= / w:/ w=
gic—c OHc+HOoc
1
/ dw—l—/ /gt sz dt = /(/gf(ixdw)+g:d(ixw)>dt
Hce dc 0 c

d s . .
/CLXw: £|SOA (/cgfLXw>dt:/chdw+gtd1Xw

EJERCICIO 19. Muestre que la transformacién A : R?" — R?",
(p,q) — (P,Q), es candnica si y sélo si el corchete de Poisson de cua-
lesquiera dos funciones en las variables (p,q) y (P, Q) conciden:

{FoAHoA}={F,H}o A

Como g; Lxw =
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SOLUCION: Sea w la forma simpléctica canénica de R?". Supong-
amos que A es canénica, o sea A*w = w. Sean x,v € R?", entonces

wy(Id(FoA)g,v) = —d(FoA),v = —dFa(z) Azt = wa@) ({dF A, Avav)
= (A*w) (A TdF s, v) = w((A ' TdF),,v)
O sea que Id(F o A) = A;'IdF. Por lo tanto
{FoA, HoA} = w(Id(HoA),Id(FoA)) = (A*w)(Id(HoA), Id(FoA))
= (A*W) (A TdH, AN IdF) = w(IdH, IdF) o A= {F,H}o A
Reciprocamente, si {F;, P;} = {Q;, Q,} =0, {Q;, P;} = 0,;, entonces
dPy,...,dP,,dQ,...,dQ,

es en cada x una base de T/R*" y como dF(IdH) = {F, H}, la base
dual de T,R?" es

—1dQy,...,—1dQ,, IdP,... IdP,.
Como w(IdP;, IdP;) = w(1dQ;,1dQ;) = 0, w(IdP;, 1dQ;) = d;j, ten-
emos que
w=Y dP,AdQ; = A'w
i<j
EJeERCcICIO 20. Pruebe que el corchete de Poisson en una variedad
simpléctica satisface la identidad de Jacobi.

Sean A, B, C funciones reales y sean A, B, C los campos hamilto-
nianos correspondientes. Entonces

{{4, B}, C} +{{C, A}, B} = C(B(A)) - B(C(4)) = [C,B](4)
{{C. A}, B} +{{B,C},A} = [B
{{B,C}, A} +{{A, B}, C} = [A,
Asi
0= dw(A,B,C) = A(w(B, C)) — B(w(A,C)) + C(w(A, B))
—w([A,B],C)+w([A,C],B) —w([B,C|,A) =
{{C, B}, A}={{C, A}, B}+{{B, A}, C}—[A, B](C)+[A, C|(B)—-[B, C|(A)
={{C, B}, A} = {{C, A}, B} + {{B, A}, C} + {{C, A}, B}
+{{B,C}, A}+{{4, B}, C}+{{C, A}, B}+{{B, C}, A} +{{A, B}, C}
={{C, A}, B} + {{B,C}, A} + {{A, B}, C}.



