SOBRE LAS TAREAS 2, 3 SDNL

1. FUCIONES DE LIAPUNOV

Segun el Teorema de establiidad de Liapunov, podemos probar la
estabilidad de un punto de equilibrio z de 2’ = f(x) encontrando una
funcién V' de clase C' definida en una vecindad de z que tenga un
minimo estricto en z. Se define V(x) = DV (x)f(x). Si probamos que
V() < 0 entonces z es estable. Si podemos probar que V(z) < 0 para
x # z entonces z es asintoticamente estable.

2. SISTEMAS GRADIENTE Y HAMILTONIANOS

Sea V : R" — R de clase C?. Un sistema de la forma 2’ = — grad V(z)
se llama gradiente. Como V = —|grad|?, si z es un minimo local de
V entonces z es un punto de equilibrio estable. De Calculo saben que
grad V' es perpendicular a las superficies de nivel de V', lo que permite
dibujar las trayectorias de un sistema gradiente, usando las superficies
de nivel de V. La linealizaciéon de un sistema gradiente alrededor de un
punto critico z es

7' = —HessV(z)x = —D*V(2) x.

Como Hess V(z) es una matriz simétrica, sus valores propios son reales,
lo que excluye centros y espirales para esta linealizacion.
Sea H : R? — R de clase C2. Un sistema de la forma
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se llama hamiltoniano y H se llama funcién hamiltoniana. Como H =
0 tenemos que H permanece constante a lo largo de trayectorias del
sistema hamiltoniano definido por H. Asi las curvas de nivel estan
formadas por una o varias trayectorias del sistema hamiltoniano. La
linealizacion de un sistema hamiltoniano alrededor de un punto critico
es

o’H 9%l
1 __ | Ozdy 02
w = 82H 8%JH w.
z

T 92z Oydz
. . a .
La forma especial de la matriz ¢ _gq| DOS dice como pueden ser sus

valores propios (ejercicio 11).
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En ambos casos del ejercicio 10, se trata de saber si una diferencial
es exacta, lo que ya estudiaron en Calculo.

3. BIFURCACIONES

Si en una familia de ecuaciones diferenciales 2’ = f,(x) tenemos que
xg es un equilibrio hiperbdlico para a = ag, entonces el comportamiento
local de las trayectorias de la ecuacion para a cercana a ag se preserva,
por consiguiente las bifurcaciones del comportamiento local cerca de
un equilibrio zg, ocurren cuando no es hiperbélico. En una dimension
la condicién para que xp no sea hiperbélico es que f; (zo) = 0. Las
condiciones 3 y 4 del Teorema de la bifurcacién Silla-Nodo nos dan la
situacion menos degenerada.

La bifurcacion de tipo tridente ya es mas degenerada.

Observacién 1 (Clave para el ejercicio 1). En el ejemplo de la seccion
8.5 del libro de una bifurcacién de tipo tridente se tiene que f,(z) =
xF,(x) donde 2’ = F,(z) tiene una bifurcacién Silla-Nodo en el origen
para a = 0.

4. TEORIA DE FLOQUET

Por el ejercicio 5 de la tarea 1 si P no es singular entonces la solucion
matricial P(t) al PVI

P = A(t)P, P(0) = P,

no es singular nunca. En tal caso P(t) se llama solucién fundamental
y cualquier otra solucion matricial Q(t) se puede escribir como Q(t) =
P(t)C con C matriz constante. Si A(t) es T-periédica y P(t) es una
solucién matricial, entonces P(t+7") tambien lo es y si P(t) es solucién
fundamental P(t + T) = P(t)C donde C' = P(0)"'P(T). Los valores
propios de C' se llaman multiplicadores caracteristicos del sistema lineal
periédico. Cuando P(0) = I tenemos que C' = P(T) que es a lo que se
refiere la observacién 1 en la tarea 3.

5. CONJUNTOS LIMITE Y TEORIA DE POINCARE-BENDIXSON

Los puntos de acumulacién de una trayectoria cuando el tiempo se
va a 00 (—oo) forman el w («) limite de la trayectoria. Si toda la tra-
yectoria para tiempos positivos (negativos) permanece en un conjunto
compacto entonces el w () limite esta contenido en ese compacto.

El Teorema de Poincaré-Bendixson establece que para un sistema
dinamico en el plano, si toda una trayectoria positiva (negativa) esta
contenida en un compacto y su w («) limite no contiene puntos de
equilibrio entonces el w («) limite es una drbita periddica.
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En la observacién 2 de la tarea 3 se menciona una aplicacion tipica
del Teorema de Poincaré-Bendixson que es la hay que efectuar en el
ejercicio 5. La frontera de una region anular consiste de dos circunfe-
rencias, para demostrar que la region es positivamente invariante hay
que probar que en la circunferencia interior (exterior) el campo apunta
en la direccién creciente (decreciente) del radio vector.

6. TRANSFORMACION DE POINCARE

Si 7 es una 6rbita T-periddica de la ecuacion 2’ = f(z) y H es
un hiperplano transversal a f(7v(0)) entonces la dérbita de cualquier
punto z cercano a y(0) intersecta H en un tiempo 7(z) cercano a
T. Para una vecindad V' C H de 7(0) la transformacion de Poincaré
P :V — H se define como P(r) = ¢, (x). En la observacién 3
de la tarea 3 mencionamos que los valores propios de Dy7((0) son
1, A9, ..., Ap con Ay, ..., A, los valores propios de DP(v(0). Por consi-
guiente det DP((0)) = det Dor(7(0)) lo que conduce a los incisos (b)
y (c) del ejercicio 6. La sugerencia para el ejercicio 7 es usar lo que se
obtuvo en el ejercicio 6.



