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1. LAS ECUACIONES DE HAMILTON

Lema 1. Sea A un campo vectorial en R3. Las curvas solucion de rot A
se laman las lineas de vorticidad de A. St v, es una curva cerrada, las
lineas de vorticidad que pasan por vy forman un tubo o llamado de
vorticidad. Sea 7y, otra curva cerrada en el mismo tubo de vorticidad,

entonces
/(A,dr)z/(A,dr)
7 72

Demostraciéon. Por el teorema de Stokes

/ (A, dr) — / (A, dr) = /G (rot A, n)dS = 0

ya que rot A es tangente a o. U

Lema 2. Sea Q una forma bilineal antisimétrica en R** ™. Entonces
X 0 tal que VY € R Q(X,Y) = 0.
Demostracion. Hay una matriz antisimétrica Q tal que
0(X,Y) = (QX,Y).
det Q = det Q" = det(—Q) = (—1)*"" det Q = det Q = 0.
Por lo tanto 3X # 0 tal que QX = 0. O
Observacion 1. Si ker € := ker QQ es unidimensional, decimos que €2 no

es singular.
1
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Definicién 1. Sea w una l-forma diferencial en R***!. Si dw no es
singular, ker dw se llama direccion caracteristica de w y las curvas in-
tegrales del campo de direcciones caracteristicas se llaman lineas de
vorticidad. Sea ~; una curva cerrada, las lineas de vorticidad que pasan
por 77 forman un tubo ¢ llamado de vorticidad.

Lema 3. Si las curvas cerradas 1,72 encierran el mismo tubo de vor-
ticidad para la 1-forma diferencial w en R*"*1 entonces

/w:/w.
7 72

Demostracion. Podemos parametrizar el tubo de vorticidad medi-
ante ¢ : [0,1]2 — R de tal manera que ¢([0,1] x {i — 1}) = ;,i = 1,2

y a—c es una direccién de vorticidad. Por el teorema de Stokes
v
/w—/w—/dw—/ 8080 =0
[0,1]2 3u 31}
Consideremos ahora una funcién diferenciable real
H(Q7p7t) = H(q1a co s qn,P1y - apn7t>
y la 1-forma diferencial
w = pdq — Hdt = pydq; + - - - + ppdq, — Hdt,
de tal manera que
dv = dpANdq—dH Ndt =dp, Ndq, + -+ dp, Ndq, —dH N dt,
"~ OH OH OH OH

dH = S Pap+ g+ Lar = Hydp+ H,dg + ZE
N R Pl T

Teorema 1. Las lineas de vorticidad de w = pdq — Hdt son las curvas
integrales del sistema de ecuaciones diferenciales de Hamilton

q= Hp
1 '
0 o
Demostracion.
0 I H,
dw(X,Y)=(QX,Y), Q= —I 0 H,
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El rango de la matriz Q es 2n ya que J = (0 > es invertible y

I 0
, 0
of-m,]=1|0
1 0
Asi, (X, 1) = (H},—H_, 1) genera la direccién de vorticidad de w. Pero
(H}, —H],1) es tangente a las curvas integrales del sistema (1). O

Corolario 2. Si las curvas cerradas vi,7vs encierran el mismo tubo
formado por (segmentos de) curvas integrales del sistema (1) entonces

/ pdq — Hdt = / pdq — Hdt.
71 Y2

En particular, si g:(q,p) = ¢, (¢,p) denota la solucion a (1) que satis-
face g, = I, entonces para cualquier curva cerrada o en R*" se tiene

/ pdq = / pdq = / g; (pdq) = / PdQ,
« gtoa «@ «

donde g, = (Q, P,).

De acuerdo al Corolario 2 si ¢ es una superficie bidimensional con
frontera, por el Teorema de Stokes tenemos

/dpAdq:/g;*(dpAdq):/dPtAd@u

es decir que g; preserva la forma (2 = dp A dg.

Definicién 2. Una transformacién g : U C R*® — R?" se llama sim-
pléctica o candnica si preserva la forma 2 = dp A dq o sea si

Dg(x)' I Dg(x) =] Va € R,

Asi, la transformacién g = (@, P) es candnica si y sélo si la forma
Pd() — pdq es cerrada. En el caso en que U es simplemente conexa, esta
condicién es equivalente a que Pd() — pdq sea exacta o a que

/ pdq = / pdq
Y goy

para cualquier curva cerrada v en U.

Una transformacién candnica preserva las formas QF. k € N. Como
Q" es un multiplo de la forma de volumen dp; A dgy A --- A dp,, A\ dqy,
tenemos

Corolario 3. Las transformaciones candnicas presevan el vo-lumen.
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Teorema 4. Sean U C R*" abierto y H : U x R — R diferenciable.
Una transformacion canonica g = (Q, P) : U — R?" transforma el

sistema hamiltoniano (1) en el sistema
) Q=Kp
P=—-Kg,

donde K(g(q,p),t) = H(q,p,t). Mds generalmente si U es simplemente
conexo, una familia diferenciable

9:(a.p) = (Q(q,p,t), P(q,p,t)), t €R

de transformaciones candnicas, transforma el sistema (1) en el sistema
(2) donde

K(glg.p)t) = Hig.p.t) — 22

ot
yS:U xR — R es diferenciable.

Demostracién. Como g = (@, P) es canénica, d(PdQ — pdq) = 0.
Por lo tanto

d(pdg — Hdt) = d(PdQ — K(Q, P,t)dt) = G*d(pdq — Kdt).

donde G(¢,p,t) = (9(q,p),t). Asi, G transforma las lineas de vorticidad
de pdq — Hdt en las lineas de vorticidad de pdq — Kdt. 0

2.  HAMILTONINOS AUTONOMOS
Supongamos que la funcién H(q,p) no depende de t. Si «a(t) =
(q(t),p(t)) es una solucion del sistema (1) entonces
d i .
EH(a(t)) = (Hp, p) + (Hq, §) = —(Hp, Hy) + (Hy, Hp) = 0

y as{ a yace en una superficie de nivel M, = {(¢,p) : H(q,p) = h}.
Sea y(t) = (a(t),t) una curva integral del sistema (1). Entonces v es
una linea de vorticidad de

w = pdqg — Hdt.
Como dH (%) = dH (&) =0,
0=dw(¥y,) =dpANdg(a,-)+ dH.

Luego, la curva « es una linea de vorticidad de pdq sobre Mj,.
Supongamos que en alguna regiéon H,, # 0y que podemos resolver
la ecuacién H(q,p) = h para ps:

p=K(g, . 2,0 —@) = K(Q,P,T)
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de tal forma que en dicha region, @, P,T es un sistema de coorde-
nadas para M}, y pdqg = PdQ) — KdT'. Como ¢, = H,, # 0, podemos
parametrizar las lineas de vorticidad de pdq por T'. Asi

Teorema 5. Las soluciones del sistema (1) satisfacen en M), el sistema

Q_
aT
(3) -
ar ~ he

donde P = (pa,...,0n), @ = (q2,--.,qn) y la funcion K(Q,P,T)
estd definida por la ecuacion H(—T,Q, K, P) = h.
3. PRINCIPIOS VARIACIONALES
Para ¢, € R" y a,b € R consideremos
g, Q,a,0) = {a € C*([a, 0], R*") : a(a) € {g} xR", a(b) = {Q} xR"}

y definimos la funcional de accién A : Q(q, @, a,b) — R mediante

Ala) = / (P(t)i(t) — H(a(t). 1)dt

donde a(t) = (q(t), p(1)).

Teorema 6. La curva o es un punto critico de A si y solo si es una
solucidon de las ecuaciones de Hamilton (1)

Demostracién. Sea s +— g, |s| < e una curva diferenciable en
Q(q,Q,a,b) con ag = a.

dA(ay) brdp . dg dp dq
_ Doy pl g g g
ds /a (dSQ+pds Pds qu)

dq® brdp  dg dp dg
S -————H——H—)
[pds]a+/a (qu Pis Pds Yds dat
p—(p+

d b, d
Il Ales) = /a(@—Hp)@ o D7)

Por lo tanto a es un punto critico de A si y sélo si es una solucién de
las ecuaciones de Hamilton (1). O

Sea L : R*™ — R un lagrangiano tal que L., (g, v) es positivo definido
para todo (x,v). La funcién de energia se define por

E(q,v) = Ly(q,v) v — L(q,v)

La transformaciéon de Legendre asociada esta definida por
L(q,v) = (¢, Lv(g;v)).

s=0
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Por la hipétesis de convexidad, £ es invertible. La transformada de
Legendre de L es H = E o £L7!. Las ecuaciones de Euler- Lagrange

() ©Lu(a,d) = Lula. )

se transforman mediante £ en el sistema hamiltoniano (1), y por con-
siguiente E es constante a lo largo de soluciones de (4)

Teorema 7. Principio de Maupertuis.

Sean e un valor reqular de E. Para q,Q € R™, a,b € R, sea Q(q, Q,a,b :
e) el conjunto de parejas de funciones C*, 7 : [a,b] — R, a: [7(a), 7(D)] —
R™ tales que

>0, E(a(r(t),a/(7(t))) = e, a(r(a)) = ¢,a(7(b)) = Q.
Definimos la funcional de accion reducida Ay = Q(q, Q,a,b:e) — R
7(b)

A (T, @) :/ L,(a, o)/
7(a)

Entonces (1,a) es un valor critico de A, si y sdlo si o es una solucion
de las ecuaciones de Fuler - Lagrange (4)

Demostracion. Dado que todas las curvas « tienen energia e
Ly(a,a)o’ = L(a,a/) + e

Sea s +— (75, (), |s| < €, una curva diferenciable en Q(q,Q,a,b : e)
Siguiendo el procedimiento en la demostracién del Teorema 6

dAc(1s,05) [dTS b+ /Ts“’) dL(a, o)

(L(cvg o 75, 0 0 T5) + e)}

ds ds a < (a) ds
O dL(ay, o) dag7m=(0)
2 - Lv X ! 8]
/Ts(a) ds [ (a a8) ds Ts(a)

7a(®) dLy, (o, o)\ da
L s / o v S S ) S
+ \/Ts(a) ( Q(a 7as) dt dS

Como as(Ts(a)) =4q, as<7—s(b)) = Q y E(Oés O Ts, O/s © T) =6
dos(7s(a)) _ dos(7s(a))

=0
ds ds

dr, dog )™ ®)

dZ o7 (L(ay, o) +e) + Ly(as, o) d%} 72(a)

d(o OTS)]b _0

= L’U s D) ! s
[ (cvs o Ts, a0 T) 7

a
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Asi,

d mo(®) o dLy(ag, )\ d
s |y e ) = / (Lateos ) = =02) 35

T0(a)

Q.
s=0

Por lo tanto (79, ap) es un punto critico de A, si y sélo si g es una
solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange (4). U

FEjemplo 1. Una funcién ¢ — G(q) que ascocia a cada punto de R” una
matriz simétrica positiva definida, define una métrica. Consideremos el
lagrangiano mecénico

L{a,0) = 5(Ga)o,v) — V(a),

con energia

B(g,v) = 3 (Gla)o,v) + V().

Entonces la funcional de accion reducida esta dada por
7(b)
Adria) = [ (Glajal,a)
7(a)
La condicién E(«,a’) = e implica que
(Gla)d, 'y = 2(e—Va)
(G(a)a' o) = V2(e=Va)/(Gla)a', ).

Considerando para cada ¢ € V~!(—o0,¢e) la matriz positiva definida
J(q) = 2(e — V(q))G(q), definimos una nueva métrica en esa region,
conocida como la métrica de Jacobi. Entonces la funcional de accién
reducida esta dada por

7(b) 7(b)
Ae(T,a):/ (Gla)d, )y = /() V{J(a)o, o)

(a)

= / V{J(aoT)(aoT), (aoT)).

Por el principio de Maupertuis, las geodésicas de la métrica J son las
imagenes de las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange (4)
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4. LA FUNCION DE ACCION. LA ECUACION DE HAMILTON-JACOBI
Sea H : R*"™1 — R . Sea ¢g' = (Q!, P!) la solucién al sistema (1) tal
que ¢° = I. Definimos la funcién de accién
T d
Se) = [ (P @) - @) o)ds = [ pdg - Hat
0

gl071(x)
N /oT(Ps(x)Hp(gs(x), s) — H(g*(x), s))ds

Por el teorema fundamental del célculo
oS (x
) D) P @) Hy (g (2).1) — H(g' (). )
Consideremos una curva diferenciable ¢(s) = (p(s),q(s)),|s| < ey
sea o(s,t) = g'(c(s)). Por el teorema de Stokes

/ dpAdg—dH At = S7(e(0)) — S7(c(s)) + /0 T (PTdQT) — /0 " (pdg)

57(e(s) = 57(el0) = [ ¢'(PraQ” o)
Por el teorema fundamental del célculo
(STo¢) =c"(PTdQ" — pdq) = (PTdQ" — pdq) o c,
0 sea
(6) dS™ = P7dQ)" — pdq.

Supongamos que H,, es invertible. La linealizaciéon Dg, de g, satisface
la ecuacién de variaciones

d
—Dg" = DXu(g)Dg', Dy’ =1
donde . .
H H Q
DX, — rq pp ., D t ( q p> .
H (—qu —qu) g Pl P
Como

PO = 1,Q0= 0,5} = Hy Pl HyQ,
para |t| pequeno tenemos
Q= Hypp(I + O(t))t, det Q) = det Hpp(1 + O(t))t".
Definiendo (¢, p) = (¢, Q*(¢,p)), tenemos que

I 0
Dy = (@z @;) |
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Por lo que 9 es localmente invertible para 0 < || < . Notemos que

9 o1h (g, Q) = (Q, P(q,Q,1)),

y definamos la funcién de accién en las variables (¢, @, t)

S(q.Q.t) = 5"(vy (¢, Q).
Por (6) tenemos
oS oS

(7) p= —a—q(wt(q,p),t), P = 70"
Se sigue de S(¢¢(q,p),t) = S*(¢,p) que

a5 oS d oSt
) )+ (e ) Q) =

que comparando con (5) da 0S/0t = —H(Q, P,t). Sustituyendo P de
(7), tenemos que S satisface la ecuacién de Hamilton - Jacobi

8) %—5+H(Q,%,t) — 0.

5. EL METODO DE HAMILTON - JACOBI. FUNCIONES
GENERATRICES

~—

La idea del método de Hamilton - Jacobi es la siguiente. Bajo una
transformacién canonica, la forma hamiltoniana de las ecuaciones de
movimiento se preserva asi como el hamiltoniano (Teorema 4). Si so-
mos capaces de encontrar una transformacién canénica tal que el nuevo
sistema hamiltoniano puede integrarse, entonces habremos integrado el
sistema hamiltoniano original. Resulta que el problema de construir tal
transformacion canodnica se reduce a encontrar una cantidad suficien-
temente grande de soluciones de la ecuacién de Hamilton - Jacobi. Sea
g = (Q,P): U — R* una transformacién canénica donde U es una
regiéon simplemente conexa de R?". Entonces existe S : U — R tal que

(9) dS = PdQ — pdg

Decimos que la transformacién canénica g es libre en (qo, po) si hay
una vecindad de (qo, pg) donde la transformacién ¥ (q,p) = (¢, Q(q,p))
es invertible. Es decir, supongamos que

9Q

—(qo, 0.

ap (90, p0) #

La funcién S; = S o9~ ! se llama funcién generatriz de la transfor-
macién candnica g. Se sigue de (9) que

. 651 o 851
(10) P=—"5,° (¢,p), P= 90 °

det D (qo, po) = det
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Teorema 8. Sea S, una funcion real definida en la vecindad del punto
2

%S
(g0, Qo) € R" x R™. Si det L (g0,Qo) # 0, entonces S es la funcion

0Q0q
: o 951
generatriz de una transformacion libre en (qo, —a—(qo, QO)>.
q
Demostracion. Consideremos la transformacion
051
G = (¢, ——— .
(,Q) = (g, aq@LQD
1 0
DG = . 9%,
0Q0q

Por el teorema de la funcién inversa, G es invertible en una vecindad

de (qo, Qo). Definiendo

F0.Q)= (@55 @Q). g=foG,
tenemos que
0 I |I 0 0251\ 1
9Qdq 9Qdq * *

Asi, g es libre en (pg, qo) y de las definiciones de Gy f se sigue que
las ecuaciones (10) se satisfacen con ¢» = G~!, por lo que S; es una
funcion generatriz de g. 0

Si el hamiltoniano no depende de la coordenada p, o sea H, = 0,
entonces el sistema (1) resulta

q=0,p=—H,

y se integra inmediatamente

a(t) = q(0), p(t) = p(0) — / H,(g(0), 5)ds.

Buscaremos una transformacién canénica que transforma el hamil-
toniano auténomo H(gq,p) en uno de la forma K(Q). De hecho bus-
caremos una transformacién libre con funcién generatriz S. De (10)
obtenemos la condicion

S

(11) (g, =5.(2,Q) = K(Q)

Teorema 9. (Jacobi) Si se encuentra una solucion S(q, Q) de la ecuacion
2

(11) dependiendo de n pardmetros Qq, ..., Qn, y tal que det 05 #£0,

0Q0q
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entonces el sistema (1) puede resolverse explicitamente por cuadrat-

08
uras. Las funciones Q;(q,p),i = 1,...,n determinadas por a—(q, Q) =
q

—p, son primeras integrales del sistema.

Ejemplo 2. Problema de atraccién con dos centros fijos. Con-
sidere el problema plano de atraccién hacia dos puntos fijos de igual
masa. Supongamos que la distancia entre los puntos fijos es 2a y que
las distancias de una masa movil hacia esos puntos son 71 y rs.

T1
T2

e<— 90—

Las coordenadas elipticas se definen como & =ry + 19, n =11 — 1o.

Si las coordenadas cartesianas de los puntos fijos son (—a,0), (a,0)
y las de la masa movil son (x,y) entonces

ri=(x+a)’+y> , r=(r—a)’+y’

&n=ri—r: = (z+a)’+(z—a)?=4dar
2 _ 2 2 €+ 77) &n 2 (& —4a®)(n® —4a?)
yo=risleta) () = 2
_&ntng . &8n* —4a?) +mi(€* — 4a?)
4a Yy 24,2 .
£2,,2 ool 22 ¢2
2 o & 288 +n°E
Yy = 2442
(7 — 4a*)? + 268 (n? — 46?) (€2 — 4a?) + PP (€ — 4a?)?
2102(€2 — 4a%) (2 — 4a?)
E+ 0P 8 —4a®) P (E? - 4a?)
2442 2102(€2 — 4a?)  24a?(n? — 4a?)
_ e ey n =& 7
A8 —4a?)”  A(p? —4a?) "
Por comodidad suponemos que los centros fijos tienen masa unitaria
1 ko k & -n n”—-& . AkE
L=—(i* A 2 2
FE DL S Semad o) TE-r
&-n U S
pu— L‘ pu— pu— L' pum—
O 17 v R s 17"
: ? o da? — 4k
H=p+pyn—L = 25 o " 52

652 n§2 52_7]
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La ecuacion de Hamilton-Jacobi (11)

s 08
H 57777 T Qs A ) T
( o 877)
Puede escribirse
0S? 9 05*
— (&% —4a®) +2— (4a* —n*) — 4kE = K(&* —»?
oe (68— d0%) + 250 (4a? — ) — ahe = K(& — )
y por lo tanto podemos separar variables, haciendo K = 2¢, y
0S?
8_5 (62 — 4a?) — 2kE — c6* = ¢
0S?
o (4a®> —n*) + con* = —cy.

Que podemos integrar como

c1 + co + 2kE —c1 — on?
5(5,77,01702):/\/W%JF/V—LL;Q_;Q dn.

INSTITUTO DE MATEMATICAS, UNAM, CrupaD UNIVERSITARIA C. P. 04510,
Cp. DE MEXICO, MEXICO.



