Teoria de las Gréficas 11

Segunda lista de ejercicios

1 Conjuntos independientes y clanes

Un conjunto de vértices de una grafica es independiente si y sélo si ninguna pareja de vértices en el conjunto
es adyacente. En otras palabras, S C V(G) es independiente en G si y s6lo si la subgrafica inducida por S
en G, G[S], no posee aristas. Claramente si S es independiente entonces cualquier S’ C S es independiente.

Un conjunto independiente de vértices es maximal si no es subconjunto propio de ningtin otro conjunto
independiente de vértices. Un conjunto independiente con el maximo nimero de elementos es un conjunto
independiente de cardinalidad mdxima. El nimero de vértices en un conjunto independiente de cardinalidad
maxima en una grafica G es el niimero de independencia de G y se denota por aG.

Algunos estimados para el niimero de independencia son:

AG) = Y (L+da(v) (1)
veEV(Q)
V(@)
aG > Trd’ (2)
V(@)
a(G) = T, 3)

donde d = %&ic(v).

La nocién de clan es la antipoda de la nocién de conjunto independiente. Un subconjunto no vacio de
vértices de una grafica es un clan si y sélo si induce una subgréfica completa. Un clan es maximal si y s6lo
si no es subconjunto propio de ningdn otro clan. Un clan de cardinalidad maxima es un clan mdximo. El
numero de vértices en un clan méximo es la rigidez (en inglés toughness) de la gréfica G y se denota por
4(G).

Claramente, un subconjunto de los vértices de una grafica GG es un clan si y sélo si es un conjunto
independiente en la grafica complementaria G°. Por lo tanto ¢(G) = a(G*) y las desigualdades anteriores
nos llevan también a cotas para ¢(G).

Tonos los clanes, asi como los clanes maximales, constituyen una cubierta de los vértices de una grafica.
El minimo ntmero de clanes de G que cubren V(&) lo denotamos por ¢(G). Claramente, ¢(G) > «(G) para
cualquier G.

El minimo niimero de graficas completas cuya unién es G se denota por cc(G). Este niimero también
estd relacionado con los clanes, ya que los clanes inducen subgraficas completas.

Considera S un conjunto arbitrario y Cy, Cs, ..., C, una cubierta de S (i.e., U ,C; = S). La grdfica de
interseccién de Cy, Cy, ..., C, tiene por conjunto de vértices C, Cs, ..., Cp, y C; es adyacente a C; siy sélo
siC;N Cj 7£ 0.

La gréfica de interseccién del conjunto de los clanes maximales de G es la grdfica de clanes de G y se
denota por Q(G). Asi, existe una biyeccion entre los vértices de Q(G) y los clanes maximales de Gy dos
vértices de Q(G) son adyacentes si y solo si los clanes correspondientes se intersectan.

1. Caélcula los nimeros de independencia para las graficas de la primera lista.

2. (*) Célcula los niimeros de independencia para las siguientes graficas: a) K,,; b) K1 n; ¢) Kpn; d) Pp;
e) Cy; f) la gréfica de Petersen y g) el k-cubo.

3. (*) Calcula los niimeros de independencia para las graficas de los sélidos platénicos.
4. (*) Caracteriza las graficas en las que:

(a) todo subconjunto de vértices es independiente y

(b) ningtin conjunto independiente posee mas de un vértice.

5. ¢Es cierto que todo conjunto (de vértices) independiente maximal en una grafica es un conjunto in-
depediente de cardinalidad méxima?

6. (*) ¢Como podria cambia el niimero de independencia de una gréfica

(a) después de borrar un vértice;



(b) después de borar una arista 'y
(c) después de agregar una arista?

7. Considera G una gréfica bipartita con biparticion (X, Y). ¢Es cierto que a(G) = max{| X, |Y|}=

8. (*) Prueba que G es bipartita si y sélo si o(G) > W(Q—H)‘ para toda subgrafica H de G.

9. (*) Prueba que si G es un drbol entonces a(G) > LQG)‘

10. (*) Prueba que toda grafica conexa distinta de K posee un un conjunto (de vértices) independiente
que contiene todas las hojas de la grafica.

11. (*) Prop6n un algoritmo para la construccién de un conjunto indepediente maximal de vértices de
una gréfica.

12. (*) Prueba que si la distancia entre cualesquiera dos hojas de un drbol es para entonces el arbol tiene
un tnico conjunto independiente de cardinalidad médxima. ¢El reciproco es cierto?

13. (*) Denota por o/ (G) la minima cardinalidad de un conjunto independiente maximal de vértices de
una grafica G. Encuentra o/ (GQ) para: a) K,,; b) K1 ; ¢) Ky n; d) Pp; €) Cy; f) la grafica de Petersen y
g) el k-cubo.

14. (*) Para cualquier entero positivo k, construye una grafica G tal que:
a(@) —d'(G) = k.
15. (*) Prueba que para gréficas G, H:
(@ a«(GUH) =a(G)+a(H),siV(G)NV(H) = 0.
(b) a(G + H) = max(a(Q), a(H)).
(©) (G x H) > a(G)a(H).
16. (a) (**) Prueba la férmula 1.
(b) (*) Prueba que la cota de la férmula 1 la alcanzan graficas no-triviales.
(c) (*) Disefia un algoritmo para encontrar un conjunto independiente de cardinalidad al menos
> vev(e) (1 +dg(v))~! en una gréfica G.
17. (**) Prueba la férmula 2.

18. (**) Considera I un conjunto independiente maximal de vértices de una gréfica G y denota por p(I) el
numero de aristas que conectan los vértices de I con los vértices de V(G) \ I. Prueba que p(I) + |I| >
V(G-

19. (*) Prueba la férmula 3 sin hacer uso de 2.

20. (**) Llama /(G) al minimo ntmero de trayectorais de una grafica cuya unién cubre V(G). Prueba que
I(G) < a(G).

21. (*) Prueba que a(G) < &;G)‘ para todas las gréaficas sin vértices aislados.

2 Cubiertas

Diremos que un vértice y una arista se cubren entre si si son incidentes. Asi, una arista e = uv cubreau y a
vy cada uno de estos vértices cubre e. Un conjunto S C V(G) es una cubierta (cubierta de vértices) de una
grafica G si cada arista de la gréfica incide con al menos un vértice de S. Una cubierta de una gréfica es
minimal si y s6lo si no contiene una cubierta con menos vértices y es una cubierta de cardinalidad minima si'y
solo si tiene el menor niimero de elementos de entre todas las cubiertas de G. Este ntimero es el niimero de
cubierta o niimero de cubierta de vértices de la gréfica y se denota por 5(G). El ntimero de independencia y el
numbero de cubierta estdn relacionados entre s:

a(G) + 8(G) = [V(G)]. 4)

Una cubierta de aristas de una gréfica G es un subconjunto S de las aristas E(G) de G que cubre todos
los vértices de G, i.e., cada vértice de la gréfica es incidente con al menos una arista de S. Una cubierta de
aristas de una grafica es minimal si y s6lo si no contiene una cubierta con un menor nimero de aristas y es
una cubierta de cardinalidad minima si y sélo si tiene el menor nimero de elementos entre todas las cubiertas
de aristas de G. Este niimero es llamado el niimero de cubierta de aristas de la grafica y se denota por ('(G).
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. Determina 3(G) y 8'(G) para las graficas de la primera lista.

(*) Determina los valores de §(G) y 8'(G) para las siguiente graficas: a) K,,; b) K1 ,; ¢) Ky n; d) P
e) Cy; f) la gréfica de Petersen y g) el k-cubo.

(*) Da un ejemplo de una grafica bipartita con 8 < min(m, n), donde m y n son las cardinalidades de
cada una de sus partes.

(Existe una gréfica conexa en la cudl una cubierta minimal contiene todos los vértices?

(*) Caracteriza las graficas conexas para las cuales una cubierta minimal de aristas contiene todas las
aristas.

(*) Prueba que existe una cubierta de minima cardinalidad de un arbol distinto de K, que contiene
todos los vértices adyacentes a las hojas.

(*) Da un algoritmo para construir una cubierta de cardinalidad minima de un arbol.
Encuentra una grafica donde una cubierta minimal no sea una cubierta de cardinalidad minima.

Encuentra una grafica donde una cubierta minimal de aristas no sea una cubierta de aristas de cardi-
nalidad minima.

(*) Prueba que para una gréfica G sin vértices aislados se tienen las siguientes desigualdades:

V(G|
2

< B(G) < V(@) - 1.

Para cualquier entero positivo n, encuentra una grafica de orden n para la cual alguna de las de-
sigualdades se vuelve igualdad.

3 Dominacién

Un subconjunto de vértices S de una gréfica G es dominante si todo vértice de V(G) \ S es adyacente a
algtin vértice de S, i.e., todo vértice de G estd a distancia a lo mds uno de algtn vértice de un conjunto
dominante. Un conjunto dominante es minimal si y s6lo si no contiene un conjunto dominante propio y es
de cardinalidad minima si y sélo si tiene la menor cardinalidad de entre todos los conjuntos dominantes de
G. Este nimero es llamado el niimero de dominacién de G y se denota por v(G).

1.
2.

Calcula v(G) para las graficas de la primera lista.

(*) Célcula +(G) para las siguientes gréficas: a) K,,; b) K1.; ¢) Ky n; d) Py; €) Cp; £) la grafica de
Petersen y g) el k-cubo.

Encuentra una grafica para la cual un conjunto dominante minimal no sea de cardinalidad minima.

(*) Encuentra una grafica en la cual a(G) = v(G) = 3 y todo conjunto independente de cardinalidad
méxima sea también dominante de cardinalidad minima.

*) Prueba que un conjunto indepediente de vértices de una grafica es maximal si vy sélo si es domi-
] y
nante.

(*) Prueba que a(G) > v(G) pra cualquier gréfica G.
(*) Prueba las desigualdades:

V(G|
< < —
T <@ V) -
para cualquier gréfica G. Da gréficas G, G tales que:
[V(G1)|
Gi)= ———, Gs) = |V (G2)| — A(Ga).
7(G1) AGy) +1 Y(G2) = [V(G2)| — A(G2)

. (**) (Ore, 1962) Prueba que un conjunto dominante S es minimal si y s6lo para todo v en S se satis-

facen una de las dos siguientes condiciones:

(a) la grafica no posee aristas vu conu € S o
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11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.
22.

(b) sila grafica posee una arista vu con u € S entonces existe una arista uw con w ¢ S, donde u es
el inico vértice de D adyacente a w.

. (**) (Ore, 1962) Prueba que una gréfica G sin vértices aislados posee un conjunto dominante S tal que

V(G) \ S también es dominante.

(*) Prueba que si una grafica G no posee vértices aislados entonces v(G) < LQG” Para n par, encuen-

tra una grafica de orden n tal que v(G) = @

(*) Prueba que si S es un conjunto dominante minimal de Gy ésta no tiene vértices aislados entonces
V(G) \ S también es dominante.

(*) Prueba que para todo conjunto dominante minimal de una gréfica sin vértices aislados existe otro
conjunto dominante minimal ajeno con el primero.

(*) Prueba toda grafica posee un conjunto dominante minimal que contiene todos los vértices adya-
centes a todas las hojas.

(*) Da un algoritmo para construir un conjunto dominante de cardinalidad minima de un drbol.

(**) Prueba que para toda grafica G existe una grafica H que contiene un conjunto dominante de
cardinalidad minima S tal que H[S] = G.

(*) Encuentra una grafica que posea un conjunto dominante independiente S tal que |S| = a(G) =
(G).

(*) El miimero domdtico d(G) es el nimero maximo de conjuntos dominantes de G que cubren V(G).
Prueba que d(G) < A + 1.

(*) Denota por +;(G) el minimo ndmero de vértices entre todos los conjuntos dominantes e indepen-
dientes de G.

(a) Prueba que v(G) < v;(G) < a(G) para cualquier gréifica G.

(b) Da ejemplos de gréficas para las cudles las relaciones anteriores satisfacen la desigualdad estricta
y la igualdad.

(c) Encuentra una gréfica G de 6rden minimo tal que v(G) < v;(G).

(d) Prueba que v;(G) — v(G) puede ser arbitrariamente grande.
Calcula v;(G) para las graficas de la primera lista.

Calcula v;(G) para las siguientes gréficas: a) K,,; b) K1 1; €) K n; d) Pp; ) Cy; f) la grafica de Petersen
y g) el k-cubo.

(**) Prueba que v(G) < (G). Encuentra una gréfica v(G) < 5(G).

(*) Encuentra una gréfica con v;(G) > B(G) y una con v;(G) < B(G).



