
Grá�as y juegosSegunda tareaLee, piensa y responde on uidado. No olvides justi�ar bien tus respues-tas. La tarea es individual, no se aeptarán tareas que no umplan esterequisito. Resuelve al menos atore problemas.Reuerden que las de�niiones son las importantes. Para probar algo nosiempre es bueno sobreargumentar (ni tampoo quedar falto de argumentos).Los mejores argumentos suelen ser los simples.1. Considera G una grá�a on V (G) = {1, 2, . . . , 10}, tal que dosnúmeros i y j en V (G) son adyaentes si y sólo si i + j es múltiplode uatro. Dibuja la grá�a G y determina el número de aristas.2. Considera G una grá�a on V (G) = {1, 2, . . . , 10}, tal que dosnúmeros i y j en V (G) son adyaentes si y sólo si i · j es múltiplode diez. Dibuja la grá�a G y determina el número de aristas.3. Muestra que:
δ(G) ≤ d(v) ≤ ∆(G)para ualquier vértie v1.4. El número

d(G) :=
1

|V (G)|

∑

v∈V (G)

d(v)es el grado promedio de G. Muestra on todo detalle que
δ(G) ≤ d(G) ≤ ∆(G).5. Dibuja las one grá�as no isomorfas on uatro vérties.6. Dada una grá�a G, se de�ne el omplemento de G (denotado omo

G) omo la grá�a on:1Sí, ya sé. Algunos ejeriios pueden pareer algo simples u obvios, pero omo les dije,esta materia es para que aprendan a esribir, aunque sea obvio. Pero reuerden, puedensubstituir ualquier problema on alguno de los extras n_n1



• V (G) = V (G) y
• uv ∈ A(G) si y sólo uv /∈ A(G) (siempre que u 6= v).(a) Muestra que G es también una grá�a.(b) Si G y H son isomorfas ¾entones G y H son isomorfas?() Si H es subgrá�a de G ¾entones H es subgrá�a de G?7. Una grá�a es autoomplementaria si G ∼= G. Dibuja todas las grá�asautoomplementarias de orden menor o igual que ino.8. Muestra dos grá�as, on seis vérties, tal que todos sus vérties tengangrado dos pero que no sean isomorfas entre sí.9. ¾Las siguientes tres grá�as son o no isomorfas? Argumenta porqué noo prueba porqué sí.

Una grá�a G se die bipartita si existe una partiión {X, Y } delonjunto de sus vérties (i.e., X, Y ⊆ V (G), X∩Y = ∅ y X∪Y = V (G),a tales onjuntos se les llama las partes de la bipartiión) que satisfagaque toda arista de G tiene extremos en partes distintas. Es deir,ninguna arista tiene ambos extremos en la misma parte.10. Muestra que el omplemento de una grá�a bipartita no neesariamentees bipartita.11. Muestra que toda trayetoria (es deir, las grá�as formadas por ex-lusivamente una trayetoria) es bipartita.12. Prueba que si G es bipartita y H es una grá�a isomorfa a G entones
H es bipartita. 2



13. Muestra2 que m ≤ n(n−1)
2

. (Sugerenia. Considera ómo es el gradomáximo en una grá�a, el grado de todo vértie de la grá�a en uestióny el teorema de la suma de los grados).14. Considera G una grá�a, ¾ómo se relaionan, en términos de ardinal-idades, V (G) y V (H)? ¾A(G) y A(G)? ¾Y si además suponemos que
G es autoomplementaria?15. Carateriza (es deir, desribe ómo son) todas las grá�as:(a) 0-regulares,(b) 1-regulares y() 2-regulares.16. Etiqueta las siguientes grá�as y desribe el onjunto de vérties y elonjunto de aristas para ada una. Enuentra su matriz de adyaeniay su matriz de inidenia:

2Si ya hiiste este problema omo extra en la tarea pasada, no es neesario que lorepitas, nomás reuérdanoslo. 3



17. X es la matriz de adyaenia de la grá�a G. Dibújala.
X =













0 1 0 1 1
1 0 1 1 1
0 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 1 0 1 0











18. Muestra que la siguiente grá�a es autoomplementaria:
19. Muestra que toda grá�a bipartita ompleta Kp,q, on p = |X| y q =

|Y |, donde X e Y son los elementos de la bipartiión, se puede obtenerusando la suma de grá�as. Determina qué grá�as deben sumarsepara onstruir a Kp,q.ExtrasA. Prueba que G1 y G2 (Figuras 1 y 2) no son isomorfas.B. Demuestra que las siguientes grá�as no son isomorfas:C. Calula el orden y el tamaño del k-ubo.D. Prueba que el k-ubo es bipartito.E. Muestra que si G es autoomplementaria entones su orden es múltiplode uatro o múltiplo de uatro más uno (Sugerenia. Revisa el problemauarto). 4
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Figura 1: G1
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Figura 2: G2

F. Si G es una grá�a bipartita on bipartiión X, Y on |X| = p y |Y | = q.Prueba que el tamaño de G es menor o igual que pq.G. Prueba, mediante el uso de grá�as, que:
1 + 2 + . . . + n =

n(n + 1)

2
.
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