Graficas y juegos

Segunda tarea

Lee, piensa y responde con cuidado. No olvides justificar bien tus re-
spuestas.

1.

Prueba que toda grafica conexa posee un subarbol generador. No ol-
vides decir explicitamente qué entendemos por subdrbol generador.

Prueba que si G es un arbol con al menos dos vértices entonces tiene
al menos dos hojas.

Prueba que si G es un arbol con al menos tres vértices y Tj es el conjunto
de todos los vértices de grado uno de T' (es decir, es el conjunto de todas
sus hojas) entonces G —Tj es un arbol. No olvides decir explicitamente
qué se entiende por G — Ty y no olvides la definicion de arbol.

Sean u y v vértices de una grafica conexa G. Se define la distancia
d(u, v) entre u y v como la minima de entre las longitudes de todas

las posibles uv-trayectorias en G. Prueba que d es una métrica para
V(G), es decir,

(a) d(u, v) > 0 para cualesquiera u y v en V(G) y d(u, v) = 0siy
solo si u = v,

(b) d(u, v) = d(v, u) para cualesquiera u 'y v en V(G) y

(c) d(u, w) < d(u, v) + d(v, w) para cualesquiera vy v en V(G).

Prueba que si T es un arbol entonces el centro de T es el mismo que el
centro de T'— Ty (donde Ty es el conjunto de todas las hojas de T).

Considera T" un arbol y u un vértice de T. Muestra que existe una
trayectoria P = (u = xg, 1, ..., x,) de longitud er(u) en Ty que z,
en dicha trayectoria es una hoja de T

Prueba que el centro de un arbol es K; o K.

Un bosque es una grafica aciclica. Prueba que toda componente de
un bosque es un arbol y que si w denota el nimero de componentes
conexas de una grafica entonces en un bosque se tiene que:

q=p—w.



9. Prueba que todo &rbol con al menos dos vértices es bipartito al dar
explicitamente una biparticion de sus vértices y al mostrar que efec-
tivamente es una biparticion.

10. Considera una grafica G' con p vértices y ¢ aristas tales que ¢ > p > 3.
Muestra que G posee al menos un ciclo.

Extras

A. Considera una grafica conexa G y a una arista aciclica de G. Prueba que
a estd en todo subarbol generador de G.

B. Muestra que el centro de un arbol es K si la trayectoria de longitud
méxima es de longitud par y que el centro es Ky si la longitud de la
trayectoria de longitud méaxima es impar.

C. (a) Pruebe que un arbol tiene exactamente dos hojas si y solo si es una
trayectoria.
(b) Pruebe que un arbol tiene didmetro 2 si y solo si es una estrella.

D. Muestra que todo arbol tiene al menos A hojas.

E. Prueba que una gréafica G es un bosque si y s6lo si toda subgrafica in-
ducida de G tiene un vértice de grado a lo més uno.

F. Considera un arbol 7" con k + 1 vértices. Prueba que si G es una gréfica
con grado minimo al menos k entonces G posee una subgréfica isomorfa
aTl.



