
Grá�as y juegosCuarta tareaLee, piensa y responde on uidado. No olvides justi�ar bien tus re-spuestas.1. Prueba que si una grá�a posee una partiión de sus aristas en ilosentones posee un paseo euleriano errado.2. Prueba el teorema de Ore 2: dada una grá�a G, si para ualquier parde vérties no adyaentes u y v se satisfae que
δ(u) + δ(v) ≥ pentones G es posee un ilo hamiltoniano.3. Prueba que si G satisfae la ondiión de Ore dos y u, v son vértiesno adyaentes de G entones G + uv satisfae la ondiión de Ore 2.4. Muestra que los reíproos de los teorema de Ore uno y dos son falsos.5. Prueba que si una grá�a posee un ilo hamiltoniano entones no tienevérties de orte.6. Prueba que si una grá�a tiene 2n vérties de grado impar entonesexiste una partiión de las aristas de G en n paseos abiertos.7. Prueba o da un ontraejemplo de las siguientes a�rmaiones:(a) Toda grá�a euleriana es hamiltoniana.(b) Toda grá�a hamiltoniana es euleriana.8. Completa la prueba del lema de Berge: prueba que siM es un apareamientoy P una trayetoria M-aumentante entones (M −P )∪ (P −M) es unapareamiento.9. Completa la prueba del teorema de Hall: prueba que si G es una grá�aon bipartiión (X, Y ), M un apareamiento en G, x0 ∈ X tal que x0 noestá M-saturado, S = {z ∈ X : existe una x0z-trayetoria M-alternante}y T = {z ∈ Y : existe una x0z-trayetoria M-alternante} entonestodo punto de S \ {x0} está apareado bajo M on uno de T .1



10. Considera W un onjunto no-vaío y S1, S2, . . . , Sn una familia �nitay no-vaía de subonjuntos (no neesariamente distintos) de W . Unsistema de distintos representantes (SDR) para la familia (S1, S2, . . . ,
Sn) es una n-eada (a1, a2, . . . an) tal que ai ∈ Si para ada i = 1, 2,. . . , n, y ai 6= aj si y sólo si i 6= j.Prueba el siguiente teorema:Teorema 1. La familia (S1, S2, . . . , Sn) de subonjuntos �nitos no-vaíos de un onjunto W posee un sistema de representantes distintossi y sólo si
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≥ |I|,para todos los subonjuntos I de {1, 2, . . . , n}.(Sugerenia. Usa el teorema de Hall.)ExtrasA. Da un ejemplo de una grá�a, on al menos tres vérties, bipartita, regulary onexa pero que no sea posea un ilo hamiltoniano.B. Prueba que si G es bipartita y posee un ilo hamiltoniano entones suspartes tienen la misma ardinalidad.C. Dado un tablero de ajedrez (de oho por oho), asoiémosle una grá�a dela siguiente manera: por ada uadro pongamos un vértie y dos vértiesson adyaentes si y sólo si sus uadros orrespondientes son adyaentesvertial u horizontalmente en el tablero. Dado ualquier uadríula de

m × n podemos asoiarle una grá�a de esta manera. Prueba que talesgrá�as poseen un ilo hamiltoniano si y sólo si m o n es par.D. Muestra que si G es una grá�a 2-onexa que posee un apareamientoperfeto posee al menos dos apareamientos perfetos.E. Prueba que un árbol posee a lo más un apareamiento perfeto.
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