
Teoría de las Grá�asTarea nonaLee, piensa y responde on uidado. No olvides justi�ar bien tus res-puestas. La tarea se puede entregar en equipos de hasta dos personas.Reuerden que las de�niiones son las importantes. Para probar algo nosiempre es bueno sobreargumentar (ni tampoo quedar falto de argumentos).Los mejores argumentos suelen ser los simples.Considera W un onjunto no-vaío y S1, S2, . . . , Sn una familia �nita yno-vaía de subonjuntos (no neesariamente ajenos) de W . Un sistema dedistintos representantes (SDR) para la familia (S1, S2, . . . , Sn) es una n-ada
(a1, a2, . . . an) tal que ai ∈ Si para ada i = 1, 2, . . . , n, y ai 6= aj si y sólosi i 6= j.1. (a) Considera el onjunto de los números naturales N y la siguiente fa-milia de subonjuntos de N:

S1 = {1, 4}, S2 = {2, 5}, S3 = {4}, S4 = {3, 5} y S5 = {3, 5}.¾Posee la familia (S1, S2, . . . , S5) un sistema de distintos represen-tantes? ¾Por qué?(b) Considera el onjunto de los números naturales N y la siguiente fa-milia de subonjuntos de N:
S1 = {1}, S2 = {2, 3}, S3 = {1, 4, 5}, S4 = {1, 2} y S5 = {1, 3}.¾Posee la familia (S1, S2, . . . , S5) un sistema de distintos represen-tantes? ¾Por qué?En general, dada una familia de onjuntos (S1, S2, . . . , Sn), si existen k deellos uya unión tiene menos de k elementos entones la familia no poseeun sistema de representantes distintos.2. Ésto es, si existe algún I ⊆ {1, 2, . . . , n} tal que:

∣

∣

∣

⋃

i∈I

Si

∣

∣

∣
|I|,



3. Enunia el reíproo de la a�rmaión anterior.4. Representa la situaión del primer problema en forma de un grá�a. (Sug-erenia. Reuerda que la pertenenia es una relaión sobre la lase de losonjuntos).5. Con el Teorema de Hall, prueba que:Teorema 1. La familia (S1, S2, . . . , Sn) de subonjuntos �nitos no-vaíosde un onjunto W posee un sistema de representantes distintos si y sólosi
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≥ |I|,para todos los subonjuntos I de {1, 2, . . . , n}.6. Prueba que si tanto M omo M∗ son apareamientos en una grá�a Gentones M △ M∗ es un apareamiento de G.7. Considera una grá�a bipartita G[X, Y ]. Para algún S ⊆ X, llama E1 alonjunto de las aristas en G inidentes on algún vértie en S y llama E2al onjunto de las aristas de G inidentes on algún vértie en N(S). ¾Esierto, en general, que E1 ⊆ E2? ¾Por qué?8. (a) Considera G una grá�a bipartita. Prueba que G posee un apareamientoperfeto si y sólo si |S| ≤ |N(S)|.(b) Da un ejemplo que la ondiión anterior no garantiza la existeniade un apareamiento perfeto en grá�as arbitrarias.9. Considera una grá�a bipartita G[X, Y ] tal que todo vértie de X es degrado impar. Supón que ualesquiera dos vérties de X tienen un númeropar de veinos en omún. Muestra que G posee un apareamiento quesatura X.10. Dados G[X, Y ] una grá�a bipartita y S1 y S2 subonjuntos de X, mues-tra que:

|N(S1)| + |N(S2)| ≥ |N(S1 ∪ S2)|+|N(S1 ∩ S2)|.



ExtrasA. (a) Muestra que la grá�a de Petersen tiene exatamente seis apareamien-tos perfetos.(b) Llamemos pm(G) al número de apareamientos perfetos en una grá-�a G. Calula pm(K2n) y pm(Kn,n).B. Muestra que toda grá�a 2-onexa que posee un apareamiento perfetoposee al menos dos apareamientos perfetos.Reuerda que dados dos onjuntos S y T , la diferenia simétria de S y
T , S △ T , es (S \ T ) ∪ (T \ S), lo que es igual a (S ∪ T ) \ (S ∩ T ).C. Considera S y T subonjuntos independientes máximos de vérties deuna grá�a G. Muestra que G[S △ T ] posee un apareamiento perfeto.


