Teoria de las graficas I

Version definitiva de la segunda tarea

Lee, piensa y responde con cuidado. No olvides justificar bien tus respues-
tas. Se entrega en equipos de dos personas.

1. Dada una grafica G, una orientacion de G es cualquier digrafica obteni-
da al darle una direccion (y solo una) a cada arista de G. Prueba que
existen exactamente cuatro orientaciones de K, (la grafica completa
de cuatro vértices), salvo isomorfismos. (Sugerencia. Considera los ex-
grados e in-grados de los vértices asi como aquellas orientaciones que
son y no son fuertemente conexas para probar que so6lo existen cuatro
posibles orientaciones.)

2. Las componentes fuertemente conezxas de una digrafica D son las subdi-
gréaficas fuertemente conexas maximas por contenciéon en los vértices de
D (i.e., una componente fuertemente conexa no es subdigrafica propia
de ninguna subdigrafica fuertemente conexa de D).

Dada una digrafica D, la condensacidn de D es la digrafica C(D) cuyos
vértices son las componentes fuertemente conexas de D y si Dy vy Dy
son dos vértices de C(D) y hay alguna flecha de D; a Dy en D entonces
hay flecha de D; a Dy en C(D). Prueba que C(D) es aciclica (i.e., no
posee ciclos dirigidos, ni siquiera de longitud dos). (Sugerencia. Supén
que no es aciclica y llega a una contradiccion).

3. Define una funcion distancia para digraficas, de forma analoga a como
lo hicimos para graficas pero considerando la direccion. Prueba qué
propiedades de las métricas (las cuatro que se enunciaron en clase)
satisface esta distancia y cudles no.

4. Recuerda que una grafica se dice que es multipartita completa si existe
una particion de sus vértices Vi, Vi, ..., Vi (las partes de la grafi-
ca) tales que entre vértices en la misma parte no hay arista y entre
cualesquiera par de vértices en partes distintas siempre hay arista. La
grafica multipartita completa con k partes y n vértices tal que en cada



parte tiene [%] o | %] vértices se denota como Tj,,'. Prueba que

[A(Tin)| = (n ;p) +(m— 1)(19; 1)

donde p = |7]. ;Puedes decir algo sobre el tamafio de cualquier grafica
multipartita completa de orden n con k partes y el tamano de T} ,,? No
es necesario justificar esto dltimo. (Sugerencia. Tanto [%] como |7]
lo pueden expresar en término de p. El problema sélo es desarrollar la

expresion y acomodarla adecuadamente.)

5. Las componentes conexas de una grafica G son las subgréficas conexas
méximas por contencion de los vértices de G (i.e., una componente
conexa no es subgrafica propia de ninguna subgrafica conexa de G).

Dada una gréfica G, se dice que u y v estan conectados, u ~ v, si existe
una (u, v)-trayectoria. La relacion de estar conectados es de equiva-
lencia sobre los vértices de G y, por lo tanto, induce una particion de
los vértices de GG. Prueba que una subgrafica de G es una componente
conexa de G si y soOlo si estd inducida por alguna parte de la parti-
cion inducida por la relacion de estar conectados. (Sugerencia. Por un
lado, prueba que en una componente conexa, todos los vértices estan
relacionados. Por el otro, prueba que cada subgrafica inducida por una
parte de la particion es maxima por contencion en los vértices.)

6. a) Prueba que si v es un vértice de grado uno en una grafica conexa
G entonces G —v := G[V(G)\ {v}] es conexa (Sugerencia. Puedes
usar la siguiente caracterizacion, una grafica es conexa si y solo si
existe un camino que pasa por todos sus vértices).

b) Prueba que si en una grafica G' todo vértice tiene grado al menos
dos entonces G posee un ciclo (Sugerencia. Considera una trayec-
toria de longitud maxima y fijate en alguno de sus extremos y
aplica la hipotesis).

c) Prueba que toda gréfica conexa tiene tamano al menos n — 1,
donde n es el orden de la grafica (Sugerencia. Hazlo por induccion

IRecuerda que Ky ns....n, donde n; es un entero para i € {1, 2, ..., k} es la grafica
multipartita completa con k partes tal que la i-ésima parte tiene n; vértices. Algunos
ejemplos de las Ty, son: T3¢ = Koo, I37 = Ka23, I38 = K233, 139 = K333,
Tye=Ki122 Tar=Ki222, Thg=Ko222y Tyo=Kz223.
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sobre el nimero de vértices y considera dos casos, si todo vértice
tiene grado mayor o igual que dos o si no, en este tltimo caso,
utiliza el primer inciso).

d) Prueba que si todos los vértices de una digrafica D tienen ex-
grado mayor o igual que uno entonces D posee un ciclo dirigido.
(Sugerencia. Se hace con la misma idea que el segundo inciso).



