
Teoría de las grá�
as IVersión de�nitiva de la segunda tareaLee, piensa y responde 
on 
uidado. No olvides justi�
ar bien tus respues-tas. Se entrega en equipos de dos personas.1. Dada una grá�
a G, una orienta
ión de G es 
ualquier digrá�
a obteni-da al darle una dire

ión (y sólo una) a 
ada arista de G. Prueba queexisten exa
tamente 
uatro orienta
iones de K4 (la grá�
a 
ompletade 
uatro vérti
es), salvo isomor�smos. (Sugeren
ia. Considera los ex-grados e in-grados de los vérti
es así 
omo aquellas orienta
iones queson y no son fuertemente 
onexas para probar que sólo existen 
uatroposibles orienta
iones.)2. Las 
omponentes fuertemente 
onexas de una digrá�
a D son las subdi-grá�
as fuertemente 
onexas máximas por 
onten
ión en los vérti
es de
D (i.e., una 
omponente fuertemente 
onexa no es subdigrá�
a propiade ninguna subdigrá�
a fuertemente 
onexa de D).Dada una digrá�
a D, la 
ondensa
ión de D es la digrá�
a C(D) 
uyosvérti
es son las 
omponentes fuertemente 
onexas de D y si D1 y D2son dos vérti
es de C(D) y hay alguna �e
ha de D1 a D2 en D enton
eshay �e
ha de D1 a D2 en C(D). Prueba que C(D) es a
í
li
a (i.e., noposee 
i
los dirigidos, ni siquiera de longitud dos). (Sugeren
ia. Supónque no es a
í
li
a y llega a una 
ontradi

ión).3. De�ne una fun
ión distan
ia para digrá�
as, de forma análoga a 
omolo hi
imos para grá�
as pero 
onsiderando la dire

ión. Prueba quépropiedades de las métri
as (las 
uatro que se enun
iaron en 
lase)satisfa
e esta distan
ia y 
uáles no.4. Re
uerda que una grá�
a se di
e que es multipartita 
ompleta si existeuna parti
ión de sus vérti
es V1, V2, . . . , Vk (las partes de la grá�-
a) tales que entre vérti
es en la misma parte no hay arista y entre
ualesquiera par de vérti
es en partes distintas siempre hay arista. Lagrá�
a multipartita 
ompleta 
on k partes y n vérti
es tal que en 
ada1



parte tiene ⌈n
k
⌉ o ⌊n

k
⌋ vérti
es se denota 
omo Tk,n

1. Prueba que
|A(Tk,n)| =

(

n − p

2

)

+ (m − 1)

(

p + 1

2

)donde p = ⌊n

k
⌋. ¾Puedes de
ir algo sobre el tamaño de 
ualquier grá�
amultipartita 
ompleta de orden n 
on k partes y el tamaño de Tk,n? Noes ne
esario justi�
ar esto último. (Sugeren
ia. Tanto ⌈n

k
⌉ 
omo ⌊n

k
⌋lo pueden expresar en término de p. El problema sólo es desarrollar laexpresión y a
omodarla ade
uadamente.)5. Las 
omponentes 
onexas de una grá�
a G son las subgrá�
as 
onexasmáximas por 
onten
ión de los vérti
es de G (i.e., una 
omponente
onexa no es subgrá�
a propia de ninguna subgrá�
a 
onexa de G).Dada una grá�
a G, se di
e que u y v están 
one
tados, u ∼ v, si existeuna (u, v)-traye
toria. La rela
ión de estar 
one
tados es de equiva-len
ia sobre los vérti
es de G y, por lo tanto, indu
e una parti
ión delos vérti
es de G. Prueba que una subgrá�
a de G es una 
omponente
onexa de G si y sólo si está indu
ida por alguna parte de la parti-
ión indu
ida por la rela
ión de estar 
one
tados. (Sugeren
ia. Por unlado, prueba que en una 
omponente 
onexa, todos los vérti
es estánrela
ionados. Por el otro, prueba que 
ada subgrá�
a indu
ida por unaparte de la parti
ión es máxima por 
onten
ión en los vérti
es.)6. a) Prueba que si v es un vérti
e de grado uno en una grá�
a 
onexa

G enton
es G−v := G[V (G)\{v}] es 
onexa (Sugeren
ia. Puedesusar la siguiente 
ara
teriza
ión, una grá�
a es 
onexa si y sólo siexiste un 
amino que pasa por todos sus vérti
es).b) Prueba que si en una grá�
a G todo vérti
e tiene grado al menosdos enton
es G posee un 
i
lo (Sugeren
ia. Considera una traye
-toria de longitud máxima y fíjate en alguno de sus extremos yapli
a la hipótesis).
) Prueba que toda grá�
a 
onexa tiene tamaño al menos n − 1,donde n es el orden de la grá�
a (Sugeren
ia. Hazlo por indu

ión1Re
uerda que Kn1,n2,...,nk
donde ni es un entero para i ∈ {1, 2, . . . , k} es la grá�
amultipartita 
ompleta 
on k partes tal que la i-ésima parte tiene ni vérti
es. Algunosejemplos de las Tk,n son: T3,6 = K2,2,2, T3,7 = K2,2,3, T3,8 = K2,3,3, T3,9 = K3,3,3,

T4,6 = K1,1,2,2, T4,7 = K1,2,2,2, T4,8 = K2,2,2,2 y T4,9 = K2,2,2,3.2



sobre el número de vérti
es y 
onsidera dos 
asos, si todo vérti
etiene grado mayor o igual que dos o si no, en este último 
aso,utiliza el primer in
iso).d) Prueba que si todos los vérti
es de una digrá�
a D tienen ex-grado mayor o igual que uno enton
es D posee un 
i
lo dirigido.(Sugeren
ia. Se ha
e 
on la misma idea que el segundo in
iso).
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