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SEMINUCLEOS DE UNA DIGRAFICA

- e -
Victor Neumann Lara *

1. INTRODUCCION

, .
En esta nota se introducen los conceptos de seminucleo de una

digrafica y de R-digrafica y se demuestra que toda R-digrafica contiew

I > " N -
ne al menos un nucleo. Varios teoremas sobre existencia de nucleos

pueden demostrarse, de un modo mas transparente, probando que las
digraficas que consideran son R-digraficas. Como ilustracion del prow=
cedimiento, se da una nueva demostracion del Teorema de Richardson
y se prueba que toda digrafica bipartita es R-digrafica, Se demuestra
también que el producto de dos digraficas que poseen nucleos, contiene

-
al menos un nucleo.

2. CONCEPTOS PRELIMINARES

Una digrafica o grafica dirigida D es un par (V,F) donde

, - . 2
V  es un conjunto no vacio y F un subconjunto de V gue no con=-

tiene pares de la forma (v,v). Los elementos de V son los vértim
cesde D vy losde F, las flechas. Si f = (vl,vz) € F diremos

que f vade v a vZ y que vl v, son'las terminales de £,

* Profesor de la Facultad de Ciencias e Investigador del C,I.M,A,S.5.,
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Si ademas vlg Slr;, vV oy v, € Szg: V, se dira que f va de v, a |

, d a de 8§ a S.. En general, se denotara por
Sy e 5y T2 7 1 2 € P
V(D) (o simplemente por V, sino hay ambigiiedad) al conjunto de
vértices de la digrafica D vy por F(D) (3 F) al de sus flechas,
Sea V.SV, Vv #ff lasubdigrafica D_ de D inducida por V_

2 -~
se define poniendo V(D) = V_, F(D, ) = F(D) N V,- Se dird que D_

es una subdigrdfica plena o inducida de D sies la subdigrafica de

D inducida por V(Do)’
- . -~ .
Un camino es una sucesion (VO,Vl, ie ,vn) de vértices tal
que (v, L v.)EF para i=1,2,...,n. Si Vo * v, elcamino se
i=1” 1

3 < v 3
denominara cerrado. La longitud del camino (vo, Vi »Vy) es  n.

Un ciclo es un camino cerrado (vo, ERRE ,vn) tal que cuando i # 0,

n se tiene via_‘ Vj para toda j #i.

VOQ V(D) es independiente si no existen flechas de D con
ambas terminales en V,- Una digrafica D es bipartita si existe
una descomposicion de V(D) en dos subconjuntos ajenos independien=~

tes. ;
[

Si D D
T A

ne .poniendo V(D1 X DZ) = V(Dl) XV(DZ), F(Dlx DZ) =

son digraficas, el producto D1 X D2 se defim

{((vl, vz), (vi, V'Z))t (Vl, vl')€ F(Dl) v (vz,v'z) QF(DZ)} ) {

3. SEMINUCLEOS Y NUCLEOS

DEFINICION 1. Sea D wuna digridfica. Diremos que SEV (

0 - R .
es un seminuclec de D, si:




et s et

a) S es independiente.

b} Para cada flecha f quevade S a x (envirtuddela

x € V -3), existe wa flecha ' que

. .o .
condicion anterior,

vade x a 8.

" -
Claramente # es un seminucleo.

Ty . P F I'e . -
TEOREMA 1. Todo seminfcleo estd incluido en un semint=

- .
cleo maximo.

.o . oy - .
Demostracion. 8i D es finita, el teorema es obvio; en caso
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contrario, es consecuencia directa del siguiente lema y del lema de Zorn,

ordenado por

LEMA 1. El conjunto de seminucleos de D,

. . . . .
inclusion, es inductivo superiormente,

. . -~
Demostracion. Sea € una cadena de seminucleos de D,

- . v -~ . >
es decir una coleccion de seminucleos tal que si Sl, S €68, setie~
2

ne Sc<S &6 S cS. Pongamos U= U S
1 2 2 1 SEC
a) es independiente, pues si existiera una flecha

3 . Ve
f=(v,v.) con sus dos terminales en U, se tendria

v1€ S1 €C para algin Sl v vzé.? S2 €€ vparaalgin

s . L o v,v € max(S,S )EE& 1 i fom
2 ueg A < ) 2) o que es impos
ble.

b) Si f es una flecha que vade U a x, existen s

y S talesque f=(s,x) y s€S€E€E€. Como S es

seminucleo, existe una flecha ' quevade x a 8

y, por consiguiente a u. c.q.




LEMA 2. Sea 8§ un Seminﬁcleo““d_e“ D, B={véVva-Ss ]

No existe flecha de v a 8§17} y S' un semintcleo Ei_glé}_subdigré-

fica B de D inducida por B. Entonces SUS' g_gry_gseminﬁn

cleo 513 D.

. .
Demostracion. Sea f una flecha de u a wv. Considerc=

mos los sigulentes casos

: iv) u€s, v€s'.
%}"Tfff i) e 1ii) no pueden cumplirse por ser S y S' indepen=

£
i

dientes. iii) es imposible ya que S'€ B. Finalmente, si iv) se

. - . - . -
cumpliera, existiria otra flecha de S' a S, porser S seminu=-

cleo, la cual satisfaria iii). Luego SUS' es independiente. Pongamos

A=V - (sU B), Sea f una flechade SUS' a x. ©8i , x €A, obvias
mente existe una flecha de x a S vy por consiguiente, a SUS'.
Si x €A, f necesariamente sale de S' vy llegaa B<S' vy, por

ser S' semintcleo de B, existe f' de x a S' y, por cone
siguiente, a SUS'. c.q.d.
DEFINICION 2. Sea SE€V. S esunnicleode D si

a) S es independiente.

b) Para todo x €Va-S existe una flecha de x a 8.

. - . ~ .
Es obvio que los nucleos son seminucleos maximos pero no
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reciprocamente.

Por otra parte, es facil demostrar, echandoc mano del Lema 2

v SO,Sl, .+..,5  son dos sucesiones de

q\le Si BO:BI;-..;B K

&k’ Bk + 1

subconjuntos de V tales que:
i = £ z
i) B, =V, B, g, B, 4.

ii) Si es seminlcleo de la subdigrafica de D inducida por
Bi para i =0,,..,k.

iii) B, ° {XEBi | No existe flecha de x a Si 1,

%

i=0,...,k.

"k
entonces U . S, es un nucleode D .
1280 i o}

DEFINICION 3. Diremos que D €s una R—diqréfica, si toda

. s . - . . .
subdigrafica plena de D posee un semintcleo no trivial (es decir, no

vacio).

Es evidente que si D es R-digrdfica y D, es subdigrafi-
ca plena de D entonces D, es también R-digrafica.

TEOREMA 2. Toda R-digrafica posee 2l menos un nucleo.

. . A o . ’
Demostracion. Sean D una Redigrafica, S un seminicleo

miximo de D, y B={vev.s | Noexiste flechade v a S .
B=g pues si se tuviera B# ¢, existiria un seminicleo

§'#0 de la subdigrifica B de D inducida por B. SUS' seria

un semintucleo de D por el lema 2) y contendria propiamente a S

lo que contradice la maximalidad de §. c.q.d.

. . . Id
En realidad, como es facil observar, elque D sea Redigra=
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. L
7 contlene un nucleo, he

aolicacion del tescremma 2, un bosgquejo

e ichardson. » 1
finita v no posee ciclos impares, D
V las relaciones ~ y £ !
poniendo b
&} v siy solo siexiste en D un camino de v a v! b
b wv~v' siysolosi v&v' oy viE v, n
P . . - .
gque & es un preorden (relacion binaria transi«
tiva y retlexiva} y ~ es una equivalencia. e
o o oty ‘ Lo * 3 <
Sea m_¢ ¥V un elemento minimo”~ con respecto a < y s
\ ; e t 0 o~ : ~ . .
M=z={mevV|]m~ ot . Sise toman S=1m éiv[l existe un camino C
de longitud par de mooa m 1 y I={meM | existe un camino
de longitud impar de m a m se tiene:
£ o :
Y
i} m €85
o
.y - - . - . A . .
iij N 1=4§ pues siexistiera s € SN I, habria un camino |
I
de m = oa s de longitud par y otro de longitud impar y
G ¢
ademas otro de s a m_ por ser m, ~s., Luego
]
existiria en D un camino cerrado de longitud impar vy,
. | :
: L - . e .
por lo tanto, un ciclo impar, en contra de la hipotesis,
1

Es facil ver que todas las flechas de D que salen de elemena ]

tos de S lleganma [ v que de cada vértice de I sale alguna flecha

% Ts decir, tal que mI m impligue m=~ m
v} N O ]




. -~ . . -~ ~ . -
hacia 8. De aqui se sigue sin mas que S es un seminucleo de D,

COROLARIO. (Teorema de Richardson). Si D es finita y

. . 4 L . .
no posee ciclos impares, D es R-digrafica y, por consigulente,

e e
posee un nucleo.

E g A . . .
En {27 se demuestra que toda digrafica bipartita contiene

~ -~ .o - g . e
un nucleo. Damos aqui una demostracion simple de que las digraficas

bipartitas son R-digraficas. Como toda subdigrafica de una digrafica

bipartita es bipartita, basta probar que cada digrafica bipartita contie=

. il . I .
ne al menos un semintcleo. La demostracion es como sigue:

[

. . ” » .
Si existe algun vértice v del cual no salen flechas, {v
. -~ . -
es un seminucleo. Sino es ese el caso, sea (Vl’VZ) una descompo-
. e - . . . .
sicion de V en conjuntos independientes ajenos. Vi VZ son,

P P
claramente, nucleos de D.

Para terminar se vera que el producto de dos digraficas Dl

- -~
y D que poseen nucleos, posee al menos un nucleo.

2

Sean N1 vy N nicleos de Dl v DZ respectivamente.

Pongamos N'=V(D)-N, N' =V(D)-N_. Setiene: S=N XN
1 1 1 2 2 2 1 2

es un semintcleo de Dl % D2 Usando la notacién del Lema 2,

B = (Nl X N'Z) U‘(Ni X NZ). Ahora bien, como Nl X N'2 y Ni X N2

son independientes, B es bipartita y por consiguiente contiene un

nicleo N. Es inmediato que SUN es un nicleo de D1 XD .
' 2

c.q.d.

61




62

BIBLIOGRAFIA

1] Claude Berge The Theory of graphs and its
applications.
Methuen & Co. Ltd. (1964), Cap. 5.

ral M. Richardson On weakly ordered systems.
Bull. Amer. Math. Soc. 52 (1946),
p. 113.

r3] M. Richardson Solutions of irreflexive relations.,

Ann. Math. (2) 58 (1953), p. 573.

4 ] M. Richardson Extension Theorems for solutions
of irreflexive relations.
Proc. Nat. Acad. Sci., USA., 39
(1953), p. 649.

rs1 Claude Berge Graphes et hypergraphes.
Dunod, Parfs (1970), Cap. 14.




