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Advertencia

El presente texto es un avance de un futuro libro de texto introductorio de
Teoria de las Gréficas. Lo empecé a principios del ano 2016 y constante-
mente lo voy actualizando. Pero, dado que no esta terminado, hay muchos
cabos sueltos y posibles errores. Si sospechan de alguno o tiene alguna sug-
erencia —o queja—, estoy disponible en el correo ilangoldfeder (arroba)
gmail (punto) com.
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Capitulo 1

Preliminares

Aspiro a que el presente texto sirva como para un curso introductorio de
Teoria de las Graficas (como puede ser la materia «Gréficas y Juegos» en la
Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Autéonoma de México), es
decir, de los primeros semestres de carreras como matematicas, ciencias de
la computacion y afines. La Teoria de las Graficas tiene la cualidad de que
podemos desarrollarla desde elementos muy basicos y al alcance de cualquier
estudiante de los primeros semestres: nociones de conjuntos, funciones, rela-
ciones, etc. Sin embargo, para las pruebas en muchos casos seré necesario
—v conveniente— hacer uso de las pruebas por induccion. Este puede ser el
principal obstéaculo —y, a la vez, la principal aportacion— de este texto.

1.1 Algunos prerrequisitos

La unidad fundamental sobre la que se han construido la mayor parte de las
matematicas son los conjuntos. Resulta imposible definir qué es un conjunto
pero lo que si sabemos es cual es la propiedad fundamental de los conjuntos:

Si A es un conjunto, para cualquier ‘elemento’ x sabemos si x
estd o no estd en A. En notaciéon matematica, siempre sabemos
siz € Aosia ¢ A (pero no puedes ser ambas verdaderas o
ambas falsas).

Usualmente usamos letras maytusculas como A, B, etc. para denotar
conjuntos y letras mintsculas como a, b, etc. para denotar sus elementod!]

IPero esta distincion, como veran en un futuro —pero ciertamente no aqui—, es ficticia.
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14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Algunos conjuntos que resultan relevantes para nosotros son los siguientes:
1. El conjunto de los nimeros naturales sin el cero, N ={1,2,3, ..., }.

2. El conjunto de los nimeros naturales con el Ceroﬁ, No=410,1,2, ...,

}
3. El conjunto de los nimeros enteros, Z=1{ ..., =2, —1,0,1,2, ..., }.

4. El conjunto de los nimeros racionales, Q = {p/q: p, ¢ € Z y q # 0}.

1.1.1 La igualdad de conjuntos

En conjuntos, resulta importante saber cuando dos conjuntos que nos dan,
digamos A y B son iguales, lo cual denotamos por

A=DB.

Definicion 1. Dos conjuntos A y B son iguales si todos los elementos de A
también son elementos de B y todos los elementos de B son elementos de A.
Es decir,

(i) para todo x € A entonces x € By
(ii) para todo y € B entonces y € A.
.,Cuando dos conjuntos no son iguales? Cuando no se cumple la definicion,
es decir, no se cumple (i) 0 no se cumple (ii), es decir, dos conjuntos A y B
no son iguales si

(i) existe v € A tal que 2 ¢ B o

(ii) existe y € B tal que y ¢ A.

2;El cero es o no un nimero natural? Depende de a quién le pregunten. La
consideracién mas importante en el resto del texto para trabajar con N o Ny es en lo que
estemos trabajando y cuél conjunto simplifica las cosas.
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1.1.2 Los subconjuntos

Dados dos conjuntos A y B, el conjunto A es subconjunto del conjunto B y
lo denotamos como A C B si todo elemento de A también es elemento de
B, es decir, si para todo z € A entonces x € B. De forma similar, A no es
subconjunto de B si existe un elemento = € A tal que x ¢ B. Lo denotamos
por A ¢ B.

Notemos que para cualquier conjuntos A, el conjunto A siempre es sub-
conjunto del conjunto A (es decir, A C A). Cuando B es subconjunto de
Ay B es diferente de A decimos que B es un subconjunto propio de Ay lo
denotamos por B C A.

Con esto, tenemos el siguiente resultado basico que serda de ayuda para
escribir algunas pruebas.

Proposicion 2. Dados dos conjuntos A y B, los conjuntos A y B son iguales
sty solosi ACByBCA.

1.1.3 El conjunto vacio

El conjunto vacio, que denotamos por (), es uno de los més importantes,
cumple que para todo z,

x ¢ (.
Teorema 3 (Unicidad del conjunto vacio). El conjunto vacio es uinico.

Demostracion. Supongamos que existe otro conjunto que cumple las mismas
caracteristicas que el conjunto vacio, llamémosle W. Queremos probar que
W = (), por §§ [LT1 y L.I.2] debemos probar que ) C W y que W C 0.

Probemos primero que () € W. Debemos mostrar que todo elemento en ()
también es elemento de W pero, dado que por definicion () no tiene elementos,
ya acabamos.

Por otro lado, debemos probar que W C (). Mostraremos que todo ele-
mento en W también es elemento de () pero, dado que supusimos que W no
tenia elementos, ya terminamos.

Por lo tanto, ) = W. Ya que W lo elegimos de forma arbitraria, hemos
mostrado que cualquier conjunto sin elementos es igual al vacio, es decir, el
conjunto vacio es tinico. ]
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1.1.4 Operaciones de conjuntos

Dados dos conjuntos, existen dos operaciones basicas entre ellos: la union y
la interseccion.

Definicién 4 (Union de conjuntos). Consideremos dos conjuntos Ay B. La
union de Ay B y que denotamos por AU B es el conjunto

{z:x€ Aoz e B}.

1.2 El principio del buen orden

Principio 5 (Principio del buen orden). Todo subconjunto no wvacio de
nuimeros naturales posee un minimo (es decir, un elemento que es menor o
igual que los demds).



Capitulo 2

Introduccion

2.1 Nuestras primeras fuentes de inspiracion

Aunque las graficas existen desde mucho tiempo antes que Facebook y Twit-
ter, estas redes sociales son muy buenos ejemplos para darnos una idea de
qué es una grafica y qué es una digrafica.

Pensemos primero en Facebook: ;jqué es lo importante en Facebook? En
principio, l-s usuari-s y, su caracteristica principal, saber cuando dos usuari-s
son o no amig-s. ;Coémo podriamos representar graficamente al menos una
parte de Facebook? Si lo hiciéramos en una hoja de papel (obviamente no
dibujaremos toda la red), a cada usuari- le podriamos representar por medio
de un punto y:

e si dos usuari-s son amig-s entonces dibujamos una linea entre los puntos

que l-s representan y
e si dos usuari-s no son amig-s entonces no dibujamos una linea entre los
puntos que l-s representan.
Al dibujo que nos queda es que lo llamaremos una gréafica.

Ahora pensemos en Twitter: jqué es lo importante en Twitter? En prin-
cipio, l-s usuari-s y, su caracteristica principal, saber cuando un usuari- sigue
a otr-. De igual manera, podemos representar graficamente (una parte de)
Twitter donde a cada usuari- le representemos por medio de un punto y, si
Ay B son dos usuari-s y A sigue a B entonces dibujaremos una flecha que
vaya de A a B. Al dibujo que nos queda es lo que llamaremos una digrafica.

En el presente texto sélo trabajaremos con graficas y, de hecho, con gra-
ficas que se parecen mucho a la de Facebook.

17



18 CAPITULO 2. INTRODUCCION

2.2 La definicién de grafica

Nuestra primera definicion (y la mas basica del curso) es:

Definicion 6. Una grifica G es un par ordenado G = (V(G), A(G)), donde
V(@) es un conjunto finito y no Vaci, a cuyos elementos llamamos los vér-
tices de la grafica, y A(G) es un conjunto de pares no ordenados de vértices,
cuyos elementos son las aristas de la grafica.

El desarrollo de toda nueva teoria es como empezar una novela, los princi-
pios suelen ser un tanto tediosos porque tanto el matematico como el novelista
tienen dar cuenta de los personajes y el contexto en el que se desarrollara la
novela. La grafica es nuestra protagonista.

Una grafica puede o no tener aristas, el vacio ciertamente es un conjunto
de pares no ordenados de vértices porque no podemos exhibir un ele-
mento en A(G) que no sea un par no ordenado de vértices (éste es
un argumento por vacuidad).

Tomemos una grafica cualquiera G = (V(G), A(G)). Si u y v son dos
vértices de G —es decir, si u y v estan en V(G)— y {u, v} estd en A(G),
diremos que u y v son adyacentes. Ya que escribir {u, v} € A(G) puede
resultar un tanto tedioso cuando se trabaja con muchas aristas, diremos
indistintamente que uwv € A(G) o que vu € A(G).

La relacion de ser adyacentes o de adyacencia es la més importante
dentro de la teoria de las graficas y a causa de ello tenemos muchas formas
de decir que dos vértices son adyacentes.

Si{u, v} es una arista de G —es decir, {u, v} estd en A(G) y esto implica
que u y v tienen que ser vértices de G—, diremos que u es vecino de v y que
v es vecino de u. Mas atn, u y v son los extremos de la arista {u, v}.

Nuestra graficas pueden venir de muchos lados y las aristas pueden repre-
sentar cosas distintas —como en Facebook, en el que las aristas representan
que dos vértices son amigos— pero cuando estemos en el contexto de la
teoria de las graficas, nos referiremos de forma general como la relacion de
adyacencia.

Las graficas se pueden dibujar y ésta es una de las propiedades cruciales
de ellas (tanto asi que las llamamos grificas). Para la mayor parte de las
subareas de la Teoria de las Graficas no nos importa como dibujemos las
graficas (pero en algunas si importa). Sin embargo, un buen dibujo puede
facilitarnos la tarea de entender o resolver un problema.

1?2Qué va aqui?



2.3. LOS GRADOS DE LOS VERTICES 19

Dos aristas que se crucen no forman ni dan lugar a un vértice.

Hay muchas formas de dibujar gréaficas y de dibujar aristas.

Muchas veces, que se nos ocurra una soluciéon a un problema o como dar
una prueba dependerd de que hagamos un dibujo apropiado de la grafica.

2.3 Los grados de los vértices

Consideremos una gréafica G de orden n. Dado un vértice u en G, la vecindad
de u es el conjunto de todos los vecinos de v y la denotamos por Ng(u). El
nimero de vecinos de u es el grado de u y lo denotamos por dg(u).

.,Qué tan grande o tan chico puede ser el grado de un vértice? Para
cualquier vértice v, podria pasar que v no tenga vecinos o podria pasar que
el resto de los vértices de GG sean sus vecinos. Recordemos que v no puede
ser vecino de si mismo. Asi, tenemos que

OSdG(U)Sn—l

Cuando dg(v) = 0 decimos que v es un vértice aislado.

2.3.1 La suma de los grados
Si e es una arista de GG, sabemos que existen dos vértices x y y tales que
e =xy.

Ya que y es un vecino de z, el vértice y contriuye en una unidad en el grado
de x y, de la misma forma, el vértice x contribuye en una unidad en el grado
de y. Es decir, cada arista e contribuye en una unidad en el grado
de cada uno de sus extremos, que son dos. Por tanto, si sumamos los
grados de todos los vértices, estaremos considerando cada arista dos veces.

Si V(G) = {vy, vg, ..., v} y m es el tamaiio de G, tendriamos que
Z dg(v) = dg(’Ul) + dg(Ug) + -+ dg(’Un) = 2m.
veV(G)

Enunciémoslo y probémoslo formalmente.

Teorema 7. Si G es una grdfica de orden n y tamano m con V(G) =
{v1,v9,...,0,} entonces

d(;(’Ul) + d(;(’Ug) + - F dg(l)n) = 2m.
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Demostracion. Consideremos una grafica G de orden n, con V(G) = {vy, vs,
..., Un}, y tamano m. Haremos la prueba por induccion sobre m, el tamanio
de G.

Caso base. Cuando m = 0, G no tendra ninguna arista. Por lo tanto,
para todo i € {1, 2, ..., n} tenemos que dg(v;) = 0.

Cuando m = 1, GG tiene exactamente una arista. Por lo tanto, existiran
exactamente dos vértices cuyo grado sea uno y el resto tendran grado cero.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que dg(vy) = dg(ve) = 1y de(v;),
para todo ¢ € {3, 4, ..., n}. Asi, tenemos que

1+1+0+---+0=2=2m.

Hipétesis de induccién. Fijemos dos naturales n y m, con 1 < m <
@ y supongamos que para toda grafica G’ de orden n, con V(G’) = {vy,
Vg, ..., Up}, ¥y tamano m’ con m’ < m tenemos que

dG/ ('Ul) + dG/(UQ) + - dG/ (’Un) = 2m'.

Paso inductivo. Consideremos una grafica G de orden n y tamano m.
Ya que m > 1, tenemos que |A(G)| # 0. Asi, tomemos una arista e € A(G).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que e = vlvgB Construiremos
una nueva grafica G' que satisfaga nuestra hipotesis de induccion con V(G') =
V(G) y A(G') = A(G) \ {e}.

Notemos que el orden de G’ es n y su tamanio m’ = m — 1. Ya que la
tnica diferencia entre Gy G’ es la arista e, los tnicos vértices que cambian
de grado son vy y vy. Asi, tenemos que

der(v1) = dg(v1) — 1,

der(v2) = dg(v2) — 1,
de/(v;) = dg(v;) para todo i € {3,4,...,n}.

Por hipotesis de induccion y al substituir las equivalencias previas, tene-

2Aqui, sin pérdida de generalidad significa que podemos renombrar los vértices. Es
decir, sabemos que e = v;v; y siempre podemos intercambiar las etiquetas de vy y v; asf
como de vy y vj.
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mos que
d(;/ (Ul) —+ dgf (Ug) —+ dGr (U3) + -t dG’ (Un) = 2m’
(da(v1) = 1) + (dg(v2) = 1)+ da(vs) + -+ + da(vn) = 2m’
dg(v1) + dg(ve) + dg(vs)+---+dgv,) -2 = 2m/
dg(vl) + d(;(vg) + dg(’Ug) + -+ dg(vn) = 2m’ + 2
de(v1) + da(vs) + dg(vs) 4+ -+ dg(vy) = 2(m' +1)
dg(vl) —+ dg(vg) + dg(’U3) 4+ 4 dg(vn) = 2m

O

Como consecuencia de este teorema obtendremos un resultado sobre el
numero de vértices de grado par e impar en una grafica. A veces, en vez de

decir vértices de grado par, s6lo diremos vértices pares y lo mismo para los
impares. Dada una grafica G = (V(G), A(G)), definamos:

Vi ={v: dg(v) es impar}

y
Vo ={v: dg(v) es par}.

Claramente, V; UV, = V(G) y Vi NV, = (. Sabemos que

Proposicion 8 (Suma de enteros impares). Dada una lista de nimeros en-
teros impares ay, ag, ..., ap, la suma

a1+a2+---+ap
es impar st y solo si p es par.

Por otro lado, en el caso de los ntimeros enteros pares la situacion es
mucho mas simple.

Proposiciéon 9. Dada una lista de niumero enteros pares by, by, ..., by,
stempre se tiene que su SUMa

by +by+---+ b,
es un entero par.
Y asi tenemos que

Corolario 10 (Numero de vértices de grado impar). El nimero de vértices
de grado impar es par.

Para la prueba basta con partir los vértices en dos conjuntos y utilizar el
teorema [7]



22 CAPITULO 2. INTRODUCCION

2.3.2 Grados minimos y maximos

Dada una grafica G = V(G), A(G)) con V(G) = {v1, va, ..., v,}, sabemos
que el conjunto

{d(;('Ul), dg(’Ug), e ,dg(’l}n)}

es un subconjunto de los ntimeros naturales. El grado minimo de G es el
menor de los grados de entre todos sus vértices y lo denotamos por 6(G) y
el grado mdximo de G es el mayor de los grados de entre todos sus vértices
y lo denotamos por A(G). Es decir,

)(G) = min{dg(v1),dg(ve), ..., da(va)}

A(G) = méx{dg(v1),dg(v2), ..., da(v.)}-

2.3.3 El principio del palomar

Imaginemos que tenemos ciento y un palomas y cien pichoneras. Si aco-
modamos —como sea que queramos— las ciento y un palomas dentro de las
cien pichoneras, nos encontraremos con que en al menos una de las pichoneras
hay al menos dos palomas.

Lo anterior parece cierto pero la cuestion seria jcémo lo probamos? Te-
nemos dos conjuntos, C' el de las palomas y P el de las pichoneras. Ya que
estamos poniendo a cada paloma en una pichonera, tenemos una funcién

f:C— P.

Lo que queremos mostrar es que hay dos palomas que quedan en la misma
pichonera, es decir, a y b en C' tales que

f(a) = f(b).

Es decir, queremos mostrar que la funciéon f no es inyectiva.

Sin embargo, es claro que la funcién f no puede ser inyectiva. Para ello,
debemos recordar una propiedad de las funciones inyectivas. Consideremos
una funcion

g: A— B.

Si g es una funcién inyectiva entonces

Al < [B].
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La forma contrapositiva dirfa que si |A| > |B| entonces g no es un funcion
inyectiva.

De las hipoétesis de nuestro problema, se sigue que la funcién f no es
inyectiva y, por lo tanto, dos palomas quedan en la misma pichonera. Asi,
tenemos que

Teorema 11 (Principio de la pichonera). Consideremos dos enteros n y
k tales que n > k. Si tenemos una coleccion de n objetos y formamos k
conjuntos, en uno de esos conjuntos habrdn al menos dos objetos.

2.3.4 Toda grafica no trivial tiene dos vértices con el
mismo grado

Definicién 12 (Gréafica irregular). Dada una grafica G, diremos que G es
wrreqular si sus vértices tienen grados distintos.

La grafica que consta de un solo vértice y tiene tamano cero es irregular
(por vacuidad, ya que no podriamos demostrar que no es irregular). Dicha
grafica es la grafica trivial. De orden dos podemos pensar en la grafica que no
tiene arista y la que tiene arista; en la primera sus dos vértices tienen grado
cero y en la segunda sus dos vértices tienen grado uno, por lo cual ninguna
es irregular. ;Qué pasa en el caso en que las grafica que tengan tres vértices?
Si la grafica no tuviese aristas, todos sus vértices tendrian grado cero. Si la
grafica tuviese una sola arista, tendriamos dos vértices de grado uno y uno
de grado cero. Si la grafica tuviese dos aristas, tendriamos dos vértices de
grado uno y uno de grado dos. Y si tuviese tres aristas, tendria tres vértices
de grado dos. En los cuatro casos las graficas poseen dos vértices que tienen
el mismo grado. ;jPasara en general?

Consideremos una grafica G de orden n y tamano m con conjunto de
vértices V(G) = {vy, vg, ..., v,}. Como ya mencionamos arriba, el menor y
el mayor valor que pueden alcanzar el grado son cero y n—1, respectivamente.
Es decir, 0 < dg(u) < n — 1. Pero dg(u) podria tomar cualquier valor en

{0,1,2,...,n—1}

y notemos que en ese conjunto hay n posibles valores, para n posibles vértices.
En principio, cada vértice podria tener un grado diferente.

Pero falta un detalle, ;qué pasa si en la grafica hay un vértice de grado
n — 1, digamos v;? Ya que v; tiene que ser adyacente al resto de los vértices,
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ningun vértice de los que sobran pueden tener grado cero. Es decir,
dg(’Uj) Z 1

para todo j en {1, 2, ..., n}\ {i}. Esto implica que en este caso, los grados
s6lo pueden tomar valores en el conjunto

{1,2,...,n—1},

que tiene tan s6lo n — 1 elementos. Por el principio del palomar, existen dos
vértices v, y v, tales que

de(vy) = da(vy).

Ahora supongamos que la gréafica no tiene vértices de grado n — 1, es
decir, para todo i en {1, 2, ..., n} tenemos que dg(d;) esta en el conjunto

{0,1,...,n—2},

que tiene n — 1 elementos. Por el principio del palomar, existen dos vértices
vp ¥ U, tales que
de(vp) = da(vg)-

Por lo tanto tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 13. La inica grdfica irreqular es la trivial.
Dicho de otra forma,

Proposicion 14. Toda grdfica no-trivial posee al menos dos vértices que
tienen el mismo grado.

2.4 Subgraficas

En mateméticas, cuando definimos un objeto usualmente también definimos
objetos del mismo tipo que viven dentro de él. Dadas dos graficas H =

(V(H), A(H)) y G = (V(G), A(G)), decimos que H es subgrifica de G, y lo
denotamos por H < G, si

e V(H)CV(G)y
o A(H) C AG).
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2.4.1 Ejemplos

Si G es una gréfica, claramente G es subgrafica de GG. Para cualquier vértice
u en G, la grafica ({u}, 0) es subgrafica de G. Si e es una arista de G,
sabemos que existen dos vértices = y y en G tales que e = xy, tenemos que
la grafica ({z, y}, {e}) es una subgrafica de G.

2.4.2 Subgraficas inducidas

Tomemos una grafica G = (V(G), A(G)). Algunas veces tendremos que
prestar atencion a un subconjunto de V(G) en particular, llamémosle S.
. Existen subgraficas H de G que cumplan que V(H) = S? Si, en particular
aquella que no tiene aristas, es decir, H = (S, (). Es facil checar que H’ es
subgréfica de Gy que V(H') = S.

Ahora, de entre todas las subgraficas H de G con V(H) = S, jcudl es la
que més se parece a G? La que tiene todas las aristas posibles (las cuales
dependen de G). La subgrdfica inducida por S en G, que denotamos por
G[S], tiene por vértices el conjunto S y dados dos vértices u y v en S, la
arista uv estd en A(G[S]) si y solo si uv estd en A(G).

A veces puede que no sepamos quién es S pero si que estamos hablando
de una subgrafica inducida. Dada una subgrafica H de G, diremos que H es
inducida si existe un subconjunto C' de V(G) tal que

H 2GS

2.4.3 Eliminacion de vértices

Dada una grafica Gy un subconjunto S de V(G), la grafica G — S se define
como

e V(G-5)=V(G)\Sy
o A(G—S)=A(G)\{e: e € A(G) y e tiene al menos un extremo en S}.

Notemos que A(G — S) = A(G)\{a: a C Sy |a| = 2}.
Cuando S es un conjunto unitario, es decir, si existe un vértice v tal que
S = {v} entonces usualmente escribiremos G —v en vez de G — S o G — {v}.

Proposicion 15 (Subgraficas inducidas y eliminacion de vértices). Si G es
una grifica y S C V(G) entonces

G- S=GV(G)\S]
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2.4.4 Subgraficas generadoras

Si H es subgréfica G, diremos que H es una subgrdfica generadora de G si

2.5 Isomorfismos

Introducimos nuevos objetos mateméticos porque nos interesa estudiar cier-
tas propiedades en particular. En el caso de las graficas, esta propiedad es la
adyacencia. Pero también tenemos que decir cuando a dos de estos objetos
los vamos a considerar de cierta forma iguales con respecto a lo que queremos
estudiar.

Por ejemplo, las graficas Gy = ({z}, 0) y G2 = ({y}, 0) son diferentes (si
suponemos que x # y) pero dan lugar a dibujos muy parecidos: ambos se
pueden representar con s6lo un vértice y sin aristas. Podemos pensar en las
graficas G3 = ({u, v}, {{u, v}) y G4 = {w, z}, {{w, z}). Si las dibujamos,
en ambos casos tendremos dos vértices unidos por una arista.

En ambos casos, para la Teoria de las Graficas las graficas G, y Gy asi
como G3 y Gy se portan igual; formalmente diremos que son isomorfas.

., Qué caracteristicas tendrian dos gréaficas para que, desde la Teoria de
las Graficas, las consideremos iguales?

e Por un lado, nos gustaria que sus conjuntos de vértices fueran iguales

como vértices.

e Por otro, que las adyacencias sean las mismas.

Para que los conjuntos de vértices de dos graficas sean iguales (no como
conjuntos, sino como vértices) al dibujar ambos, tendriamos que poder pasar
de uno a otro, es decir, identificar cada vértice de la primera grafica con
su vértice correspondiente en la segunda gréafica. Es decir, necesitamos una
funciéon de un conjunto que en el otro que sea biyectiva. Y para que las
adyacencias sean las mismas, si dos vértices en una grafica son adyacentes,
sus imagenes en la otra grafica también deben ser adyacentes. Pero no nos
gustaria que aparecieran mas adyacencias en la segunda grafica, es decir, si
dos vértices no son adyacentes en la primera gréafica, sus imégenes tampoco
deben ser adyacentes.

Definicién 16. Dadas dos graficas G = (V(G), A(G))y H = (V(H), A(H)),
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diremos que G es isomorfa a H si existe una funciéon biyectiva
¢:V(G) = V(H)

que cumpla las siguientes propiedades
i. si {u, v} € A(G) entonces {¢(u), p(v)} € A(H)
ii. si{u, v} ¢ A(G) entonces {p(u), ¢p(v)} ¢ A(H).

Las propiedades que pedimos que cumpla la funcién biyectiva son equi-
valentes a pedir que:

{u,v} € A(G) siy solo si{o(u), p(v)} € A(H).

1. Para probar que dos graficas G y H son isomoformas basta con dar la
funcion biyectica y comprobar que efectivamente cumple las condiciones
anteriores.

2. Probar que dos grificas G y H no son isomoformas es bastante
més complicado, en teoria tendriamos que verificar que toda funcion
biyectiva de G a H falla en cumplir alguna de las condiciones anteriores.

Si G y H son dos graficas de orden seis, existen 6! funciones biyectivas
entre sus Vértices@ (es decir, 720 funciones) y tendriamos que revisar que
todas fallan. Imaginense para graficas con cientos o miles de vértices.

Sin embargo, tenemos otros caminos, mas féciles, para asegurar que dos
graficas no son isomoformas. Para ello, en principio, debemos dar propiedades
que si cumplen graficas que son isomorfas.

2.5.1 Algunas propiedades de los isomorfismos

Proposicion 17. Si G y H son dos grdaficas isomorfas entonces:
1. G y H tienen el mismo orden.

1. G y H tienen el mismo tamano.

1i. G posee un tm’dngulc@ sty solo st H posee un triangulo.

3Al primer elemento de G lo podemos mandar a alguno de los seis vértices de H. Para
el segundo, nos quedan cinco opciones y asi seguimos.

4Un triangulo es lo que un- puede esperar que sea un tridngulo: tres vértices u, v y
w tales que u y v son adyacentes, v y w son adyacentes y w y u son adyacentes, para
abreviarlo, son tres vértices que son mutuamente adyacentes.
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w. Para todo entero no-negativo k, existe un vértice u en G de grado k si y
solo si existe un vértice v’ en H de grado k.
St G y H son grdficas isomorfas, lo denotaremos como G = H.

Demostracion. Ya que G y H son isomorfas, por definicion sabemos que
existe una funcién biyectiva

¢:V(G) = V(H)

que satisface que:
e si u y v son dos vértices de G adyacentes en G entonces sus imagenes,
¢(u) y ¢(v), son adyacentes en H y
e si x y y son dos vértices de G que no son adyacentes en GG entonces sus
imégenes, ¢(u) y ¢(v), no son adyacentes en H.
Probemos primero i. Ya que la funcion ¢ es biyectiva, se sigue que V(G)
y V(H) tienen la misma cardinalidad, es decir,

V(G = [V(H)].

Ya que el orden de G se define como la cardinalidad de V(G) y el orden de
H se define como la cardinalidad de H, se sigue que G y H tienen el mismo
orden, que es lo que se afirmaba.

Para probar el segundo inciso, podemos hacer algo parecido a lo anterior.
Las funciones biyectivas nos permiten mostrar que dos conjuntos tienen la
misma cardinalidad Si encontramos una funcion biyectiva de A(G) a A(H),
habremos terminado. Por otro lado, de la definicién de isomorfismo se sigue
de manera natural la existencia de tal funcion.

AG) L A(H)

{u,v} = {o(u), d(v)}

La anterior s6lo es una forma diferente de escribir la funcion ¢*: A(G) —
A(H) y la notacion {u, v} — {é(u), ¢(v)} significa simplemente ¢*({u,
v}) = {o(u), ¢(v)}.

Ahora, para probar que efectivamente G y H tienen el mismo tamano,
debemos mostrar que la funciéon ¢* es biyectiva (lo cual se seguird de la
definiciéon de isomorfismo, que da las propiedades que satisface ¢).
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Primero veamos que ¢* es inyectivaﬁ. Tomemos dos aristas {u, v} y {z,
y} tales que

{o(u), ¢(v)} = {o(x), o(y)}-

Esto quiere decir que: (1) ¢(u) = ¢(x) y ¢(v) = ¢(y) o, al revés, (2) ¢p(u) =
¢(y) vy ¢(v) = ¢(z). Supongamos primero que ¢p(u) = ¢(z) y ¢(v) = B(y).
Como sabemos que ¢ es biyectiva, en particular es inyectiva. Por lo tanto,
u=uxywv=y. Deaqui que {u, v} = {z, y}. Anélogamente, si suponemos
que ¢(u) = ¢(y) vy ¢(v) = ¢(z). Como sabemos que ¢ es biyectiva, en
particular es inyectiva. Por lo tanto, v = y y v = x. De aqcui que {u,
v} = {x, y}. Por lo anterior, la funcién ¢* es inyectiva.

Ahora probemos que la funcién ¢* es suprayectiva@. Tomemos una arista
{z, y} en A(H). Ya que la funcion ¢ es biyectiva, en particular es suprayec-
tiva, es decir, existen dos elementos u y v en V(G) tales que ¢(u) = = y
¢(v) = y. jExiste la arista {u, v} en G? Procedamos por contradiccion. Si
{u, v} no es una arista en GG, de la definicién de isomorfismo se sigue que
{o6(z), ¢(y)} = {z, y} no es una arista en H, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, {u, v} € A(G). Es decir, la funcion ¢* es suprayectiva.

Por lo tanto, la funcion ¢* es biyectiva y Gy H tienen el mismo tamano.

Para el inciso iii, basta con probar que si G posee un tridngulo entonces
H posee un triangulo. El regreso se sigue porque la relacion ser isomorfas
es simétrica. Supongamos, pues, que existen tres vértices diferentes u, v y w
en V(G) tales que {u, v}, {v, w}, {u, w} estdn en A(G). Ya que la funcion
¢ es biyectiva, tenemos que ¢(u), ¢(v) y ¢(w) son tres vértices diferentes en
V(H). Por la definicién de isomorfismo, tenemos que {¢(u), ¢(v)}, {¢(v),
o(w)} y {p(u), p(w)} estan en A(H). Por lo tanto, H posee un triangulo.

Probemos ahora el inciso iv. Igual que en el caso anterior, ya que la
relaciéon de ser isomorfas es simétrica basta con probar la ida de la doble
implicacion. Supongamos que en G existe un vértice u de grado k, donde k
es un entero no-negativo. Probaremos que en H existe un vértice de grado
k. La elecciéon de candidato deberia de ser clara (ya que contamos con poca
informacion): ¢(u). Asi queremos mostrar que dy(¢(u)) = k. Recordemos
que por definicion dy(é(u)) = |Ng(o(u))| v observemos que no sabemos
cuanto vale [Ny (¢(u))|. Mostraremos dos cosas:

®Una funcién f: A — B es inyectiva si para x y y en A se tiene que f(z) = f(y)
entonces xr = y.

6Una funcién f: A — B es suprayectiva si para todo y en B, existe un elemento x en
A tal que f(y) = x.
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o {¢(x): v € Ng(u)}| =ky
o Nu(¢(u)) ={o(x): z € Na(u)}.

Lo primero se sigue de que ¢ es biyectiva. Para la segunda afirmacion
mostraremos las dos contenciones: Ny (¢p(u)) C {o(z): v € Ng(u)}y{o(z): z €
Ng(u)} € Ny(¢(u)). Tomemos y € Ny(¢p(u)), bastaria con probar que
¢ (y) esta en Ng(u) (porque, en tal caso, y = (o1 (y)) € {¢(x): z €
Ng(u)}). Es decir, debemos mostrar que u y ¢~ !(y) son adyacentes; si no
lo fuesen entonces, por la definicion de isomorfismo, tendriamos que ¢(u) y
y = ¢(¢~(y)) no serian adyacentes, lo cual es una contradiccion. O

2.6 Graficas completas y graficas vacias

Si consideramos una grafica de orden uno (es decir, con solo un vértice), a
lo més puede tener cero aristas. Si tiene orden dos, puede tener cero o una
arista. Si tiene orden tres, podria tener cero, una, dos y hasta tres aristas.
,Cuantas podria tener si tiene orden cuatro?

,,Cuél es el mayor nimero de aristas que puede tener una gréafica de orden
n? ;Es un nimero finito o es infinito?

Recordemos que dada una grafica G de orden n con V(G) = {vy, va, ...,
v, }, las aristas de G son parejas no ordenadas de vértices de GG, es decir,
subconjuntos de V(G) de cardinalidad dos. Esto significa que A(G) es un
subconjunto del conjunto potencia de V(G). Por lo tanto,

|AG)| < [PV(G))] = 2.

De aqui sabemos que el nimero de aristas de una gréfica es finito. Ahora
calculemos exactamente cual es la cota superior.

Cada posible arista esta formada por dos vértices distintos en V' (G). ;De
cuantas formas podemos escoger un primer vértice, digamos v;? La i la
escogemos del conjunto {1, 2, ..., n}, que corresponden a los indices de
nuestros n vértices. De aqui que elegimos de entre n opciones.

{Uh_}'

Para el segundo elemento debemos escoger otro vértice pero no puede ser el
mismo v;, ya que tendriamos una pareja de la forma {v;, v;} pero en conjuntos
no nos importan las repeticiones, es decir, {v;, v;} = {v;} y éste no es un
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subconjunto de V(G) de cardinalidad dos. Asi, tenemos que escoger un v,
con jen {1, 2, ...,4}\ {j}. Deaqui que elegimos de entre n — 1 opciones.
Por lo tanto, las posibilidades para elegir {v;, v;} son n(n —1).
Notemos que, con el método anterior, para cualesquiera i y j en {1, 2,
..., n}, con i # j, las parejas
{Ui> Uj}

{vj, vi}
son dos parejas que aparecen en momentos diferentes pero, como aristas, son
la misma. Es decir, las estamos contando dos veces (como cuando sumamos
los grados de todos los vértices). Por lo tanto, el nimero total de posibles
subconjuntos de cardinalidad dos de V(G) es

n(n —1)
—

Teorema 18. Si G es una grdfica de orden n y tamano m, se tiene que

0<m< =1

El argumento anterior es, de hecho, una prueba de este teorema. También
podemos dar la siguiente prueba.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre el orden, es decir,
sobre el nimero de vértices de G.
Caso base. Consideremos una grafica G de orden n y tamano m. Si
n = 1 entonces la grafica no puede tener ninguna arista, es decir, m = 0. Por
otro lado, tenemos que
nn—1) 1(1-1) 0

5~ 2 a3

Y ciertamente tenemos que
0<m <0,

con lo que queda el paso base.
Hipoétesis de induccion. Supongamos que para toda grafica G’ de
orden n’, con n’ < n, y tamanio m’ se satisface que

0<m'<M
R —_— 2 .
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Paso inductivo. Consideremos una grafica G de orden n, con n > 2,y
tamano m. Claramente tenemos que m > 0, por lo que so6lo falta por probar
la otra desigualdad. Tomemos un vértice x en G y definamos G' = G — .
El orden de G' es n’ = n — 1 y su tamafnio es m’ = m — dg(x). Por hipotesis
inductiva, tenemos que

n'(n"—=1) (n—1)(n—2)

/
< —
=T 2

Ademas, sabemos que
m'=m—dg(z) >m—-A(G)>m— (n—1),

es decir,

0

Una grafica de orden n es completa si cualquier par de vértices es adya-
cente y la solemos denotar por K,,. Por otro lado, una grafica de orden n es
vacid] si no posee aristas y la solemos denotar por K,,.

Corolario 19 (Tamarno de las gréficas completas). Una grdfica de orden n
y tamano m es completa si y solo si

n(n—l)'

m = 5

Demostracion. Primero probemos la ida, supongamos que G es una grafica
completa. Entonces para todo vértice v en GG tenemos que

dg(v) =n—1.

Por el teorema [7,

2m= Y de(v)= > (n—1)=n(n-1),
)

veV (G vEV(G)

"El término puede resultar extrafio ya que si tiene vértices pero al menos era usado por
Frank Harary, quien escribié uno de los libros de texto més conocidos sobre graficas.
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por lo tanto
n(n —1)

m = 9

Para el regreso, supongamos que

n(n—1)
—

m =

Supongamos que G no es completa, es decir, existen dos vértices v; y v; en
V(G) tales que vv; ¢ A(G). Definamos la grafica G = G + v;v;. Asi,
tenemos que G’ es una grafica de orden n’ = n y de tamano

n(n —1)

m :m+1:T+1,

pero por el teorema [I8, sabemos que

n'(n'—1) n(n-1)
/

< =
"= 2

lo que es una contradiccion. Por lo tanto G es una gréafica completa. O

2.7 El complemento de una grafica

Dada una grafica G = (V(G), A(G)), el complemento de G, que se denota
por G, es la grafica con conjunto de vértices V(G), es decir V(G) = V(G),

y dados dos vértices u y v en V(G), la arista uv esta en A(G) si y solo si la
arista uv no esta en A(G).

Proposicion 20. Consideremos una grafica G de orden n. Definamos las
grdfica G' como:

e V(G")=V(G) y
e A(G") = A(G) UA(QG).

Se tiene que
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2.8 Independencia

Dada una grafica G = (V(G), A(G)), un subconjunto S de V(G) es indepen-
diente si ningin pareja de vértices en S es adyacentes. Es decir, si G[S] es
una grafica vacia. Por ejemplo, el vacio es un conjunto independiente. Més
aun, para cada vértice u en V(G), el conjunto unitario {u} es independiente.
La cardinalidad del conjunto independiente més grande es la independencia
de G y se denota por a(G). Es decir,

a(G) = max{|S|: S es un conjunto independiente en G}.
Por ejemplo, tenemos que a(K,) =1y a(K,) = n.
Teorema 21 (Independencia y graficas completas). Dada una grifica G de
orden n, a(G) =1 si y sdlo si G es una grdfica completa.

Demostracion. Primero supongamos que a(G) = 1. Es decir, si S es un
subconjunto de V(G) con |S| > 2 entonces S no es independiente. Asi,
para cualquier par de vértices u y v en V(G), el conjunto {u, v} no es
independiente. La tnica arista que puede existir es la que hace adyacentes a
uy v. Es decir, uv estd en A(G). Ya que u y v fueron arbitrarios, se sigue
que cualquier par de vértices en G es adyacente. Por lo tanto, G = K.

Ahora supongamos que G es una grafica completa. Debemos mostrar que
a(G) = 1. Para esto podemos mostrar que si S es un subconjunto de V' (G)
tal que |S| > 2 entonces S no es independiente. Observemos que, ya que G es
completa, para todo subconjunto no vacio 7" de V(G), con |T'| = p, tenemos
que

GT) =2 K,.
Y, cuando p > 2, los tnicos conjuntos de vértices independientes son los
unitarios. Por lo tanto, S no es independiente en G. O

2.9 Graficas bipartitas

El que una grafica sea bipartita es una propiedad relevante que pueden tener
algunas graficas. Dada una grafica G, G es bipartita si existe una particio

8Recordemos que una particion de V(G) en dos conjuntos V; y Va satisface que
2. VinVa=0y
3. UV =V(G).

A cada uno de los conjuntos Vi y V5 se los llama las partes.
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de V(G) en dos conjuntos Vi y V5 —por lo cual también se le llama biparti-
cion— que cumpla que toda arista a en GG tiene un extremo en V; y el otro
en Vs.

Es muy importante recalcar que la definiciéon de grafica bipartita no pide
que existan aristas en la grafica, s6lo pide que aquellas aristas que existan
tengan extremos en partes diferentes. Para probar que una grafica no es
bipartita basta con exhibir una arista que no tenga extremos en partes
distintas, es decir, que sus extremos se queden en la misma parte.

Proposicion 22. Consideremos una grifica G = (V(G), A(G)), G es bi-
partita con particion {Vi, Va} si y sélo si las subgrdificas G[Vi] y G[Va] son
vacias.

Proposicion 23. 5i G = (V(G), A(G)) es una grdfica bipartita con biparti-
cion {Vy, Va}, de orden n y tamarno m tal que

Vil =ay[Va] =0

entonces
m < ab.

Para el teorema que caracteriza las graficas bipartitas, necesitamos de un
resultado sobre ciclos de longitud impar.

Proposicion 24. Todo camino cerrado de longitud impar posee un subcamino
que es un ciclo de longitud impar.

Demostracion. Supongamos que
C= (1’1,1’2, Ce ,l’k,l’k+1),

donde x; = x441. Recordemos que la longitud de C' es (k+ 1) — 1 =k, que
debe ser un nimero impar. En particular, C' no puede ser el camino trivial.
Procedamos por inducciéon. Notemos que no es induccién sobre todos los
naturales k sino solo sobre aquéllos que son impares. ;Y qué pasa cuando
k = 1?7 Tendriamos el «camino» cerrado C' = (x1, 1), el cuél implica que
hay una arista que va de x; a x1, es decir, un lazo pero nuestras graficas no
poseen lazos. Por lo tanto, £ = 1 no es un caso posible. Por lo tanto, el
primer caso posible es k = 3.

Ya que k = 2p + 1 para algin p, podemos pensar la inducciéon sobre p,
conpen {1,2, ...}
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Paso base. Para p = 1 tenemos que k = 3, es decir, la longitud del
camino cerrado de longitud impar es tres. En este caso, probaremos que

C = (xla Tg, T3, xl)

es un ciclo. Es decir, debemos probar que todos los vértices x1, x5 v x3 son
diferentes entre si (hemos exceptuado por el primero y el ultimo que por
definicion de camino cerrado son iguales). Tenemos que:

e Ya que x1 y x5 son adyacentes, son diferentes, es decir, x; # w».
e Ya que x5 y x3 son adyacentes, son diferentes, es decir, xy # 3.
e Ya que x3 y x1 son adyacentes, son diferentes, es decir, x3 # x1.

Asi, los vértices x1, xo y x3 son diferentes entre si y por lo tanto C' = (xq,
T, T3, T1) es un ciclo. Sin embargo, eso no es lo que buscamos pero basta
con recordar que todo camino C' es subcamino de si mismo que es un ciclo
de longitud impar.

Hipétesis inductiva. Supongamos que todo camino cerrado C’ de lon-
gitud impar k' con k' < k posee un subcamino que es un ciclo de longitud
impar.

Paso inductivo. Consideremos un camino cerrado C' = (x1, xa, ..., Tk,
Tjy1), CON T3 = Tpy1, de longitud impar k. Hay dos casos posibles.

Caso 1. Los vértices x1, xa, ..., T son mutuamente distintos. Es decir

) ) Y Y

C es en si mismo un ciclo de longitud impar y C' es subcamino de C, que es
lo que queriamos.

Caso 2. Existen dos enteros i y j en {1, 2, ..., k} tales que i < j y
x; = x;. En tal caso, C|xz;, ;] y C[z;, z;] son dos subcaminos cerrados de C
que satisfacen que:

o O =Clz;, zj] o Clxj, zy].
o [(C) = UCzi, z]) + UClay, @i]).
o I(Clii, 23]) 2 2 ¥ I(Cliy, ]) = 2.

Ya que C' es de longitud impar entonces C[z;, x;] o C|z;, ;] es de longitud
impar (no puede pasar que ambos sean pares o ambos impares). Sin pérdida
de generalidad, supongamos C|[z;, x;] es de longitud impar. Por hipotesis de
induccion, existe un subcamino C” de Clz;, ;] que es un ciclo de longitud
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impar. Faltaria por probar que C’ es un subcamino de C. Pero ser subcamino
es una relacion transitiva y ya que Cf[z;, ;] es subcamino de C, se sigue que
C" es subcamino de C. O

Teorema 25 (Una caracterizacion de las graficas bipartitas). Consideremos
una grdafica no-trivial G, G es bipartita si y solo si G no posee ciclos de
longitud impar.

Pensemos en una grafica bipartita G = (V(G), A(G)) con biparticion
{V1, Va}. ;Qué pasa si coloreamos los vértices de G' con color azul si estan
en Vi o con color rojo si estan en V57 ;Como se veran las aristas —si es
que las tienen—7? Cada arista tiene que se bicolor, no pueden haber aristas
monocromaticas. En cualquier trayectoria o ciclo, los colores de sus vértices
alternaran entre rojo y azul —o entre azul y rojo—. Esto implica que no
pueden existir ciclos de longitud impar.

Demostracion. Primero supongamos que G es bipartita. Ya que G es bi-
partita, sabemos que existe una biparticion {V;, V2} de V(G). Supongamos
que los vértices en V; los pintamos color azul y los vértices en V5 los pinta-
mos color rojo. Ya que queremos probar que todo ciclo es de longitud par,
consideremos un ciclo

C = (1’1,1’2, Ce ,l’k,l’k+1),

donde xp11 = 1. Notemos que la longitud de C' es (k+ 1) — 1 = k. Asi,
queremos probar que k es par.

El vértice x; es azul o rojo —es decir, estd en V; o en Vo—; supongamos
sin pérdida de generalidad que x; es azul. Probaremos que i es par si y s6lo
si x; es rojo. Asi, queremos probar que:

e si ¢ es par entonces x; es rojo y
® Si x; es r0jo entonces ¢ es par.
La contra positiva de la segunda implicacion es:

e si i no es par entonces z; es azul, es decir, si ¢ es impar entonces x; es
rojo.

Ya que son logicamente equivalentes, basta con probar que:

e si ¢ es par entonces x; es rojo y
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e si ¢ es impar entonces x; es azul.

Hagéamoslo por induccién sobre 4.

Paso base. Si i = 1, tenemos que probar que x; es azul. Pero asi lo
supusimos. Si ¢ = 2, tenemos que probar que xs es rojo. Pero ya que z1 y 2o
son adyacentes —lo sabemos porque son consecutivos en el ciclo—, la grafica
es bipartita y x; es azul, se sigue que x5 es rojo.

Hipétesis inductiva. Supongamos que para todo ¢’ con i’ < i tenemos
que si 7' es par entonces zy es rojo y si &’ es impar entonces x; es azul.

Paso inductivo. Consideremos i y definamos ¢/ = i — 1. Si i es par
entonces i es impar. Por hipotesis inductiva, z; es azul. Pero ya que x
y x; son adyacentes en una gréafica bipartita, se sigue que x; es rojo, que es
lo queriamos probar. Si, por otro lado, ¢ es impar entonces i’ es par. Por
hipoétesis inductiva, x; es rojo. Pero ya que x; y x; son adyacentes en una
grafica bipartita, se sigue que x; es azul, que es lo queriamos probar.

De lo anterior, se sigue que x; es rojo si y solo si ¢ es par. Ya que z; es
azul y xp y z; son adyacentes en una grafica bipartita, se sigue que xj es
rojo. Por lo tanto, k es par, que es lo que queriamos probar.

Ahora probemos el regreso, si todo ciclo en G es de longitud impar en-
tonces la gréfica es bipartita. No sabemos si GG es 0 no conexa pero si sabemos
que todo ciclo en cada componente de G es de longitud impar. Si probamos
que cada componente es bipartita entonces tendremos que toda la gréfica lo
es. Asi, podemos suponer sin pérdida de generalidad que G es conexa. Lo
importante en una grafica bipartita es dar la particiéon en dos conjuntos V;
y V5. Para ello, tomemos un vértice u en G. Pongamos a u en V;. Todos
los vecinos de u no podrian estar en Vi, por lo tanto, los pondremos en V5.
., Qué pasaria con los vecinos de los vecinos de u? Esos no podrian estar en
V5, tendrian que estar en V;. O

2.10 Graficas regulares y cubos

Una gréafica G es k-regular o simplemente regular si para todo vértice u en
G se tiene que dg(u) = k.

Definiciéon 26. El k-cubo, para un entero k con k > 1, que tiene por con-
junto de vértices todas las k-adas con entradas cero y uno y dos vértices son
adyacentes si y solo si difieren en exactamente una entrada. La denotamos
como Q.
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Ejemplo 1. Para k = 1, tenemos que V(Q1) = {(0),(1)} v A(Q1) = {{(0),
(1)}}. Es decir, 0~

Ejemplo 2. Para k = 2, tenemos que V(Qg) {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}
y A(Q2) = {{(0,0), (0, D}, {(0, 1), (1, )}, {(1, 1), (1, 0)}, {(1, 0), (0, 0)}}.

Es decir, () es un cuadrado.

FEjemplo 3. Para k = 3, obtendremos que ()3 se ve como un cubo.

2.11 Las matrices de adyacencia e incidencia

A cada grafica podemos asignarle matrices de diferentes formas, a contin-
uacion presentaremos dos. Para ello es necesario fijar de antemano los nom-
bres que les daremos a los vértices y a las aristas.

Definiciéon 27. Consideremos una grafica G = (V(G), A(G)), de orden n y
tamano m, y fijaremos etiquetas a los vértices y a las aristas:

[ J V(G) = {’Ul, V2, ..., Un} y
L4 A(G) = {al, as, ..., am}.
La matriz de adyacencia de G esta definida como
A(G) = [ay],

donde
1 siwv; y v; son adyacentes
a;; = )
Y 0 siv; y vj no son adyacentes.

Ejemplo 4. Consideremos la grafica G dada por
V(G) = {/U17 V2, U3, V4, U5}

A(G) = {a1 = v1v9, ag = vau3, a3 = V304, Ay = V4V, A5 = V3Us}.

U1

v2

V4

>

—~

)

~—

I

S

w
O = O = O
OO = O
=0 = O
OO = O
O O~ OO

U5
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Definicién 28. Consideremos una grafica G = (V(G), A(G)), de orden n y
tamano m, y fijaremos etiquetas a los vértices y a las aristas:

[ J V(G) = {Ul, Vo, ..., Un} y
® A(G) = {al, as, ..., am}.
La matriz de incidencia de G esta definida como
I(G) = [ai;],
donde

1 si el vértice v; incide en la arista e;
a;; = i . o .
K 0 si el vértice v; no incide en la arista e;.

Ejemplo 5. Consideremos la grafica G dada por

V(G) = {01>U2>U3,U4,Us}

Yy
A(G) = {al = U3Us, A2 = VU1U4, A3 = VU3V4, A4 = VU3, A5 = 0102}-

ay a2 a3 a4 as
v 0O 1 0 0 1
v2 0 0 0 1 1
I(G)= v 1 0 1 1 0
vy 0O 1 1 0 O
vs 1 0 0 0 O

Ejercicios

1. Describe un grupo de cinco personas, en el cual cualesquiera dos de sus
miembros tienen exactamente un amigo en comun. ;jPuedes encontrar
un grupo de cuatro personas con la misma propiedad?

2. Prueba el corolario [I0]

3. Dada una gréfica G, definamos el grado promedio de G como

d(G):% S da(w).
)

veV (G
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9.
10.

Prueba con todo detalle que

5(Q) < d(G) < A(Q).

Muestra que no existe una grafica con siete vértices de grado:

(a) 3,3,4,4,5,5,5.
(b) 1,2,3,4,5,6, 1.
(c) 0,2,2,3,4,5,6.

Dibuja todas las graficas de orden cinco, salvo isomorfismos.

Consideremos cualquier ntimero natural n con n > 4. Demuestren que
existen dos graficas G; y G5 de orden n tal que para cualquier par de
aristas a; y ag en A(K,) se tiene que

K, —{a1,a} = G4

Kn — {0,1, ag} = GQ.

n(n—1)
2

Dada una grafica G de orden n y tamano m, m = — 1 siy sélo

si G =2 K,, — a, donde a es cualquier arista de K.

.Las siguientes tres graficas son o no isomorfas? Argumenta por qué
no o prueba por qué si.

Muestra que la siguiente grafica es autocomplementaria:

Muestra dos graficas, con seis vértices, tal que todos sus vértices tengan
M) b
grado dos pero que no sean isomorfas entre si.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Muestra que si G es autocomplementaria entonces su orden es multiplo
de cuatro o multiplo de cuatro mas uno.

Si G es una grafica bipartita, prueba que

02 [2]

Recuerda que dado un ntmero real z, el techo de x, que se denota por
[x], es el menor entero n tal que z < n.

Dadas dos gréaficas G y H, prueba que G y H son isomorfas si y s6lo si
G y H son isomorfas.

Considera una subgrafica i de una gréfica dada G, . H es subgrafica
de G? Pruébalo o da un contraejemplo.

Muestra que el complemento de una grafica bipartita no necesariamente
es bipartita.

Prueba con la matriz de incidencia que la suma de los grados de los
vértices de una grafica es igual a dos veces el niimero de aristas.
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Caminos y conexidad

Lo que nos interesa en una grafica es saber cuando dos vértices son o no
adyacentes. Por lo general encontraremos muchas parejas de vértices que no
son adyacentes; sin embargo, a veces existe una manera de llegar de uno de
esos vértices al otro. ;Como? Moviéndonos de un vértice a otro y a otro de
forma tal que siempre demos los pasos por medio de una arista, partamos
de uno de nuestros vértices que escogimos y lleguemos al otro.

En la grafica[3.]l nos gustaria que

a—c—b—f—g—u
fuese un camino del vértice a a al vértice u. También nos gustaria que
a—c—b—f—c—b—g—u
fuese una trayectoria de a a u. En cambio,
a—b—c—f—-—c—-b—g—u

no nos gustaria que fuera un camino, ya que los vértices a y b no son adya-
centes. De esto podemos concluir que el orden en el que ponemos los vértices
sf importa. La estructura matematica que nos permite expresar listas de
cosas en las que el orden importa son las sucesiones. Justamente la carac-
teristica de las sucesiones es que sabemos quién es el primer elemento, el
segundo elemento y asi.

Definicion 29. Dada una grafica G = (V(G), A(G)), un camino en G es
una sucesion (z1, Zo, ..., Ty_1, T,) donde cada z; estd en V(G), para todo i
en {1,2, ..., p—1, p} y el vértice z; es adyacente al vértice =, para todo

ien{l,2,....,p—1, p}.

43
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Figura 3.1: Una grafica G

Asi, (a, ¢, b, f, g, u) y (a, ¢, b, f, ¢, b, g, u) son los caminos que
mencionamos arriba.

Dos sucesiones —en general— son iguales si y s6lo si son iguales entrada a
entrada (es decir, sus primeros elementos deben de ser iguales, sus segundos
elementos deben de ser iguales y asi). Recordemos que las parejas ordenadas
son sucesiones de dos elementos y dos parejas ordenadas son iguales si y solo
si son iguales entrada a entrada.

Ya que los caminos en particular son sucesiones, dos caminos son iguales
si y solo si son iguales entrada a entrada. Es decir, si difieren en tan solo una
entrada entonces son diferentes.

A los caminos podemos asignarles una longitud. En particular, nos gus-
taria que el camino no me muevo (a) tenga longitud cero y el camino formado
por una sola arista (a, ¢) tenga longitud uno.

Definicién 30. Dado un camino C' = (z4, @9, ..., Tx_1, T)) en una grafica
G = (V(G), A(G)), la longitud de C, que denotamos por [(C'), es el ntimero
de aristas que el camino recorre contando todas las veces que pasemos por una
misma arista. Ya que cada vez que pasamos de un vértice a otro recorremos
una arista, tendremos que [(C') = k — 1 (que es el nimero de veces que
pasamos de un vértice a otro en C').

Los caminos formados por un solo vértice se llaman caminos triviales. Un
camino que empieza y termina en el mismo vértice es cerrado y si empieza y
termina en vértices distintos es abierto. Los caminos triviales son cerrados.
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Un camino C' = (u = 1, X2, ..., Tk_1, T = V) €s un (u, v)-camino y u y v
son los extremos de C.

Ahora supongamos que existe un camino entre dos vértices dados, jqué
tanto nos dice ese camino sobre esos dos vértices? Pues al menos hay una
forma de llegar de un vértice al otro. ;Podria decirnos algo la longitud del
camino sobre esos vértices? No. Los vértices podrian estar muy «cercay
—aunque todavia no hemos definido que significa que estén cerca—. Incluso
podrian ser adyacentes.

Por lo anterior es necesario definir nuevos tipos de caminos que nos den
mas informaciéon. ;Qué problema tienen los caminos, por qué no son buenos
para darnos informacioén sobre la relacion entre un vértice y otro? Porque po-
drian pasar varias veces por el mismo vértice o por la misma arista. Entonces
podemos definir dos tipos de caminos: los paseos y las trayectorias.

Un paseo es un camino que no repite aristas y una trayectoria es un camino
que no repite vértices. ;Cual es la relacion entre paseos y trayectorias con
los caminos? Los paseos y las trayectorias son caminos, jpor qué? porque
asi los definimos.

Ahora, jcudl es la relacion entre paseos y trayectorias? jSera que todos
los paseos son trayectorias, que las trayectorias son paseos o no se relacionan
entre ellos? Para responder a la pregunta, notemos que si un camino repite
aristas —es decir, no es paseo— entonces necesariamente debo pasar varias
veces por los extremos de las aristas que repite, es decir, el camino repite
vértices. Acabamos de mostrar que si un camino no es un paseo entonces
no es una trayectoria. En su forma contrapositiva, dirfamos que si un
camino es una trayectoria entonces es un paseo o, para ser breves,
toda trayectoria es un paseo.

Los paseos y las trayectorias tienen una longitud porque en particular
son caminos. Los paseos pueden ser abiertos y cerrados pero hay solo una
trayectoria que es cerrada: la trivial. Todas las demas son necesariamente
abiertas porque por definiciéon las trayectorias no repiten vértices.

3.1 Caminos dentro de caminos

Sabemos que toda trayectoria es un camino pero el reciproco por lo general
no es cierto, es decir, no todo camino es una trayectoria. Sin embargo,
tiene sentido pensar que si entre dos vértices hay un camino, ahi dentro debe
existir una trayectoria entre esos dos vértices —si podemos quitar los vértices
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que aparecen repetidamente—. Es decir, dentro de todo (u, v)-camino debe
existir una (u, v)-trayectoria.

Primero hay que definir qué significa que un haya un camino dentro
de otro camino —y el nombre natural para tales estructuras es el de sub-
camino—. Recordemos que los caminos son sucesiones y tenemos la nocion
de subsucesion. Defindmosla informalmente. Supongamos que tenemos la
siguiente sucesion, obtenida de la grafica G en la figura 3.1k

(a,c, f,9,0, f,g,u)

y tachemos algunos de sus elementos

(a,c, Rg, bRy, u).

Al escribir los elementos restantes en el mismo orden en el que aparece
obtenemos una subsuceston de la sucesion de la que partimos:

(a7c7g?g?u)'

Este ejemplo muestra que no toda subsucesion de un camino es un
camino. Asi podemos definir:

Definicién 31. Dado un camino C' = (x4, x9, ..., Tx_1, T)) en una grafica
G = (V(G), A(G)), un subcamino de C' es una subsucesion C” de C' tal que

C’ es un camino y todas las aristas que estan C’ también estan en C.

Notemos que toda camino es subcamino de si mismo.
Al principio dijimos que «dentro de todo (u, v)-camino debe existir una
(u, v)-trayectoria», que formalmente seria:

Proposicion 32. Todo (u, v)-camino posee un subcamino que es una (u,
v)-trayectoria.

Demostracion. Hagdmoslo por induccion sobre la longitud del (u, v)-camino
C=(u=uzy, 29 ..., Tp_1, T = 0).
Caso base. Si l(C) = 0 entonces k = 1, es decir, C = (u = z; = v).
Claramente, C' es un subcamino de C'y C' es una (u, v)-trayectoria.
Revisemos un par de casos més para ver qué pasa. Si [(C') = 1 entonces
k = 2, es decir, C = (u = w1, x5 = v). (Podria pasar que u = v y asi

Porque recordemos que lo importante en la sucesiones es su orden, es decir, saber
quien esta detras y quien esta adelante en la sucesion.
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tengamos que C' = (u, u)? Por la definiciéon de camino, tendriamos que u es
adyacente a u, es decir, habria un lazo en wu; ésto no es posible ya que por
definicién G no tiene lazos. Por lo tanto, necesariamente tenemos que u # v,
es decir, C' es una (u, v)-trayectoria. Ya que también C' es un subcamino
de si mismo, tenemos lo que queriamos. Si, en cambio, [(C) = 2 entonces
k=3yC = (u=mx, xs, x3 = v); tenemos dos posibilades: u y v son o
no iguales. Si son iguales, C' = (u = v) es un (u, v)-subcamino de C' que
es una (u, v)-trayectoria. Si no son iguales, notemos que también u y xo
deben ser diferentes, porque en G no hay lazos, y por la misma razon x,
y v son diferentes. Por lo tanto, C' es un subcamino de C'y C' es una (u,
v)-trayectoria.

Hipétesis inductiva. Supongamos que todo (u, v)-camino C’ con
[(C") < I(C) = k — 1 posee un subcamino que es una (u, v)-trayectoria.

Paso inductivo. Consideremos el (u, v)-camino C' = (u = 1, X9, ...,
Tp_1, Tp = V).

Si todos los vértices en C' son mutuamente diferentes entonces C' es un
subcamino de C' que es una (u, v)-trayectoria. Asi pues, supongamos que
hay al menos un par de vértices iguales en C'. Esto implica que existen dos
nameros i y j en el conjunto de indices del camino {1, 2, ..., k — 1, k} tales
que i < j y x; = z;. Construyamos un (u, v)-subcamino propio de C,

!/
¢ = (U =1, 22y -+ -3 Xi—1,T; = Tj, Tjqly--- 7%—1,%)-

«Eliminamosy» de C' el subcamino (x;, 41, ..., -1, ;) que tiene longitud
j—1 (y ya que i < j, tenemos que j — i es estrictamente mayor que cero).
Asi, la longitud de C” es la longitud de C' menos j — 1, es decir, ((C") < [(C).
Por lo tanto podemos aplicar la hipotesis inductiva, C’ posee un subcamino
C" que es una (u, v)-trayectoria.

So6lo nos falta verificar que C” es un subcamino de C' (s6lo sabemos que
C"” es subcamino de C”). También sabemos que C’ es un subcamino de C.
Notemos que si en C' tachamos todos los elementos que tachamos de C' para
obtener C" y de C' para obtener C”, obtendremos C”. Por lo tanto, C” es
un subcamino de C' que es una (u, v)-trayectoria, que es lo que queriamos
probar. O

., Cuéndo se prodrian pegar dos caminos, digamos C; y C5 de forma tal
que obtengamos un nuevo camino C'7 Mas atn, nos gustaria que tanto C}
como C5 puedan verse como subcaminos de C'y, todavia méas, que [(C) =

[(Ch) + 1(Cy).
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Supongamos que C} es el (u, v)-camino (v = ag, ay, ..., a, = v) y que
Cy es el (x, y)-camino (x = by, by, ..., by =y).

Una condiciéon que pueda permitir pegarnos C y Cy seria que los vértices
vy x sean adyacentes. En ese caso, ciertamente la sucesion

/
C'=(u=ap,ay,...,ap =0,byg =x,b1,...,b,)

es un camino en GGy, mas aun, es facil checar que tanto C; como C5 son
subcaminos de C. ;Cual es la longitud de C'? Como C’ recorre tanto C}
como Cjy, tenemos que

1(C") > 1(C) + 1(Cy).

. Qué otras aristas recorre C'? Si revisan, C” s6lo pasa por una arista maés.
Es decir, tenemos que

Z(Cl) = 1(01) + l(Cz) + 1,

que no es lo que queriamos.
Por lo anterior, debemos buscar otra condiciéon que si nos sirva. §Qué
pasa, si en vez de pedir que v y x sean adyacentes, pedimos que sean iguales?

Definicién 33. Dados dos caminos Cy = (v = ag, a1, ..., ap =v) y Cy =
(x = bg, b1, ..., by = y) que satisfagan que v = z, la concatenacion de C; y
C5 es el camino

CioCy=(u=uap,a1,...,ap=v=20=by,by,...,b, =y).

Definicién 34. Nos falta por introducir una notacién mas sobre caminos.
Supongamos que
P = (zg,x1,...,%x)

es un camino en una grafica dada G y que i y j en {0, 1, ..., k} satisfacen
que i < j. El (z;, xj)-subcamino es

P[ZE’Z’,[L']'] = (l’i,l’i+1, Ce ,[L’j_l,l’j).

Definicion 35. Nos falta por introducir una notacién mas sobre caminos.
Supongamos que
P = (zg,x1,...,%x)

es un (g, x)-camino, al recorrerlo en el sentido opuesto
-1
P~ = (Ilmxk—h <y Lo, $1)

obtenemos un (zy, x;)-camino.
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Proposicion 36. Dados una grifica Gy un camino C' = (ag, a1, ..., ax)
en G, si i estd en {0, 1, ..., k} entonces:

1. C = Clag, a;) o Cla;, ax] y
2. 1(C) =1(Clag, a;]) +U(Cla;, a]).

Proposicion 37. Si P es un camino en una grifica dada G, entonces se
tiene que

3.2 Ciclos

Aunque no existen trayectorias cerradas distintas de las triviales, no es difi-
cil pensar en caminos cerrados que son como trayectorias (y no son nada
triviales), se llaman ciclos.

Definicién 38. Un ciclo es un camino cerrado no-trivial y que no repite
vértices, salvo el primero y el tltimo.

Asi, todo ciclo debe de tener longitud al menos tres.

No todas las graficas tienen ciclos, es facil imaginar muchas que no los
tienen. Esas graficas son una familia que luego estudiaremos: los arboles.

Como pasaba con las trayectorias y los caminos, todo ciclo es un camino
cerrado pero no todo camino cerrado es un ciclo. ;Sera que todo camino
cerrado posee un subcamino que sea un ciclo?

La respuesta es no, no todo camino cerrado posee un ciclo. Pensemos, por
ejemplo, en la grafica G que aparece en ??7. Tenemos que la sucesion (a, b, c,
d, e, d, c, b, a) es un camino cerrado en GG. Sin embargo G no tiene ningin
ciclo. jPuedes dar més ejemplos de caminos cerrados que no impliquen la
existencia de un ciclo?

Si agregamos una condiciéon més, podemos asegurar que existen ciclos.

Teorema 39. Dada una grifica G, si C' es un camino cerrado de longitud
impar en G entonces existe un subcamino de C' de longitud impar que es un
ciclo.

Demostracion. La prueba es por induccion sobre la longitud de C'. Ya que
no tenemos lazos, el camino cerrado de longitud impar mas pequeno sera de
longitud tres.
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Caso base. Supongamos que la longitud de C' es tres, asi tenemos que
C= (’U()a U1, V2, UO)-

Ya que vyv; es una arista de G, tenemos que vy # v;. Como vivy es otra
arista, tenemos que v; # vy. Y, finalmente, ya que vyvy también es arista,
tenemos que vy # vy. Por lo tanto, C' es un ciclo.

Hipotesis induccioén. Para un entero impar k con k > 3, supongamos
que todo camino cerrado C’ de longitud impar menor que k£ posee un sub-
camino que es un ciclo.

Paso inductivo. Tomemos un camino cerrado de longitud impar k,
llamémosle C'. Digamos quién es,

C = (vo,v1, -+, Vg1, 0)-

Counsideraremos dos casos.

Caso 1. Paratodo i, j € {1,2,..., k— 1} con i # j se tiene que
Vi # Uj
entonces C' es un ciclo por definicion.
Caso 2. Existen i, j € {1, 2, ..., k— 1} con i # j se tiene que
v = v;.

Asi, podemos descomponer C' en los siguientes caminos cerrados:

!/
C = (UZ', Vit1y .- - ,Uj_l,’l}j)
y
I
"= (Uju Vjtty - , Vi1, Vj)
Observemos que
C=Co(C".

Por la proposicion [36] sabemos que
1(C) =1(C") +1(C")

y ya que [(C) es impar, [(C") o [(C") debe de ser un nimero impar. O
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3.3 Conexidad

Una grafica es conexa si esta formada por una sola pieza. Formalmente

Definicién 40. Una grafica G = (V(G), A(G)) es conexa si para entre
cualquier par de vértices u y v de GG, existe un camino que va de u y llega a
v, es decir, un (u, v)-camino.

Si una gréfica no es conexa entonces decimos que es inconexa o que estd
desconectaddd.

Notemos que la grafica K7, es decir, aquella formada por s6lo un vértice es
conexa, porque satisface la definicion de conexidad (cualesquiera dos vértices
seran el mismo y entre ellos ciertamente existe el camino trivial).

La conexidad es una de la propiedades mas importantes de las graficas,
ya que en muchos casos nos permite fijarnos sélo en aquellas partes de una
grafica que estan formadas por una pieza.

Definicién 41. Dada una grafica G = (V(G), A(G)) —conexa o no—,
consideremos dos vértices u y v en V(G). Diremos que u y v estdn conectados
(v lo denotaremos por u ~ v) si existe un (u, v)-camino en G.

Proposicion 42. La relacion de «estar conectadosy es de equivalencia.

Demostracion. Tenemos que probar tres cosas, que la relacion de «estar
conectados» es:

(i) reflexiva,

(ii) simétrica y

(iii) transitiva.

Primero probemos que la relacion «estar conectados» es reflexiva, es
decir, debemos probar que para todo vértice u en V(G) se tiene que u ~ u.
Para ello, basta con exhibir un (u, u)-camino: el trivial (u).

Ahora probemos que la relacion es simétrica, es decir, que siempre dados
dos vértices u y v en V(G) se tenga que u ~ v, también es cierto que v ~ u.
Por hipotesis, sabemos que existe un (u, v)-camino, sea P = (u = x, 1,
..., Ty = v). Para probar que v ~ u, por la definicién de «estar conectados»
debemos exhibir un (v, u)-camino en G y ya tenemos un candidato natural:

Pl=@W=uap,14_1,...,01,70 = u).

2En México solemos decir «disconexa» aunque no es estrictamente el término apropiado
—vy se puede usar—.
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Ahora debemos mostrar que efectivamente P~! es un (v, u)-camino: es una
sucesion de vértices, pues P lo es; cualesquiera dos vértices consecutivos en
P~! son adyacentes porque esos dos vértices también son consecutivos en P
—aunque volteados— y como es un camino, son adyacentes y, finalmente,
empieza en v y termina en u.

Finalmente, probemos que la relacion es transitiva, es decir, que si te-
nemos tres vértices u, v y w tales que

U~VY VU~ W,

entonces debemos mostrar que u ~ w. Es decir, sabemos que existen un (u,

v)-camino P; y un (v, w)-camino P,. Asi, Py o P, es un (u, w)-camino y, por
lo tanto, u ~ w.

Por todo lo anterior, la relacion de «estar conectados» es de equivalencia.

O

3.4 Recordatorio sobre relaciones de equivalen-
cia y particiones

Recordemos que toda relacion de equivalencia induce una particion y toda
particién genera una relaciéon de equivalencia. Para fijar ideas, revisemos la
definicion de particion.

Definicién 43 (Particion de un conjunto). Consideremos un conjunto no
vacio X. Una familia de subconjuntos S, S, ..., Sk es una particion de X
si:

1. S; # () para todo i en {1, 2, ..., k},

2. S; # 5; para todo par de enteros i y j en {1, 2, ..., k} tales que i # y

3. S1USU---US, = X.

Pensemos en un conjunto no vacio X y una relacion de equivalencia R
sobre X, recordemos que escribimos

aRb

para denotar que el elemento a esté relacionado con el elemento b bajo la
relacion R o que a estd R-relacionada con b. Ya que R es de equivalencia
tenemos que: (i) aRa para toda a en X, que es la reflexividad, (ii) si dados
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ayben X se tiene que aRb entonces bRa, la simetria, y (iii) si para a, by
c en X tenemos que aRb y bRc entonces se tiene que aRc, la transitividad.

Para cada p en X podemos definir el conjunto de todos aquellos elementos
en X que estdn R-relacionados con él.

Rlp] = {q: q estd R-relacionado con p},

este conjunto en la clase de equivalencia de p bajo R. Observemos las sigu-
ientes propiedades de las clases de equivalencia:

e R[p| es un subconjunto de X por definicion.

e Para cada p en X el conjunto R][p| es diferente del vacio ya que p € R[p]
porque pRp.

e Para cualesquiera elementos p y ¢ en X, se tiene que pRq si y s6lo si
Rlp] = R[q].

Primero supongamos que pRq y probemos que R[p] = R[q]. Veamos
que R[p] C R]g|, para ello tomemos = en R[p|]. Por definicion, tenemos
que zRp. Por transitividad, xRq y, por lo tanto, = esta en R|q].

Observemos que la demostraciéon de R[q] C R[p] serfa analoga a la
anterior si tuviésemos que gRp. Pero si lo tenemos por la simetria. Por
lo tanto, R[p| = R[q|.

Ahora supongamos que R[p] = R]g|, probaremos que pRq. Como ya
notamos, sabemos que siempre tenemos que p € R[p] y, ya que son
iguales, p € R|q]. Por definicion, se sigue que pRq.

e Si para cualesquiera dos elementos p y ¢ en X se tiene que R[p| # R|q]
entonces R[p| N R[q] = 0.

La contrapositiva de la afirmacion anterior seria: si R[p] N Rlg] # 0
entonces R[p| = R[q]. Probarla resulta mas facil; ya que R[p| N R[q]
es diferente del vacio, existe un elemento r en la intersecciéon. Por
la definicion de R[ ], r ~ p y r ~ ¢. Por simetria y transitividad,
tendriamos que p ~ ¢. Por lo tanto, R[p] = R|[q].

Por la definicién de R[q], tenemos que p € R]g]. Para todo elemento
g en R[p] se tiene que gRp. Esto implica que R[q] = R[p| por la
transitividad.
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Dado un elemento u en X, R[u] es la clase de equivalencia de u y, méas
aun, para todo otro elemento v en R[v] tenemos que

Supongamos que Yi, Ys, ..., Y, ...son las clases de equivalencia inducidas
por la relaciéon ~ en X. Si escogemos un elemento en Y; y le llamamos y;,
tendremos que

Y1 = R[yl]'

En general, podemos escoger un elemento en Yj, al cual llamaremos y;, y
tendremos queda
Yj = Rly;].

El conjunto {y1, y2, ..., Y, - .. } es un congunto de representantes de las clases
de equivalencia. Si hay un ntmero finito de clases de equivalencia, siempre
existe un conjunto de reprensante. Si, en cambio, el niimero de clases de
equivalencia es infinito entonces el axioma de eleccién nos asegura que
existe un conjunto de representantes.

3.5 Retornando a la conexidad

Consideremos una grafica G = (V(G), A(G)) y la relacion ~ de «estar conec-
tados» en dicha grafica. Podemos considerar las clases de equivalencia V7,
Vs, ..., Vi inducidas por la relacion ~ en V(G). Ahora podemos pensar en
las subgraficas de G inducidas por cada una de las clases de equivalencia,
para abreviar definamos:

para cada i en {1, 2, ..., k}. Notemos que V(G[V;]) = V;.

Mas atn, si G no tiene vértices aislados entonces los conjuntos A(G[V1]),
A(GV3)), ..., A(G[Vy]) son una particion de las aristas de G.

i Por qué tenemos que pedir que G no tenga vértices aislados? Cada vez
que G tiene un vértice aislado, llamémosle u, para cualquier otro vértice v
en GG tenemos que u ~ v. El nico vértice con el que esta relacionado u es él
mismo. Es decir, su clase de equivalencia bajo la relaciéon «estar conectado»
es unitariaﬁ, digamos que V. Asf,

3Un conjunto A es unitario si |A| = 1. En inglés es singleton.
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Esto nos daria que
AGVi]) =0,
pero en las particiones no permitimos que haya partes vacias.
Por otra parte, si G no tiene vértices aislados significa que para todo

vértice u en GG, tenemos que

Es decir, existe (al menos) un vértice v en Ng(u). Por lo tanto, u ~ v. Esto
implica tanto u como v estan en la misma clase de equivalencia. Es decir, si
una grafica no tiene vértices aislados entonces las subgraficas inducidas son
diferentes de la trivial.

Probemos que A(G[V1]), A(G[V4]), ..., A(G[V]) son una particion de las
aristas de G.

Cada A(G[V;]) es diferente del vacio.
Ya que GG no posee vértices aislados, ya lo mostramos.

Cada A(G[Vi]) es un subconjunto de A(G).

Por definicién, V; es un subconjunto de V(G). Mas ain, G[V;] es una
subgrafica de G. Por definicién de subgrafica, A(G|[V;]) es un subconjunto de
A(G).

AGV UA(GIVR]) U --- U A(GV]) es A(G).

Es decir, para cada arista e de A(G), debemos mostrar que existe un

jen {1, 2, ..., k} tal que e estd en A(G[V;]). Sabemos que existen dos
vértices en G, digamos u y v, tales que e = uv. Claramente, u estd en una
de las clases de equivalencia, supongamos que es V; (es decir, R[u] = Vj).

Ya que u y v estdn conectados, se sigue que v estd en V;. Finalmente, por
definicién de subgrafica inducida tenemos que e estd en la grafica G[V}], es
decir, e € A(G[V}]).

AGIV) NA(GIV})) = 0 si i # j.

La forma contrapositiva afirma que si A(G[V;]) N A(G[V;]) # 0 entonces
i = j. Supongamos, pues, que existen dos enteros 7, j en {1, 2, ..., k}, tales
que A(G[V}]) N A(G[V;]) # 0. Es decir, existe una arista a en A(G[V;]) N
A(G[V;]). Supongamos a = zy, con z y y en V(G). Por definicion de
subgrafica inducida, tenemos que z, y € V(G[V}]) y que z, y € V(G[V}]). Es
decir, z € V; y x € V;. Ya que Vi, Vi, ..., Vi es una particion de V(G),
tenemos que V; =V}, es decir, 7 = j.
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3.6 Las componentes de una grafica

La familia de graficas Gy, Ga, ..., G} tiene otra propiedad en particular:
cada G; es conexa. Para probarlo, basta con exhibir un (u, v)-camino en G;
(esto es muy importante) para cualquier par de vértices u y v en V;.
Recordemos que V; es una clase de equivalencia inducida por la relacion
«estar conectados» en V(G). Esto significa que u ~ v, es decir, existe un
(u, v)-camino en G (todavia no sabemos que dicho camino exista en G;),
sea P = (u = xg, o1, ..., ¥, = v dicho camino. Ese camino muestra que
u ~ x;, para todo j entre cero y p. Pero eso implica que cada x; esta en la
misma clase de equivalencia que u, es decir, x; € V;, para todo j en {0, 1,
., p}. Por la definicion de subgrafica inducida, cada arista z;x;,; esta en

G[V;], para todo j en {0, 1, ..., p — 1}. Por lo tanto, el camino P esté en
G[Vi] = G}, es decir, G; es conexa, que es lo que queriamos probar.
Podemos decir aiin mas, las graficas Gy, Ga, ..., G son las subgraficas

conexas mds grandes de GG. Es decir, si nos fijamos en una subgréfica G’
de G de forma tal que alguna G; se quede completamente contenida en G’ vy,
mas ain, que G’ sea mds grande que G; (ya sea porque tenga un vértice o una
arista de mas, al menos), entonces G’ no puede ser conexa. Consideremos
esas dos posibilidades. La prueba de lo anterior guarda gran semejanza con
la ultima que acabamos de acometer.

Procederemos por contradiccion, supongamos primero que en G’ hay un
vértice que no esté en G, sea z. Recordemos que G; = G[V;], donde V; es una
clase de equivalencia inducida por la relacion «estar conectados» en V(G).
Ya que x no esta en Gy, x ¢ V(G;), es decir, x ¢ V;. Para cualquier vértice u
en V;, tenemos que = ~ u. Para simplificar, fijemos un vértice ug en V;. Como
dijimos, x ~ ug y, por lo tanto, no existe ningin (x, ug)-camino en G. Por lo
tanto, los vértices x y ug no estan conectados, pero eso es una contradiccion,
ya que tanto x como ug son vértices de G, que es una subgrafica conexa de
G.

La prueba anterior es poco elegante —por no decir fea—. Pero se puede
reescribir para que sea directa (es decir, sin proceder por contradiccion).

Falta considerar el caso en el que en G’ haya una arista que no esté en Gj,
digamos que la arista a = zy estd en G’ pero no en GG;. Por lo que probamos
arriba, llegarfamos a una contradiccion si el vértice x o el y no estuviesen en
V(G;), esto es, z, y € V(G;) = V;. Por definicion, G; = G[V;], es decir, G;
es una subgrafica inducida de GG. Por lo tanto, la arista a necesariamente
tiene que estar en G, lo que es una contradiccion.
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Esta familia de subgraficas de G es una muy particular, cada una de ellas
un pedazo (conexo) de G pero ademas son los pedazos méas grandes. Son las
componentes de G.

Definicion 44. Dada una grafica GG, una subgrafica G’ de G que sea conexa y
maxima, por contencién tanto en vértices como en aristas es una componente

(conezxa) de G.

Todas las graficas poseen componentes, la pregunta es jcuantas compo-
nentes poseen? Sila gréfica es conexa (es decir, la relacion «estar conectadosy
s6lo induce una clase de equivalencia en sus vértices) entonces tendra soélo
una componente conexa.

Proposicion 45. Una grdfica es conexa si y sdlo si tiene solo una compo-
nente.

Sin embargo, usualmente la usaremos de la forma siguiente:

Corolario 46. Una grdfica no es conexa si y solo si posee al menos dos
componentes.

3.7 Inconexidad

Supongamos que G es una grafica inconexa. Asi, por la definiciéon de conexi-
dad sabemos que existen dos vértices v y v tales que no hay ningtin camino
que los una. Definamos los conjuntos

A = {x: existe un (x,u)-camino en G}

B=V(G)\ A

Sabemos que u € Ay que v ¢ A, es decir, v € B. Por lo tanto {A, B} es
una particiéon de V(G) y, mas ain, no existen aristas en G que tengan un
extremo en A y otro en B.

Teorema 47. Dada una grifica G, G es inconexa st y solo si existe una
particion {A, B} de V(G) tal que ninguna arista de G tiene un extremo en
A y otro en B.
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Demostracion. Probemos primero la ida, supongamos que G es inconexa.
Asi, como explicamos arriba, tenemos que existen dos vértices u y v que no
estdn conectados por ningin camino. Definimos

A = {x: existe un (x,u)-camino en G}

B=V(G)\ A

Tenemos que {A, B} es una particion de V(G). Falta por demostrar que no
existen aristas que tengan un extremo en A y otro en B; procedamos por
contradiccion, es decir, supongamos que existen vértices wy z con w € Ay
z € B tales que wz € A(G).

Falta por terminar la prueba. U

3.8 Otros resultados sobre conexidad
Existen otras propiedades equivalentes a ser conexas.

Proposicion 48. Una grdfica es conexa si y solo si posee un camino abierto
que pase por todos sus vértices.

Demostracion. Probemos primero la ida, supongamos que G es una grafica
conexa. En algunos casos resulta muy ttil saber quiénes son los vértices, sin
pérdida de generalidad supongamos que

V(G) = {Ul, Vo, ... ,’Un}.

Ya que G es conexa, existe un camino P; que va del vértice vy al vértice vg. Y
también existe un camino P, que va del vértice v, al vértice v3. En general,
existe un camino P; que va del vértice v; al vértice v;1, para todo i en {1,
2, ..., n— 1}. Basta con concatenar los caminos para obtener el camino
deseado.

Ahora probemos el regreso, supongamos que existe un camino abierto C
que pasa por todos los vértices de la grafica G. Debemos probar que G es
conexa. Primero digamos explicitamente quién es C', supongamos que

C = (xo,l’l,...,xk).
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Para probar que G es conexa, para cualquier par de vértices distintos u y v
en G, debemos probar que existe un (u, v)-camino. Ya que C' pasa por todos
los vértices de G, existen ¢y j en {1, 2, ..., k} tales que

Ti=Uy Tj="0.
Sabemos que ¢ = j pero no sabemos si i < 7 0 j < 1.
Caso 1. Supongamos que i < j.
En este caso, el subcamino C’ = C|x;, z;] de C es un (u, v)-camino.
Caso 2. Supongamos que j < i.

En este caso, el subcamino C" = C[z;, x;] de C' es un (u, v)-camino.

Ya que ambas pruebas son (casi) idénticas y, en realidad, nos basta con
que exista un camino entre u y v, sin importar la direcciéon, solemos decir
que sin pérdida de generalidad supondremos que i < j y sblo exhibir el
primer caso. U

3.9 ;Coémo desconectar una grafica?

Primero definamos dos operaciones: quitar un vértice y quitar una arista. Si
G es una grafica y u es un vértice en G, ;qué grafica nos quedaré al quitar
u?, es decir, jquién es G — u? Si u fuese un vértice aislado en G, al quitarlo
no pasaria nada pero jqué pasa si hubiesen aristas de G' que tengan como
extremo a u? No podemos dejar tales arista en G — u (porque en tal caso ya
no seria una grafica), es decir, debemos quitarlas. Asi, tenemos que:

Definicion 49. Dadas G una gréfica y u un vértice de G, definimos:
G—u=(V(G)\{u},A(G)\ {e: e € A(G) y u es un extremo de e}).
Existe una manera mas facil de definir G — u. Notemos lo siguiente:

G —u=GV(G)\ {u}].

Para el caos en el que G sea una grafica y e sea una arista de G, la
definicién es mucho mas simple, ya que al quitar una arista (pero no sus
extremos), lo que nos queda no puede dejar de ser una grafica.
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Definicion 50. Dadas G una gréfica y e una arista de GG, definimos:
G —e=(V(G),A(G) \ {e}).

Estas dos operaciones son importantes porque en varios casos nos permi-
tirdn utilizar induccion.

Teorema 51. Consideremos una grafica G y tomemos un vértice u de G. Si
G es coneza y dg(u) = 1 entonces G — u es coneza.

Demostracion. Para probar que G — u, debemos mostrar que para cualquier
par de vértices z y y en V(G —u), existe un (x, y)-camino en G —u. Sabemos
sin duda alguna que para todo par de vértices = y y en V(G), existe un (z,
y)-camino C' en G (podria —o no— pasar por u). Si no pasa por u entonces
C' es un (z, y)-camino en G — u, que es lo que queriamos. Asi, supongamos
que C' si pasa por u, entonces debemos hallar un (x, y) que no pase por u.
Primero digamos quién es C, sea

C:(:L’:al,a2,...,ak:y).

Ya que C pasa por u (y, méas atun, u # x y u # y), existe un 7 en {2, 3, ...,
k — 1} tal que
a; = U.

Por la definicién de camino, sabemos que tanto a;_; como a;;; son vértices
adyacentes u.
Por hipdtesis sabemos que el vértice u tiene grado uno en G, es decir,
tiene un unico vecino, llamémosle v (esto es, Ng(u) = {v}.
Por lo tanto,
;-1 =V = QAj41-

El subcamino
/
C :(x:al,...,a,-_l :ai+1,...,ak:y)

de C' que no pasa por el vértice a;, pero pasa por el resto de los vértices por
los que pasaba C'. jCon esto terminamos? Podria ser que si o podria ser que
no. ;Qué pasa si C pasaba més veces por u? Tenemos dos opciones.

Opcioén 1
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Repetimos el procedimiento anterior tantas veces como veces aparezca u en
C. En algiin momento debemos terminar ya que el camino es finito.

Opcioén 2

Sabemos que todo (x, y)-camino posee una subsucesion que es una (z, y)-
trayectoria. Esa (x, y)-trayectoria no puede pasar por u, como argumentamos
anteriormente.

En ambos casos, obtenemos un (z, y)-camino en G — u. Por lo tanto,
G — u es conexa. O

Proposicion 52. Dados una grifica conexa G y una arista a de G, G — a
es conexa si y solo si existe un ciclo en G que pasa por a.

Corolario 53. Dados una grifica conexa Gy una arista a de G, G — a estd
desconectada si y solo si a no estd en ningun ciclo de G.

Corolario 54. St G es una grdfica conexa y sin ciclos entonces para toda
arista a en A(G), la grifica G — a estd desconectada.

3.10 Hallando ciclos

Proposicion 55. Si G es una grifica tal que para todo vértice u de G se
tiene que

entonces G tiene un ciclo.

Corolario 56. Consideremos una grifica G no trivial. St G es conezxa y no
posee ciclos entonces hay un vértice de grado uno en G.

Demostracion. Ya que G no es trivial, tiene orden al menos dos. Como G es
conexa, todo vértice debe tener grado al menos uno (si hubiese un vértice de
grado cero, éste seria un vértice aislado y la gréafica no podria ser conexa). Si
todos los vértices tuviesen grado al menos dos, entonces por la proposicion 77
existiria un ciclo en G, lo que es imposible. Por lo tanto, G posee (al menos)
un vértice de grado uno. O

Proposicion 57. Todo camino cerrado de longitud impar posee un subcamino
cerrado que es un ciclo.
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Proposiciéon 58. Dada una grifica G y dados dos vértices u y v en G, si
existen dos (u, v)-trayectorias diferentes entonces hay un ciclo en G.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que P es la trayec-
toria de longitud mayor y sean

P = (Io,l’l,...,xp)

Q: (y0>yla"'>yq)

con xry =Y =uy r, =y, = v las dos (u, v)-trayectorias diferentes. Ya
que son diferentes, las sucesiones son diferentes, es decir, existe al menos una
entrada en la que difieren. Asi, tenemos que

A={i:1€{0,...,min{p, } y x; # vy} #0.

Por el principio del buen orden sabemos que el conjunto A tiene un minimo,
sea
a = min A.

Por la definicion de las trayectorias, tenemos que 0 ¢ A, por lo que a > 0, y
ya que es el minimo, también tenemos que

To—1 = Ya—1-

Es decir, a partir del vértice x,_1 = y,_1 las trayectorias se separan (podria
pasar que y,_1 = u). Pero en algiin momento se deben volver a juntar, ya
que x, =y, = v. Sin embargo, en este caso los indices ya no coinciden como
al principio de las trayectorias. Definamos

B={j:jefa+1,....p}yz; € V(Q)}.

En particular, sabemos que p € B ya que x, = y,, por lo tanto B # () y,
de nuevo por el principio del buen orden, sabemos que B tiene un elemento
minimo. Sea

b=min B.

Por como definimos B, tenemos que b > a + 1 y ya que b es el minimo, se
sigue que existe h € {a+1,...,q} tal que

Tp =Yn Y Th-1 §é V(Q)-
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Mas atn, z. ¢ V(Q) paratodoc € {a+1,a+2, ..., b— 1}, es decir,

{Zat1, Taga, ., 21 F NV(Q) = 0.

Por lo tanto,
C = Plzo-1, 1) 0 (Qya1.yn]) "

es un ciclo en G. O

3.11 Contando aristas

Si G es una grafica conexa, jcual es el minimo ntimero de aristas que debe
tener? Mostraremos dos pruebas. La primera es por induccién sobre el orden
de la gréfica.

Teorema 59. Dada una grifica G de orden n y tamano m, si G es conexa
entonces
m>n-—1.

Demostracion. Caso base. Supongamos que G es una grafica conexa de
orden uno. Entonces G = K7, en la cual n =1y m = 0. Ciertamente,

O=m>n—-1=1—-1=0.

En el que caso que G sea una grafica conexa de orden dos, es facil ver
que G = Ky —recordemos que solo existen dos graficas de orden dos salvo
isomorfismos— y, en tal caso, tenemos que 1 > 2 — 1.

Hipotesis de induccion. Supongamos que para toda grafica G’ de
orden n’ y tamano m’ se tiene que si n’ < n entonces

m >n' —1.

Paso inductivo. Tomemos una grafica conexa GG de orden n y tamano
m. Consideraremos dos casos, dependiendo de si G posee o no un vértice de
grado uno.

Primero supongamos que G no posee vértices de grado uno. Es decir,
todos los vértices de G tiene grado al menos dos. Por el teorema [7] tenemos
que

2m = dg(v) > Z 2 =2n,
veV(G) veV(G)
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entonces 2m > 2n, es decir, m >n >n — 1.

Ahora supongamos que G posee al menos un vértice de grado uno, llamé-
mosle x. Por el teorema 51l G —z es una gréafica conexa. Ademas, G' = G—=x
tiene orden n’ = n — 1 (pues quitamos el vértice z) y tamano m’ = m — 1
(pues quitamos la tnica arista que incide en x). Por lo tanto, G’ satisface
nuestra hipotesis de induccién, es decir,

m >n' — 1.
Por lo tanto,

(n—1)—1
n— 1.

m—1
m

(AVAIAY]

O

Las graficas conexas de orden n y tamano m con m = n — 1 no pueden
tener ciclos porque, en caso de que tenga al menos uno, podemos quitar una
arista del ciclo (como en la proposicion [52)) y tendriamos una grafica conexa
con n — 2 aristas, lo que es imposible. Podemos enunciar este teorema.

Teorema 60. Consideremos una grafica G de orden n y tamano m. Si G es
conexa y m =n — 1 entonces G no tiene ciclos.

Es importante senalar que si una grafica G de orden n tiene al menos
n — 1 aristas no necesariamente G es conexa. Es facil dar ejemplos de
esto.

3.12 Aristas, ciclos y conexidad

Teorema 61. Consideremos una grafica G de orden n y tamano m. Si G es
coneza y no posee ciclos entonces

m=n—1.

Demostracion. Procederemos por inducciéon sobre el orden n. Caso base.
Para n = 1, la tnica grafica conexa y sin ciclos —de hecho, la tnica grafica
salvo isomorfismos— es K;, donde n = 1 y m = 0; claramente, se satisface
que 0 =1-1.

Si desedramos revisar otros casos pequenos, podriamos considerar n = 2
yn = 3. Paran = 2, la Gnica grafica conexa y sin ciclos es Ky —s6lo hay dos
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graficas de orden dos, salvo isomorfismos, y s6lo una de ellas es conexa—,
donde n = 2 y m = 1; claramente, se satisface que 2 =1 — 1. Para n = 3,
s6lo hay dos gréficas conexas de orden tres, la trayectoria P; y la completa
K3, pero solo Pj es aciclica, con n = 3 y m = 2; claramente, se satisface que
2=3-1

Hipotesis de induccion. Dada una grafica G' de orden n’ y tamano
m’, si G’ es conexa, aciclica y n’ < n entonces m’ =n' — 1.

Paso inductivo. Supongamos que G conexa y aciclica de orden n y
tamano m. Podemos suponer que n > 1 (en caso de n = 1, caeriamos en el
caso base), asi, G no es trivial. Por el corolario 56l G posee un vértice de
grado uno, llamémosle u. Definamos G/ = G — u. La grafica G’ tiene orden
n' =mn — 1y tamano m’ = m — 1. Por hipotesis de induccion, tenemos que

m =n"—1,
y substituyendo, obtenemos que

m—1 = (n—-1)—-1
m = n—1,

que es lo queriamos. U

Teorema 62. Consideremos una grifica G de orden n y tamano m. Si G
no posee ciclos y m =n — 1 entonces G es conezxa.

Demostracion. Supongamos que Gy, Go, ..., G, son las componentes conexas
de G. Por demostrar que w = 1. Digamos que G; tiene orden n; y tamano
m;, claramente tenemos que ny +no + Ny =N Y My +mao + - My, = M.
Por otro lado, ya que G no posee ciclos ciclos, cada componente GG; es conexa
y no posee ciclos (de poseer algun ciclo, éste también estaria en ) y, por el
teorema [G1], m; = n; — 1. Asi,

w

m:;mi:Z(ni—l):2ni—;1:;ni—w:n—w.

i=1

Por otro lado, por hipotesis tenemos m =n—1. Asi, n—1 = n —w, es decir,
w = 1. Por lo tanto G es conexa. O

Teorema 63. Consideremos una grdifica G de orden n y tamano m. La
grifica G es conexa y no posee ciclos entonces si y solo si para cualquier par
de vértices u y v en V(G), existe exactamente una (u, v)-trayectoria.
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3.13 Distancia

Supongamos que G es una grafica conexa y consideremos dos vértices u y v
en GG. ;Sera posible decir qué tan cerca o qué tan lejos estan u y v? Ya que
G es conexa, sabemos que existe al menos una (u, v)-trayectoria, mas aun,
cada una de esas trayectorias tiene una longitud y podemos escoger la mas
corta.

Definicién 64 (Distancia). Dados dos vértices u y v en una gréafica conexa
G, la distancia de u a v se define la minima de las longitudes de entre todas
las (u, v)-trayectorias en G y la denotamos por distg(u, v). Es decir,

distg(u,v) = min{{(T"): T es una (u,v)-trayectoria}.

Observemos que la distancia es una funcién cuyo dominio es V(G) x V (G)
y cuyo contradominio son los naturales, incluyendo el cero, es decir:

dist: V(G) x V(G) — N

De la definicion de distancia, tenemos que si dados dos vértices u y v (no
necesariamente distintos) en una grafica G, su distancia es k entonces existe
una trayectoria 1" en G de longitud k, es decir, sabemos que existe

T= (x07x17"'7xk)7

con rg = u 'y xp = v, la cual ademas es de longitud minima. Lo que nos
asegura que para cualquier par de enteros ¢ y j en {0, 1, ..., k} tales que

lj—i| >2

tenemos que no hay arista entre z; y z; en G.

Nota. ;Qué significa que
j—i[ > 27

Significa que 7 y j son dos enteros que estan alejados al menos en dos pasos
(o que hay al menos un numero entre ellos). En término de los vértices,
significa que entre el vértice x; y el vértice z; (sin importarnos cuél aparece
primero o cudl estd a la izquierda y cudal a la derecha) hay al menos otro
vértice.
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¢ Qué nos dicen los (u, v)-caminos o las (u, v)-trayectorias de la distancia
de u a v? Nos dan una cota. Si sabemos que existe un (u, v)-camino C' de
longitud k hay dos posibilidades: que C sea la trayectoria més corta de u a
vy, por lo tanto, distg(u, v) = k o que haya una mas corta, pero en tal caso
tendriamos que distg(u, v) < k. En ambos casos tenemos que

distg(u,v) < k.

. Cual sera la distancia de un vértice a si mismo, es decir, distg(u, u)?
Recordemos que sélo existe una trayectoria de un vértice a si mismo: la
trayectoria trivial, es decir, (u). Y su longitud es cero. Por lo tanto, tenemos
que para todo vértice u en G,

distg(u, u) = 0.

La pregunta reciproca seria: si la distancia entre dos vértices u y v es cero,
Ju y v son iguales? Ya que distg(u, v) = 0, tenemos que existe la trayectoria

T = (xg,x1,...,2L),

con rg =uy x =v. Pero k =0, por lo tanto xy = xy, es decir, u = v.
La distancia no depende del sentido de la trayectoria, es decir, para cua-
lesquiera dos vértices u y v, se tiene que

distg(u, v) = distg (v, u).

Para ver que esto es cierto, supongamos que dg(u, v) = k, para algin entero
no-negativo k. Es decir, existe una (u, v)-trayectoria 7"

T = (u=xo,21,...,25 =0).

Ya que ahora queremos determinar la distancia de v a u, dg(v, u), por la
definicion debemos considerar trayectorias que vayan de v a u. La posibilidad
méas inmediata seria considerar la trayectoria 7' pero recorrida al revés, es
decir,
T—l _ _ _
= (v =k, Tp—1,...,71,T0 = U).

La (v, u)-trayectoria T~! tiene longitud k pero jcémo sabemos que no existe
otra (v, u)-trayectoria més corta? Hasta el momento s6lo podemos asegurar
que

distg(v,u) < k
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Procederemos por contradiccién. En el peor de los casos, existiria una
trayectoria mas corta de v a u,

T,:(’U:ymyla"'?yh:u)

de longitud h con h < k (esta trayectoria implicaria que dg(v, u) < h < k).
Pero podriamos repetir lo que ya hicimos, es decir, recorrer 7" en sentido
contrario para obtener una (u, v)-trayectoria:

(T,)_l = (u =Yn,Yh—-1,- - 7y1>y0)~

La (u, v)-trayectoria (T")~! tiene longitud h pero entonces dg(u, v) < h < k,
lo que es una contradicciéon. La contradicciéon aparece cuando supusimos que
existia una (v, u)-trayectoria méas corta que T~!. Por lo tanto, no existen (v,
u)-trayectorias de longitud menor que k, es decir,

distg (v, u) = k.

Finalmente, consideremos tres vértices u, v y w en una grafica conexa G.
Siempre se tiene la siguiente desigualdad:

distg(u, w) < distg(u, v) + distg(v, w).

Lo cual tiene sentido, distg(u, w) es la medida de la forma méas corta de
llegar desde u hasta w. Si nos desviamos por v, en el mejor de los casos es
una de las formas cortas de llegar desde u hasta w y, en el peor, tomaria més
tiempo pero no es posible que nos dé un camino més corto que distg(u, v).

Formalmente, existe una (u, v)-trayectoria 77 de longitud distg(u, v) y
una (v, w)-trayectoria Ty de longitud distg(v, w). Al concatenarlas, obten-
driamos un (u, w)-camino

T = Tl e} T2

de longitud distg(u, v) + distg(v, w). Como argumentamos arriba, esto
implica que
diste(u, w) < U(T).

En abstracto, dado un conjunto X, una funcion
dist: X x X — [0, 00)

es una funcion de distancia o, simplemente, una distancia. Si ademés satis-
face las siguiente tres propiedades:
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1. dist(x, y) = 0 si y solo si x = y, para cualesquiera x y y en X
2. dist(z, y) = dist(y, x), para cualesquiera zy y en X y

3. dist(x, w) < dist(x, y) + dist(y, w) para cualesquiera x, y y z en X (la
desigualdad del tridngulo)

entonces decimos que d es una métrica y (X, dist) es un espacio métrico.
Por todo lo anterior, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 65. Si G es una grdafica conexa entonces (V(G), distg) es un
espacio métrico.

Es importante senalar que la funcién distancia que definimos arriba no
es la tnica funciéon de distancia que se puede definir en una grafica e, con
ciertas adecuaciones, podriamos incluso extenderla para gréaficas en general
(es decir, incluyendo las que no son conexas).

3.14 Excentricidad, diametro y radio

La distancia nos permitird determinar qué tan extendida es una grafica
conexa (es decir, qué tan alejados estan los vértices entre si). Si tomamos
un vértice u, podemos calcular cuél es la distancia de ese vértice a cada uno
del resto de los vértices. La distancia a si mismo es cero y la distancia a
cada uno de sus vecinos es uno, lo interesante es saber cuéal es la distancia al
vértice mas alejado de u

Definicién 66 (Excentricidad de un vértice). Dado un vértice u en una
grafica conexa G, la excentricidad de u es la distancia al vértice de G que
estd mas alejado de u y la denotamos por excg(u). Dicho de otra manera,

excg(u) = min{distg(u,v): v € V(G)}.

El didmetro de una grafica seré el peor de los casos posibles, es decir, la
mayor distancia que puedan alcanzar dos vértices entre si (de entre todas las
posibles parejas de vértices en la grafica).

Definicién 67 (Didmetro de una grafica). Dada una grafica conexa G, la
didmetro de G es la distancia de los dos vértices que estdn més alejados en
G y la denotamos como exc(G). Es decir,

didm(G) = méx{distg(u,v): u,v € V(G)}.
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No es dificil ver que se cumple la siguiente igualdad
didm(G) = max{excg(u): u € V(G)}.

Definicién 68 (Radio de una grafica). Dada una grafica G, el radio de G
es la minima de las excentricidades y se denota por rad(G). Es decir,

rad(G) = min{excg(u): u € V(G)}.

Los siguientes argumentos pueden ser, por momentos, confusos. Sin em-
bargo, son una muestra de algunos que se presentan en Célculo y en Anélisis.

Consideremos una grafica conexa (. Si tomamos un vértice u en G,
digamos que su excentricidad es

excg(u) = k.
Esto quiere decir que existe un vértice u’ en G, tal que
diste(u, u') = k.
Mas atn, para cualquier otro vértice x en GG, se cumple que
0 < distg(u,z) < eg(u).

Si, en cambio, sabemos que exc(G) = k entonces existen dos vértices u y
v tales que
distg(u,v) =k

y para cualquier par de vértices x y y, tenemos que
distg(z,y) < distg(u,v).
Si fijamos z, tenemos que para cualquier vértice y en G,
distg(z,y) < distg(u,v)
y como sabemos que para cualquier vértice y en G, se tiene que
distg(z,y) < exca(z).

De forma analoga a las esferas, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 69. Dada una grdfica G,
rad(G) < didm(G) < 2rad(G).

Demostracion. La primer desigualdad se sigue por definicién de radio y
didmetro. Quedaria por demostrar didm(G) < 2rad(G). Por definicion de
diametro, existe un vértice x tal que

didm(G) = excg(x),
para cualquier otro vértice u en V(G) tenemos que
excg(x) > excg(u) y
por la definicién de excentricidad existe un vértice y tal que
excg(x) = distg(z, y).

Por otro lado, por la definicién de radio tenemos que existe un vértice z tal
que
rad(G) = excg(2) y

ya que es el minimo, para todo vértice u se tiene que
rad(G) = excg(z) < exce(u).
Mas atin, tenemos que
distg(z, z) < excg(2),
distg(z,y) < excg(z) y
excg(z) = distg(z,y) < distg(z, 2) + diste(z,y) < 2excg(z) = 2rad(G).
O

3.15 Centro y periferia

Dada una gréafica G, un vértice u es central si
excg(u) =rad(G) y
u es periférico si
excg(u) = didm(G).

La subgrafica de G inducida por sus vértices centrales es el centro de
G, la denotamos por cen(G), y la subgrafica de G inducida por sus vértices
periféricos es la periferia de G, la denotamos por per(G).



72 CAPITULO 3. CAMINOS Y CONEXIDAD

Ejercicios

1. Considera una grafica G de orden n y tamafio m. Si G' no es conexa
entonces

e =D =2)
- 2

2. Prueba que todo paseo cerrado posee un subcamino que es un ciclo.



Capitulo 4
Arboles

Una grafica G' es un drbol si G es conexa y aciclica, es decir, no tiene ciclos.
. Quiénes son &arboles? Por ejemplo, las graficas completas de uno y dos
vértices, K; y K, son arboles. Pero la de orden tres, K3, no es un arbol
porque posee un ciclo. Mas aun, para toda n > 3, la grafica completa de
orden n, K,, no es un arbol porque posee muchos ciclos. Podriamos incluso
pensar que si G tiene muchas aristas (con respecto al niimero de vértices que
posee) entonces es poco probable que G sea un arbol. Pero, por otro lado, si
la grafica tiene pocas aristas también es poco probable que sea arbol.
En principio, para que una grafica sea un arbol debe de ser conexa.
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Capitulo 5

Conjuntos recursivos en graficas

Los conjuntos recursivos son un tipo muy especial de conjuntos que se definen
recursivamente. Esto es, aplicando una «operaciéon» una y otra vez.

Ejemplo 6. Consideremos dos graficas G = (V(G), A(G)) y H = (V(H),
A(H)). Diremos que G es una T -sucesora de H si:

e H es una subgrafica de G,
e (5 tiene un vértice de grado, digamos u y
e G—u=H.

Es decir, podemos decir GG se obtiene a partir de H al agregarle un nuevo
vértice de grado uno.
Definiremos recursivamente el conjunto de graficas T

1. K jestaen 7.

2. Dada una grafica G, si existe una grafica H en T tal que G es una
T-sucesora de H entonces G también esta en 7T .

Para cualquier grafica G que tomemos en T, le

., Qué propiedades tienen las graficas en la familia 77 No es dificil darse
cuenta de dos cosas, todas las graficas T en T:

1. son conexas y

2. mno tienen ciclos.
Probaremos ambas propiedades.

Proposicion 70. Si G estd en la familia T entonces G es conexa.
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Demostracion. A O

FEjemplo 7. Dados dos ntimeros naturales p y ¢, diremos que q es M-sucesor
de p si
p=q+2.

Por ejemplo, el nimero ocho es M-sucesor del namero seis y el nimero
cinco es M-sucesor del ntimero tres.

La relacion «predecesor» es la simétrica de «sucesor», asi podemos decir
que p es M-predecesor de ¢ si g es M-sucesor de p.

Asi, el ntimero seis es M-predecesor del ntimero ocho y el nimero tres es
M-predecesor del niimero cinco.

Definiremos recursivamente el conjunto de nimeros M:

1. El ntimero 1 estd en M.
2. Si p estda en M y q es M-sucesor de p entonces ¢ esta en M.

Ya que el ntiimero uno esta en M, el niimero 3 = 1 + 2 también esta en
M. Y los nimeros 5, 7, 9, ..., pareciera que M es el conjunto de todos los
numeros naturales impares. Si quisiéramos probarlo, tenemos que mostrar
dos cosas:

1. Que todo lo que estd en M es un ntumero natural impar. Es decir, si
p € M entonces p =2k + 1 con k € N.

2. Si p es un nimero natural impar entonces p € M.

El primer inciso muestra que todos los que viven en M son impares, es decir,
que M es un subconjunto de los nimeros naturales impares. El segundo
inciso muestra la otra contencion, es decir, que los nimeros naturales impares
son un subconjunto de M.

Es muy importante senalar lo siguiente: para cada elemento ¢ en M,
existen dos posibilidades:

1. ¢ =1y, por la primera parte de la definicién es que p estd en M o

2. q # 1, en este caso, necesariamente existe un p € M tal que q es M-
sucesor de p y es por la segunda partes de la definiciéon que p esté en

M.
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Para simplificar la notacion, definamos
M= {2k+1: keN}
Proposicion 71. M = M.

Demostracion. Primero probemos que M O M. Es decir, tomemos un ele-
mentos p en Ml y veamos que también estd en M.

Como p € M existe k € N tal que p = 2k + 1. Probaremos que p € M
por induccién sobre k.

Paso base. Cuando k£ = 0. En tal caso, p = 0k + 1 = 1 Por la definicion
de M, sabemos que 1 € M.

Hipétesis inductiva. Supongamos que para k, p’ =2k + 1 € M.

Paso inductivo. Probemos que para k+ 1, p = 2(k+ 1)+ 1 € M.
Segiin la definicion de M, para asegurar que p esta en M debemos mostrar
que existe un ¢ en M tal que p es M-sucesor de q.

Es claro que 2(k + 1) + 1 es M-sucesor de 2k + 1, ya que:

2k+1)+2=02k+2)+1=2(k+1)+ 1
Y por hipotesis p’ = 2k + 1 esta en M. Por lo tanto,
p=2Fk+1)+1e M.

Ahora probemos que M C M. Es decir, tomemos un elementos p en M
y veamos que también esta en M.

Ya que p € M, como senalamos anteriormente: p = 1 o existe un M-
predecesor de p que esta en M.

Paso base. Cuando p = 1. En tal caso, para k = 0 tenemos que
p =2k + 1. Por lo tanto, p € M.

Hipotesis inductiva. Supongamos que para p, los M-predecesores de p
estan en M (en este caso solo el M-predecesor sera tinico pero eso no siempre
pasa, no lo hemos probado y en realidad no es relevante para la prueba).

Paso inductivo. Probemos que p estda en M. Soélo sabemos que los
M-predecesores de p estan en M. ;Quién es un M-predecesor de p? Facil,
P =p—2 (y, sin dudas, p’' + 2 = p). Por hipotesis inducutiva, p’ € M, es
decir, existe k € N tal que p’ = 2k + 1. Tenemos que

p=p +2=02k+1)+2=02k+2)+1=2(k+1)+2,

por lo tanto p € M, que es lo que queriamos mostrar. U
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5.0.1 Subdivision de aristas

Dadas una grafica G = (V(G), A(G)) y una arista e = zy en A(G) (y, para
evitar inconsistencias en la definicion, supongamos que v, ¢ V(G)), la grafica
resultante de subdividir la arista e de G es

G = (V(G) U{ve}, (A(G) \ {e}) U {zve, vey}).
Dada una grafica G, definamos el conjunto recursivo D(G) como:
1. La grafica G esta en D(G).

2. Sila grafica F estda en D(G) y H es el resultado de subdividir una arista
de F entonces F esta en D(G).

Podemos decir algunas cosas sobre los conjuntos D(G), las cuales depen-
den de quién sea GG. Pero antes necesitamos introducir un poco de notacion.
Supongamos que F'y H son dos gréficas tales que H se obtiene a partir
de subdividir una arista de F', diremos que H es una D-sucesora de F'y,
analogamente, que F' es una D-predecesora de H.

Proposicion 72. |D(K;)| = 1.
Proposicion 73. D(K3) es el conjunto de todos los ciclos.

Demostracion. Sabemos que para numero natural n con n > 3 existe la
grafica que consta de un ciclo de esa longitud, es decir,

Cn = ({v1,v9, ..., b {vvip s 1 € {1,2,...,n — 1} } U {v,01 }).
Tenemos que probar dos cosas:
1. Que todos los elementos en D(K3) sean ciclos.
2. Que para todo natural n con n > 3, tenemos que

C,, € D(K3).

Ahora probemos que si G esta en D(K3) entonces G es un ciclo. Recorde-
mos que, ya que G estd en D(K3), hay dos opciones: G es K3 o existe F' en
D(K3) tal que G es el resultado de subdividir una arista de F.
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Caso base. Supongamos que G = K3. En tal caso, G = K3 = (3, que
es lo que queriamos.

Hipotesis inductiva. Supongamos que dada una grafica F' en D(Kj3),
si la grafica H en D(K3) es una D-predecesora de F' entonces H es un ciclo.

Paso inductivo. Por demostrar que F' es un ciclo. Sabemos que H
es D-predecesora de F' y sabemos que H si es un ciclo, es decir, existe un
numero natural £ con £ > 3 tal que F' = C}.

. Cuéntas graficas no isomorfas se obtendran de subdividir una arista de
C)? No es dificil ver que todas son isomorfas a Cjy1. Lo podemos probar
con detalle (pero es mucho mas facil si lo dibujamos). Sabemos que

Cr = ({v1,v2, .., un b, {vivigr s i € {1,2,...,n — 1} } U {v,01 }).

Tomemos dos aristas a = vpvp41 v b = v,0,41 diferentes de C,,. Necesaria-
mente p < q 0 p > g y ambos casos son anélogos; asi, sin pérdida de general
podemos suponer que p < q. Consideremos la grafica que obtenemos al
subdividir la arista a y la que obtenemos al subdividir la arista b.

Co=({v1, .-, U, Vg, Upi1, -, Ugy Vg - - - Un sy

{102, VaU3, . . ., Vp—_1Vp, VpUa, VagUpi1}) ¥

C =uyCy [U0> 'Ui—l]CO [uj—i-i—b Uj]Cl [Uj, Uj-‘,—i—l]CO [U2j+z’—1, Uzj]

4 [U2j7 U2j+i—1] N [U((n/i)—l)ja U((n/i)—l)j+i—1]CO [u(n/i)j—i-i—la u(n/i)j]a

Co = ({v1, .., Upy Vay Upi1y ooy Ugy Ugids - - - Uty {U1V2, U3, « .., Up—1Up, Upla, VgUpi1}) ¥
Co = ({v1,v2, .., 0p, Vay U1,y ooy U b {vivipa s 1 € {1,2, ... ,n—1}  U{v,01 }).
]

5.1 Arboles generadores

Los arboles son las graficas més pequenas, en términos de sus tamanos, que
son conexas. Y, mas ain, siempre podemos encontrar ciertos arboles como
subgraficas de cualquier grafica conexa. Recordemos que si H es una sub-
grafica de GG, decimos que H es generadora si tiene los mismos vértices que
G, es decir, si V(H) = V(G). Y si T es una subgréfica de G que es conexa
y aciclica, serfa un subdrbol de G. Asi, podemos definir:
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Definicién 74 (Subarbol generador). Dada una grafica conexa G, una sub-
grafica T' de G es un subdrbol generador de G si satisface que:

1. T es una subgrafica generadora de G'y
2. T es un arbol.

Toda grafica conexa GG posee un subarbol generado. La idea para pro-
barlo consiste en ir rompiendo los ciclos. Si G no posee ciclos entonces G es
conexa y aciclica, es decir, G es un arbol y, ademaés, toda grafica es subgrafica
de si misma. Por lo tanto, G serfa subéarbol generador de G.

. Qué pasa si G tiene ciclos? Ya sabemos, por la proposicion B2 que al
quitar una arista que no esté en un ciclo, la grafica no se desconecta. Ya que
estamos suponiendo que G tiene ciclos, existe una arista a en G que esta en
un ciclo. Asi, G — a es una subgrafica de G’ que es conexa y, mas atn, tiene
al menos un ciclo menos que G. jImporta qué arista del ciclo quitemos? No,
s6lo que al quitar aristas diferentes obtendremos subgraficas diferentes.

Todo lo anterior sugiere usar induccion para la prueba (sobre el orden de
las aristas).

Teorema 75. Consideremos una grifica G. Si G es conexa entonces G posee
un subdrbol generador.

En esta prueba no podemos iniciar con cero o una aristas, el caso base
serda cuando G tenga n — 1 aristas (es decir, cuando G ya es un arbol).

Demostracion. Supongamos que G tiene orden n y tamano m y procedamos
por induccién sobre el tamano de G.

Caso base. Sim =n — 1.

Por el teorema [60] sabemos que G es un arbol y toda grafica es subgrafica
generadora de si misma, por lo tanto G es su propio subarbol generador.

Hipoétesis de induccién. Para un entero positivo m con m > n — 1,
supongamos que toda grafica conexa de G’ de orden n y tamano m/, con
m’ < m, posee un subarbol generador.

'Es necesario pedir que sea conexa, ya que si la grafica no fuese conexa, no podriamos
tener una subgrafica que sea simultaneamente conexa y generadora.
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Tenemos que G es una grafica de orden n y tamano m. Ya que m >n—1,
por el teorema 77, GG posee al menos un ciclo, sea a una arista en dicho ciclo.
Por la proposicién ??, G — a es una subgrafica generadora y conexa de G vy,
mas ain, G — a tiene orden n y tamano m — 1. Por hipodtesis inductiva, G
posee una subarbol generador, llamémosle 7.

Bastaria con mostrar que 7" también es un subarbol generador de G. Ya
que T es subarbol generador de G' — a, tenemos que

V(T)=V(G —a).
Y ya que G — a es subgréfica generadora de G, tenemos que
V(G —a) = V(T),

por lo tanto se sigue que 7" es una subgréfica generadora de Gy también es
un arbol, es decir, es un subarbol generador de G. O

En términos practicos, encontrar un arbol generador en una grafica conexa
GG es un proceso recursivo que consiste en encontrar un ciclo, escoger una de
sus aristas y quitarsela y repetir el procedimiento hasta que la grafica ya no
tenga ciclos.
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Capitulo 6

Conexidad I: Puntos de corte

Recordemos que una grafica es conexa si es solo una pieza. Formalmente, una
grafica GG es conexa si para cualquier par de vértices u y v de GG, siempre existe
un (u, v)-camino. Ya que toda trayectoria es un camino y que todo (u, v)-
camino posee una subcamino que es una (u, v)-trayectoria, también podemos
decir que una grafica GG es conexa y si s6lo si para cualquier par de vértices u
y v de G, existe una (u, v)-trayectoria. Si una grafica es inconexa (es decir,
no es conexa), sabemos que dicha grafica posee al menos dos componentes y
si nos tomamos un vértice en cada una de esas dos componentes, no habra
ningin camino ni trayectoria entre ellos.

Si bien una grafica es o no conexa, entre graficas conexas hay una nocion
de ser mds conexa o menos conezxa. Por ejemplo, pensemos en la trayectoria
de orden cinco Ps, en el ciclo de orden cinco C5 y en la grafica completa de
orden cinco K5. Podemos afirmar que Ps; es menos conexa que Cy y que Cf
es menos conexa que K.

6.1 Vértices de corte

Daremos un criterio inicial para decir que una gréafica sea més conexa que
otra. Por ejemplo, en la grafica P5; hay (al menos) un vértice que, al quitarlo,
nos queda una grafica inconexa. En cambio, no importa qué vértice le quite-
mos a C5 0 a K5, lo que nos queda seguiré siendo conexo.

Definicion 76. Dado un vértice u en una gréafica conexa G, el vértice u es
un vértice de corte si G — u no es conexal. A veces también se los llama

'Recordemos que G — u es la subgrafica inducida G[V (G) \ {u}].

83
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puntos de corte.

Dadas dos gréficas conexas, podriamos esperar que aquélla que no tiene
vértices de corte esta mas conectada que la que si los tiene.

Hay un dicho que dice que una cadena se rompe en su eslabéon mas débil.
En este caso, los vértices de corte serian los eslabones mas débiles y podemos
dar la siguiente caracterizacion.

Teorema 77. Consideremos una grifica conexa G y un vértice u en G. El
vértice u es de corte si y solo existen dos vértices v y w en G, diferentes de
u, tales que toda (v, w)-trayectoria pasa por el vértice u.

Demostracion. Primero supongamos que u es un vértice de corte en una
grafica conexa G. Debemos mostrar que existen dos vértices v y w, diferentes
de u, tales que toda (v, w)-trayectoria pasa por u.

Como G — u es conexa, debe poseer al menos dos componentes. Asi,
podemos escoger dos vértices de G — u que estén en componentes distintas,
llamémosles v y w. Ya que estos vértices estan en componentes diferentes
de G — u, no existen (v, w)-trayectorias en G — u. Pero en G si hay (v, w)-
trayectorias porque G es conexa. Por lo tanto, todas las (v, w)-trayectorias
necesariamente deben pasar por u. Hemos probado la ida.

Ahora supongamos que existen dos vértices v y w y un vértice u, diferente
de v y w, tales que toda (v, w)-trayectoria pasa por u. Por demostrar que u
es un vértice de corte, es decir, que la grafica G — u es inconexa.

No existe ninguna (v, w)-trayectoria en G — u. Por lo tanto, v y w estan
en componentes conexas distintas de G — u, es decir, ésta es inconexa. Por
lo tanto u es un vértice de corte. O

Definicion 78. Una grafica conexa G es no-separable si no posee vértices de
corte.

., Qué graficas son no-separables? La més facil es K, ya que s6lo po-
driamos quitarle un vértice pero lo que nos queda ya no es grafica (y menos
una grafica inconexa). La siguiente seria K3; al quitarle cualquier vértice nos
queda una gréfica isomorfa a K; que es conexa.

., Qué pasa con las gréaficas de orden al menos tres? Hay dos gréficas
conexas de orden tres, salvo isomorfismos: la grafica completa de orden tres
K3 y la trayectoria de orden tres P3. Al quitarle cualquier vértice a K3 nos
queda una grafica isomorfa a Ks; por lo tanto, K3 es no separable. Pero Pj



6.1. VERTICES DE CORTE 85

tiene un vértice que, al quitarlo, la grafica que nos queda es inconexa. Por
lo tanto Pj tiene vértices de corte y no es no-separable.

En el teorema Bl probamos que dada una gréafica conexa G y un vértice
u en G, si dg(u) = 1 entonces G — u seguia siendo conexa. Por lo tanto,
ningtn vértice de grado uno puede ser de corte.

Por otro lado, si u es un vértice de corte en una grafica G entonces

Proposicion 79. Dado un vértice u en una grifica G, siu es de corte en G
entonces
d(;(u) Z 2.

. Los arboles tiene vértices de corte? Por lo que acabamos de argumentar,
ni Ky ni Ky tienen vértices de corte. El tinico arbol de orden tres es Ps, la
cual si tiene vértices de corte. Méas aun, ninguna hoja (los vértices de grado
uno) en un arbol son de corte. ;Cudles vértices si son de corte en un arbol?
Pareciera que aquéllos vértices que no tienen grado cero ni uno, es decir, que
tienen grado al menos dos. Esto no siempre pasa (por ejemplo, piensa en los
grados de los vértices de un ciclo y en qué pasa cuando le quitamos so6lo un
vértice).

La siguiente prueba ilustra muy bien lo que (en general) queremos hacer
para probar que una gréafica se desconecta: encontrar dos vértices que no
estan en componentes distintas.

Proposicion 80. Dado un vértice u en un drbol T', si dr(u) > 2 entonces u
es un vértice de corte.

Demostracion. Ya que dr(u) > 2, existen dos vértices distintos x y y que
son vecinos de u. Sabemos que existe la (z, y)-trayectoria (x, u, y). Por
el teorema [63] la trayectoria es unica. Asi, en 7' — u no existen (z, y)-
trayectorias. Por lo tanto, del teorema [[7] se sigue que u es un vértice de
corte. U

Finalmente, ya sabemos que si u es un vértice de corte en GG entonces
G — u tiene al menos dos componentes pero jcuantas componentes puede
tener a lo mas?

Antes de responder eso, tendriamos que preguntarnos sobre el niimero de
componentes en una grafica arbitraria (también decimos «en una grafica en
generaly) F'. Si F' es conexa, entonces s6lo tiene una componente. Si no
es conexa, tendra al menos dos componentes. Entre mas pequenas sean las
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componentes, més componentes tendra F. ;Cudl es el orden de la compo-
nente méas pequena? Es lo mismo que preguntarse jcual es el orden de la
grafica conexa mas pequena? La grafica conexa mas pequena es K;. Asi, el
menor orden que puede tener una componente es uno. Por lo tanto, el mayor
nimero de componentes que puede tener una grafica F' de orden n son n
componentes (en tal caso, jcudl es su tamano?).

Regresando a nuestro problema anterior en el que G era una grafica y u
era un vértice de corte de G, supongamos que G tiene orden n. Por lo tanto,
G — u puede tener a lo més n — 1 componentes. ;Coémo debe de ser G para
que eso suceda?

6.2 Puentes

Podemos pensar en aristas que hacen lo mismo que los vértices de corte. Asi
tenemos:

Definicién 81. Dada una arista a en una grafica conexa G, decimos que a
es un puente (o arista de corte) si G — a es inconexad.

., Qué graficas poseen aristas de corte? Obviamente K; no puede poseer
aristas de corte —pues no tiene aristas—. ;Y qué pasa con respecto a K57
Como dijimos arriba, K5 no tiene vértices de corte pero la tnica arista que
posee si es un puente. La grafica K3 no posee ni vértices ni puentes. La
trayectoria de orden tres, P tiene tanto vértices como puentes (tiene dos
puentes y un vértice de corte). De las once graficas de orden once, seis son
conexas —las graficas que nos interesan por el momento— y sélo tres tienen
vértices de corte y puentes. Curiosamente, no hay una grafica de orden
cuatro que tenga vértices de corte pero no puentes o que tenga puentes pero
no vértices de corte. ;Cuéantas graficas de orden cinco tendran vértices de
corte o puentes?

Al igual que como hicimos con los vértices de corte, podemos caracterizar
los puentes:

Teorema 82. Consideremos una grdafica conexa Gy un arista a en G. La
arista a es un puente si y solo existen dos vértices v y w en G, tales que toda
(v, w)-trayectoria pasa por la arista a.

2Recordemos que G — a es la grafica (V(G), A(G) \ {a}).
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La prueba es muy parecida a la del teorema [[7], por lo que es mas apro-
piada dejarla como ejercicio.

Sin embargo, ya conocemos otra caracterizaciéon que es la contrapositiva
de la proposicion 52 (y, por tanto, podemos dar por probada):

Proposicion 83. Dados una grifica conexa G y una arista a de G, G — a
es inconexa si y solo si la arista a no estd en ningin ciclo de G.

;,Cuantas componentes tiene G —a? Ya que G —a es inconexa, debe tener
al menos dos componentes. Pero recordemos que GG — a tiene el mismo orden
que G, no resulta dificil darse cuenta —tal vez después de algunos ejemplos—
que G — a tiene exactamente dos componentes. Si suponemos que a = uv,
va que GG es conexa sabemos que para cualquier otro vértice x en G, existe
tanto una (z, u)- como una (z, v)-trayectoria. Pero resulta que sélo una de
esas dos trayectorias no pasa por la arista a y la otra necesariamente pasa
por la arista a.

Proposicion 84. Dada una arista a en una grdfica conexa G, si a es un
puente entonces G — a tiene exactamente dos componentes.

Demostracion. Supongamos que a = uv y consideremos los siguientes con-
juntos:

U= {z: 2 € V(G) y existe una (x,u)-tray. que no pasa por la arista a}
y
V ={z: z € V(G) y existe una (x,v)-tray. que no pasa por la arista a}.

Faltaria por probar que {U, V'} es una particion de V(G) y que las compo-
nentes de G — a son exactamente G[U] y G[V], lo cual bien puede quedarse
COMO ejercicio. O

6.3 Vértices de corte y puentes

La existencia de vértices de corte no implica la existencia de puentes; por
ejemplo, si piensas en dos ciclos pegados en un vértice, dicha grafica tendréa
un vértice de corte pero no importa qué arista le quitemos, no dejara de
ser conexa. Podemos generalizar la idea anterior si tomamos un conjunto y
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algunos pares de esos ciclos los pegamos en un vértice (cuidando que no se
forme un «ciclo de ciclosy ), esta gréfica tendra muchos vértices de corte pero
ningin puente.

Por el contrario, de todos los ejemplos de gréaficas con puentes que cono-
cemos, todos excepto uno poseen vértices de corte. El tinico ejemplo que falla
es aquél que no tiene los vértices suficientes para tener vértices de corte, la
grafica completa de orden dos K,. Asi, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 85. 5i G es una grdfica conexa de orden al menos tres y tiene un
puente entonces G tiene vértices de corte.

Demostracion. Sea a un puente en la grafica Gy supongamos que a = uv.
Los vértices u y v son buenos candidatos para ser vértices de corte pero no
cualquiera de los funciona. Podria pasar que dg(u) = 1y, en este caso, la
arista uv siempre serd un puente pero el vértice u nunca serd un vértice de
corte. Nos queda por probar dos cosas: (i) que los extremos las aristas que
son puente y que tienen grado al menos dos son vértices de corte y (ii) que
la arista uv tiene al menos un extremo de grado al menos dos.

Para probar (i), sabemos que a = uv es una arista de corte y supongamos
que v satisface que dg(v) > 2, es decir, v tiene al menos dos vecinos. Uno de
ellos es u, supongamos que w es el otro. Nos gustaria probar que u y w estan
en componentes distintas de G — v. Para ello, bastaria con mostrar que no
existen (u, w)-trayectorias en G — v. Supongamos que si existe, sea T una
(u, w)-trayectoria en G — u. Asi, T'o (w, v, u) es un ciclo en G (observemos
que T no pasa por v) que pasa por la arista a, lo que es una contradicciéon
por la proposicion B3l Por lo tanto no existen (u, w)-trayectorias en G — v,
los vértices u y w estan en componentes distintas de G — v, es decir, G — v
es inconexa y v es un vértice de corte de G.

Para probar (ii), supongamos que u tiene grado uno. Si v también tuviese
grado uno, la subgrafica G[{u, v}] seria una componente de G isomorfa a Ko
y va que el orden de G es al menos tres, G tendria dos componentes. Es
decir, G es inconexa, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, si u tiene
grado uno entonces v tiene grado al menos dos. O

Recapitulando la prueba anterior, si @ = uv es un puente en una grafica
conexa G de orden al menos tres entonces pueden pasar tres cosas:

1. dg(u) =1, dg(v) > 2 y v es un vértice de corte en G.

2. dg(v) =1, dg(u) > 2y u es un vértice de corte en G.
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3. dg(u) > 2, dg(v) > 2y tanto u como v son vértices de corte en G.

6.4 Propiedades de las graficas sin vértices de
corte

En lo que resta de esta seccién, G serd una grafica de orden n con n > 3y
sin vértices de corte. Por el teorema [B3 G no puede tener puentes. Por la
proposicion b2] todas las aristas de G estan en un ciclo.

Lo que sigue es una buena muestra —a mi parecer— de una forma usual
de trabajar en Teoria de las Graficas en particular y en matematicas en
general: examinando casos pequenos (que son més manejables). Algunas
veces estos casos pequenos nos permiten dan una prueba en genera (que es
lo a lo que aspiramos).

., Qué pasara con los vértices? Por la proposicion [[9] cada vértice u en
G debe tener al menos dos vecinos, es decir, hay dos aristas que le inciden.
Escojamos una y llamémosla a. Por la proposicion 52 hay un ciclo en G' que
pasa por a y, en particular, pasa por el vértice u.

LY qué pasara si en vez de considerar un vértice consideramos dos vértices
de G, digamos u y v? jHabra un ciclo que pase por ambos vértices?

Examinemos primero el caso que parece méas facil: cuando v y v son
adyacentes (es decir, cuando dg(u, v) = 1). Pero este caso ya esta, pues uv
es una arista en G.

Ahora supongamos que dg(u, v) = 2, es decir, existe un vértice w que
es adyacente tanto a u como a v (pero u y v no son adyacentes). Ya que w
no es un vértice de corte por hipotesis, G — w es conexa. Tanto u como v
son vértices en G —w, por lo tanto existe una (v, u)-trayectoria 7" en G — w.
Basta con observar que

T o (u,w,v)
es un ciclo cuando regresamos a G.

El siguiente caso es relevante porque a partir de ¢él se sigue con bastante
facilidad el caso general. Supongamos que dg(u, v) = 3. Es decir, existen dos
vértices x y y tales que (u, x, y, v) es una trayectoria (de longitud minima).
En particular, tenemos que

d(;(U, y) = 2a

es decir, por el caso anterior sabemos que hay un ciclo en G que pasa por x
y v, llamémosle C'.
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Si, de casualidad, C' pasase por el vértice u, ya tendriamos el ciclo deseado.
Por tanto, supongamos que C' no pasa por el vértice u. A partir de C'
construiremos un nuevo ciclo que pase tanto por u como por v. Para ello,
todavia nos hace falta una trayectoria auxiliar, en concreto, una trayectoria
de u a v pero que no pase por x. Dicha trayectoria existe por que G — x
es conexa, llamémosle P. Notemos que la trayectoria P y el ciclo C se
intersecan, al menos en v, llamemos w al primer vértice de P que también
estd en C. Sea P’ la (u, w)-subtrayectoria de P. Asi, tendriamos que

V(PYNV(C) = {w}.

Hay dos subtrayectorias de w a x en C. Una de ellas, al menos, pasa por v (de
hecho, hay un caso en el que ambas pasan por w, {qué caso es?), llamémosla
C'. Asi, tendriamos que

P'oC" o (z,u)

es un ciclo que pasa tanto por u como por v.

Finalmente queda el caso general. Lo anterior sugiere que el caso en
general se puede construir por induccién sobre la distancia entre los vértices
u y v. El caso base ya esta y, para un entero positivo k, supongamos que
para todo par de vértices v’ y v’ tales que dg(u/, v') < k, existe un ciclo que
pasa tanto por u' como por v'. Y supongamos que dg(u, v) = k. Debemos
mostrar que existe un ciclo que pasa por u y v. Sabemos que existe una (u,
v)-trayectoria de longitud k:

T:(u:l’o,l'l,...,l'k:’l}).

Observemos que dg(x1, v) = k — 1. Por la hipotesis inductiva, existe un
ciclo C' que pasa tanto por x; como por v. Ya que z; no es un vértice de
corte, existe una (u, v)-trayectoria P que no pasa por 7 (es decir, P es una
trayectoria en G' — ;.

Si C' pasase por el vértice u, ya tendriamos el ciclo deseado. Por tanto,
supongamos que C' no pasa por el vértice u. Notemos que la trayectoria P y
el ciclo C' se intersecan, al menos en v, llamemos w al primer vértice de P que
también estd en C. Sea P’ la (u, w)-subtrayectoria de P. Asi, tendriamos
que

V(PYNV(C) ={w}.

Hay dos subtrayectorias de w a x; en C'. Una de ellas, al menos, pasa por
v (de hecho, hay un caso en el que ambas pasan por w, jqué caso es?),
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llamémosla C’. Asi, tendriamos que
P'oC"o(xy,u)

es un ciclo que pasa tanto por v como por v.

Como pueden ver, tanto la prueba del caso cuando dg(u, v) es tres asi
para el paso inductivo son, esencialmente, idénticas.

Lo que uno usualmente se pregunta es: ;qué pasara con el regreso? Es
decir, jla afirmacion «si para cualquier par de vértices u y v existe un ciclo
que pasa por ambos entonces GG no tiene vértices de corte» sera verdadera?

La afirmacién también es cierta y podemos enunciar el teorema:

Teorema 86. Consideremos una grafica conera G de orden al menos tres,
G no tiene vértices de corte si y solo si para cualquier par de vértices u y v
en G, existe un ciclo que pasa por ambos.

Solo faltaria por probar el regreso, para ello sélo daré los elementos prin-
cipales de la prueba. Tenemos que probar que para cualquier vértice x en
G, la grafica G — x sigue siendo conexa, es decir, que para cualquier par de
vértices u y v en G — x, existe un (u, v)-camino en G — x, es decir, un (u,
v)-camino en G que no pase por x. Por hipotesis, existe un ciclo en G que
pasa tanto por u como por v. En tal ciclo, hay dos (u, v)-subtrayectorias que
solo se intersecan en u y en v. En el peor de los casos (el que falla) una de
esas trayectorias pasa por x pero, en tal caso, la otra ya no puede pasar por
x. Es la trayectoria que buscamos.

Veértice y arista

G es una grafica conexa de orden al menos tres y sin vértices de corte. Ya
sabemos que para todo par de vértices, existe un ciclo que pasa por ambos.
., Qué pasara entre un vértice y una arista? No esta de més pensar que pasa
lo mismo y tratar de probarlo (en el peor de los casos, encontrariamos un
contraejemplo que nos mostrara que estadbamos equivocad-s).

Nos gustaria probar que en una grafica conexa G de orden al menos tres
y sin vértices de corte, para cualquier vértice u y cualquier arista a = zv,
existe un ciclo que pasa por u y por a. Ya sabemos que para cualquier par de
vértices, existe un ciclo que pasa por ambos por el teorema ??7. En particular,
existe un C' que pasa por u y por y. Si C' también pasa por x, jhabremos
terminado? No, que un ciclo pase por ambos extremos de una arista no
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implica que pase por la arista, pero si podemos modificar el ciclo para hacer
que pase por la arista. Asi, podemos suponer que C' no pasa por z.

Tenemos un ciclo C' que pasa tanto por y como u, el vértice z es ady-
acente al ciclo y sabemos que G no tiene vértices de corte: la situaciéon es
exactamente la misma que en la prueba del teorema ??7. Si usamos la misma
técnica, obtendremos un ciclo C” que pasa por los vérticex x, y y u. Como
en el parrafo anterior, podria ser que C’ no pase por la arista a pero, en ese
caso, se puede modificar el ciclo para que pase tanto por la arista a como por
el vértice u.

Solo restaria por preguntarnos, ;jsi una grafica (conexa y de orden al
menos tres) satisface que cada vez que tomemos una arista a y un vértice u
existe un ciclo que pase por a y por u entonces no tendra vértices de corte? La
prueba es parecida (pero no ciertamente no igual) al caso en el que sabiamos
que para todo par de vértices, existia un ciclo que pasaba por ambos.

6.4.1 El niimero de vértices de corte

6.5 Bloques

Falta darle nombre a la propiedad con la que trabajamos anteriormente.

Definicion 87. Una grafica no-trivial y sin vértices de corte es no-separable
o biconeza.

Hay graficas (diferentes de la trivial) que poseen vértices de corte y, de
la misma forma que no todas las graficas son conexas pero podemos estudiar
sus partes que si lo son, podemos estudiar las partes que no tienen vértices
de corte de las graficas que no son no-separables. En el caso de la conexidad,
las llamamos componentes, en este caso las llamamos bloques.

Definicion 88. Dada una gréfica no-trivial G, cada subgrafica de G que sea
no-separable y maxima por contenciéon en los vértices y en las aristas es un

bloque de G.

Si la grafica G es no-separable entonces solo tiene un bloque: ella misma.
Las componentes de una grafica G generan una particion de los vértices
de G. Es decir, si Gy, G, ..., G, son las componentes de G entonces

{V(Gl)a V(G2)a teey VW}
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es una particion de V(G). Algo parecido pasa con los bloques, éstos generan
una particion de las aristas. Supongamos que G es una grafica no-trivial y
By, By, ..., By son los bloques de G. Tenemos que

{A<B1>7 A(B2>7 s 7A(Bk)}

es una particion de A(G).
Algunas de las propiedades de los bloques son las siguientes.

Proposicion 89. Consideremos dos bloques By y By en una grifica G. Si
existe un vértice u en V(By) NV (By) entonces el vértice u es de corte en G.

Maés atn, sabemos cuéntos pueden haber.

Proposicién 90. Si By y By son dos bloques en una grafica G entonces

[V(B)NV(By | < 1.



94

CAPITULO 6. CONEXIDAD I: PUNTOS DE CORTE




Capitulo 7

Conexidad 1I: Conexidad en

general

En el capitulo anterior examinamos graficas conexas pero que son poco
conexas. Ya sabemos que la trayectoria de orden cinco y la estrella de orden
cinco son menos conexas que el ciclo de orden cinco y la grafica completa de
orden cinco. Sin embargo, todavia no tenemos un criterio o una forma de
decir que el ciclo de orden cinco es menos conexa que la grafica completa de
orden cinco (que es lo que un- puede esperar).

7.1 Conexidad (puntual)

7.1.1 Discusion de la definicion

Dados una grafica G y un vértice u en G, habiamos definido G — u. Ahora,
consideremos un subconjunto propio S de V(G), definiremos

G—S=GV(G)\S

Diremos que S es un conjunto de corte de G si G—S es inconexa. Observemos
que si G es una grafica inconexa, entonces el conjunto vacio es un conjunto
de corte.

Si G no es una grafica completa entonces existen dos vértices x y y en G
tales que no son adyacentes. Si tomamos S = V(G) \ {x, y} entonces

G_nga

95
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es decir, G — S es inconexa. Por lo tanto, S es un conjunto de corte. ;Podria
haber un conjunto de corte méas grande? No. Si a una grafica le quitamos
n — 1 de sus vértices, lo que nos queda es necesariamente K7, que es conexa.
Por lo tanto, tenemos que si S es un conjunto de corte en una grafica G
entonces

|S] <mn—2.

., Qué tan chico puede ser un conjunto de corte? Si nuestra grafica, de pura
casualidad, tuviese un vértice de corte, llamémosle u entonces el conjunto
{u} es de corte. Por lo tanto,

1<9].

Pero esto no siempre pasa, en muchas ocasiones los conjuntos de corte seran
més grandes.

En las graficas completas, los conjuntos de corte no tienen sentido porque
para cualquier subconjunto propio S de K, la grafica K, — S siempre sera
completa y nunca sera inconexa.

Si una grafica G no es completa, definiremos su conezidad (y la denotare-
mos por k(G)) como la minima cardinalidad de entre todos sus conjuntos de
corte. Es una medida de cuantos vértices debemos de quitar para desconectar
la grafica. Solo resta preguntarnos cémo definiremos la conexidad en el caso
de las graficas completas; al menos, podemos afirmar que de entre todas las
graficas de orden n, la grafica completa K, es la méas conexa. La pregunta
es jqué grafica le sigue?

Si G tiene que ser una grafica de orden n, diferente de K, pero mucho
conexa, podemos pensar en K, menos una arista, K, —a para alguna a = uv
en A(K,). El conjunto B = V(K,) \ {u, v} es de corte en K,. Ya que la
cardinalidad de B es n — 2, de la definicién de conexidad (el minimo de las
cardinalidades de los conjuntos de corte) se sigue que:

KK, —a)<n-—2.

Un- puede esperar que son iguales pero para ello tendriamos que probar que
K(K,—a)>n—2,

es decir, que para todo conjunto de corte S de K, — a,

|S]| >n—2.
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Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que lo anterior no se
cumple. Asi, existe un conjunto de corte T' de K,, — a tal que

|T| <n—2.
Como la cardinalidad de T" es un entero no-negativo,
|T| <n-—3.

En tal caso, (K, —a) — T seria una grafica de orden al menos tres inconexa.
Al ser inconexa, le deben faltar al menos dos aristas (véase el primer ejercicio
del segundo capitulo). Pero, en tal caso, a K, — a le tendrian que faltar a lo
mas dos aristas, lo que no es cierto. Por lo tanto tenemos que |S| >n—2y
esto implica que

K(K, —a)=n—2.

JExistira una grafica G de orden n cuya conexidad sea n — 1, segtn la
definimos arriba? En caso de existir, por definiciéon tendriamos un subcon-
junto 7" de V(G) tal que:

1. T|=n-1y

2. G — T es inconexa.

Pero esto no es posible, ya que G — 1" seria isomorfa a K;.

Con base en lo anterior, definimos la conexidad de K, como n — 1, es
decir,

K(K,)=n—1.

7.1.2 Definicién

Con esto la definicién queda completa:

Definiciéon 91 (Conexidad (puntual)). Dada una grafica G, la coneridad de
G es el minimo ntmero de vértices que hay que quitarle para desconectarla
o que quede la grafica trivial.

7.1.3 Algunos resultados

Proposicion 92. Con lo anterior, ya conocemos algunos resultados sobre
conezidad en grdficas.
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1. 51 G es una grifica inconexa entonces

ya que el vacio es un conjunto de corte de G.

2. Si G es conexa y tiene vértices de corte entonces

k(G) = 1.

3. Si G es conexa y no tiene vértices de corte entonces

k(G) > 2.

4. Para todo enteron conn > 3,

donde C,, es el ciclo de orden n.
d. Para todo enteron con n > 4,
k(W) =3,
donde W,, es la rueda de orden n.
6. Para todo enteron conn > 1,

R(K,)=n—1.

7.2 Conexidad por aristas o lineal

Dados una grafica G y una arista a en GG, habiamos definido G — a. Ahora,
consideremos un subconjunto 7" de A(G), definiremos

G—T=(V(G),A(G)\T).

Definicién 93. Diremos que 7' es un conjunto de corte (de aristas) de G
si G — T es inconexa. La tnica grafica que no posee conjuntos de corte de
aristas es K.
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Siempre que la grafica sea diferente de K7, tiene dos posibilidades: o G
ya es inconexa o posee un conjunto de corte de aristas, en particular, todas
sus aristas.

Anélogamente, nos interesa saber como podemos desconectar una grafica
al quitarle aristas.

Definicion 94 (Conexidad lineal o por aristas). Dada una grafica G, la
conezidad lineal o por aristas de G es el minimo nimero de aristas que hay
que remover para desconectarla si no es K; o es cero cuando es K;. La
conexidad lineal de una grafica G la denotamos por A(G).

El siguiente resultado es una generalizacion de lo que ya sabiamos para
puentes.

Proposicion 95. Dada una grifica conexa G, si T es un conjunto de corte
de aristas de G entonces G — T tiene exactamente dos componentes.

., Cual sera la conexidad lineal de la grafica completa de orden n, K,,7 Si
quitamos todas las aristas que inciden en un vértice fijo, obtendremos una
grafica inconexa (por un lado el vértice y por el otro el resto de la gréfica).
Ese es un conjunto de corte de aristas que tiene n — 1 elementos (dados por
los vecinos del vértice en K,,). Pero la pregunta es: ;jexistird un conjunto de
corte mas chico o esa seré la conexidad lineal de K,,? Esa sera la cardinalidad
minima de los conjuntos de corte de aristas de K,,. Para probar ello, tomemos
un conjunto de corte de aristas arbitrario 7' de K,,. Mostraremos que

IT| >n—1.

Ya que T es un conjunto de corte de aristas, la grafica G — T es inconexa,
sea G’ una de sus componentes. Definamos los siguientes conjuntos:

A=V(G)y B=V(G)\V(G).

Notemos que G' = G[A]. Ya que G es una grafica completa, entre cada
vértice en A y cada vértice en B hay una arista, es decir, entre los vértices
de A y los de B hay |A||B| aristas. Digamos que |A| = k, asi entre A y
B tenemos k(n — k) aristas. Ya que en G — T sabemos que G[A] queda
desconectado de G[B], ninguna de las aristas entre A y B pueden estar en
G —T. Es decir,

k(n—k) <|T].
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Notemos que k > 1yn—k>1,porloque k—1>0yn—k—12>0. Asi,
0<(k—-1)(n—-k—-1)=kn—k—-1)—(n—k—1),
0<(k—-1(n—-k—-1)=k(n—k)—k—(n—-1)+k

y se sigue que
n—1<k(n—k) <|T|

Por lo tanto,

MG)=n-—1.

7.3 Algunos resultados sobre conexidad

Teorema 96 (Whitney). Dada una grifica G,
(G) < AG) < 6(G).

Demostracion. Probemos primero que A\(G) < §(G). Tomemos un vértice
en G tal que

El conjunto
T ={a: = es extremo de a}

tiene cardinalidad §(G) y es subconjunto de las aristas de G. Mas atn, la
grafica G — T es inconexa ya que x queda aislado. Por lo tanto,

AG) < |T| = §(G).

Ahora probemos que k(G) < A(G). Por definicion, existe un conjunto de
aristas E tal que |E| = AM(G) y G — E es inconexa. Por la proposicion 05 en
G — E hay exactamente dos componentes, sean G’ y G”. Consideraremos dos
casos, que exista un vértice en G’ y un vértice en G” que no sean adyacentes
en G o su negacion (es decir, que todo vértice en G’ sea adyacente a todo
vértice en G”).

Primero supongamos que existe un vértice u en G’ y un vértice v en G”
tal que u y v no son adyacentes en (G. Asi, para cada arista a en F, uno
de sus extremos es diferente de u y de v; sea E’ el conjunto de vértices que
tenga un vértice diferente de u y de v por cada arista a en E. Tenemos que

|E'| = |E].
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Notemos que G — E’ es una subgrafica de G — E en la que al menos estan
u'y v, por lo tanto G — E’ es inconexa. Se sigue que E’ es un conjunto de

corte de vértices y
K(G) < [E' = [E| = MG).

Ahora supongamos que para todo vértice en G’ es adyacente a todo vértice
en G". Sir=|G'| y n—r =|G"| entonces

r(n—r)=|E|.

Ya que tanto G’ como GG” son componentes, tenemos que r > 0y n —r > 0.
Asi,ir—1>0yn—r—1>0y

0<(r—=1)(n—r—-1)=@r—-1)n-r)—(r—-1)

7.4 El teorema de Menger

A veces nos interesa ser mas especific-s con respecto a quiénes desconecta-
mos. Dados dos vértices no adyacentes u y v, un {u, v}-separador es un
subconjunto S de V(G) \ {u, v} tal que en G — S los vértices u y v quedan
en componentes diferentes. La coneridad local de u 'y v, denotada por kg(u,
v) es la menor cardinalidad de un {u, v}-separador en G.

Proposicion 97. Dada una grifica G,
k(G) = min{kg(u,v): u y v son vértices no adyacentes en G}.
Demostracion. Debemos probar dos desigualdades. Probemos primero que
k(G) > min{rg(u,v): uww ¢ A(G)}.

Tomemos un conjunto de corte S en GG. Ya que G — S es inconexa, existen
dos vértices x y y que estan en componentes distintas de G — S. Ya que S
es un conjunto (z, y)-separador, tenemos que

k(G) = |S| > kg(u,v) > min{kg(u,v): uvv ¢ A(G)}.
Ahora probemos que

k(G) <min{kg(u,v): uv ¢ A(G)}.
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Tomemos dos vértices x y y tales que
ke(z,y) = min{kg(u,v): uwv ¢ A(G)},
y sea S un conjunto (z, y) separador tal que
5] = ka(z,y).
En particular, S es un conjunto de corte en GG. Por lo tanto,
K(G) < S|
]

Podemos definir la nocién anéloga para el caso de la conexidad lineal.
En este caso no es necesario pedir que u y v no sean adyacentes. Anéloga-
mente, la coneridad lineal local de u y v, denotada por Ag(u, v) es la menor
cardinalidad de un {u, v}-separador de aristas en G.

Dados dos vértices u y v en una gréfica, dos (u, v)-trayectorias Py ) son
internamente ajenas si

V(P)NV(Q) ={u,v}.

Consideremos dos vértices no adyacentes u y v en una grafica G. Si
entre hubiese al menos una (u, v)-trayectoria en G, deberiamos de quitarle
al menos un vértice a esa trayectoria si quisiésemos desconectar v de v. Pero
esto no nos asegura que u y v queden desconectados. Si existiesen dos (u,
v)-trayectorias internamente ajenas, tendriamos que quitarle al menos un
vértice a cada trayectorias (es decir, al menos dos) para desconectar u y
v. Pero quitar esos dos vértices no nos asegura que desconectemos u y v.
Incluso si nos fijamos en el méximo nimero posible de (u, v)-trayectorias
internamente ajenas en G, al escoger un vértice de cada una (diferente de
u y de v), al retirarlos no podemos asegurar que se desconectaremos u y v,
llamemos pg(u, v) a dicho namero. Sin embargo, tendriamos que

pG(U, U) < K,G(U, U)'
De otra forma,
méax{|P|: P es un conjunto de (u,v)-trayectorias int. ajenas} <
min{|S|: S es un conjunto (u,v)-separador}.

Karl Menger mostré en 1932 que, de hecho, ambas cantidades son iguales.
Es uno de los primeros ejemplos de un teorema minimax.
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Teorema 98 (Teorema de Menger). Dados dos vértices no adyacentes u y v
en una grifica G, el mdzimo nimero de (u, v)-trayectorias internamente aje-
nas en G es igual a la minima cardinalidad de un conjunto (u, v)-separador.
Es decir,

pa(u,v) = kg(u,v).

Recordemos que una gréafica G es k-conexa si al quitarle cualquier con-
junto de menos de k vértices, lo que nos queda no esta desconecto, y tenemos
que k < k(G). Como consecuencia del teorema de Menger, tenemos el un
teorema que es una generalizaciéon de un teorema de Hassler Whitney.

Teorema 99 (Whitney). Dada una grifica G, G es 2-conezxa si y sélo en-
tre cualquier par de vértices u y v existen al menos dos (u, v)-trayectorias
internamente ajenas.

Teorema 100. Dada una grafica G, G es k-coneza si y solo si entre cualquier
par de vértices u y v el nimero de (u, v)-trayectorias internamente ajenas
es al menos k.

Para probar este este resultado a partir del teorema de Menger, necesita-
mos de un resultado.

Proposicién 101. Dadas una grafica G y una arista a en G,

_ ) &(G)
w(G—a) = {K(G) _1

Demostracion. Consideremos un conjunto de corte de cardinalidad minima
S en G — a. Tenemos dos posibilidades: G — S es 0 no conexa. Supongamos
que G — S no es conexa, es decir, S es un conjunto de corte en G. Por lo
tanto, |S| > k(G).

En caso de que G — S sea conexa, significa que O

Demostracion del teorema[I00. Primero supongamos que G es una grafica
k-conexa. O
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Capitulo 8

Paseos eulerianos

Recordemos que un paseo en una grafica es un camino que no repite aristas
pero que podria —o no— repetir vértices. En particular, todo camino de
longitud cero o uno es un paseo. El problema de los puentes de Konigsberg
nos motivo a pensar en paseos que pasan por todas las aristas de una gréfica.

Definicién 102 (Paseo euleriano). Dada una grafica G, un paseo euleriano
es paseo que pasa por todas las aristas de GG. Esto es, es un camino que pasa
por cada arista de G una y s6lo una vez.

Lo primero que un- se pregunta cuando introduce un nuevo concepto es
Jexistiran gréaficas que tengan un paseo euleriano? Recordemos que habran
dos tipos de paseos eulerianos: abierto y cerrados.

e Kl ciclo (), de longitud n tiene un paseo euleriano cerrado pero no
abierto.

e La trayectoria P, de orden n tiene un paseo euleriano abierto pero no
cerrado.

Una vez que ya sabemos que si hay graficas que tienen paseos eulerianos,
la siguiente pregunta es jqué deberia de cumplir una grafica para que tenga
un paseo euleriano cerradd? Una forma de abordar dicha pregunta consiste
en ver qué caracteristicas tienen las gréaficas que si tienen un paseo euleriano

IMas tarde trataremos los paseos eulerianos abiertos.
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cerrado. Para ello, veamos un ejemplo en concreto, supongamos que G es
una grafica conexa y que

W == (Ula V2, Vg, Us, U4, U3, U2, V4, Vg, Ul)

es un paseo euleriano cerrado en G. jSera posible saber quién es G con la
informacion anterior? ;Qué sabemos?

1. Como W tiene longitud nueve y ahi aparece cada arista de G una y
s6lo una vez, la grafica G tiene tamano nueve.

2. Ya que G es conexa (por hipotesis) y tiene al menos una arista, todo
vértice tiene grado al menos uno, es decir, todo vértice incide en una
arista. Esa arista aparece en W y por lo tanto el vértice aparece en W.
Por lo tanto, todo vértice de G aparece en W. Asi

V(G) = {Uh V2, U3, V4, Us, U6}-

3. Tomemos un vértice u en V(G). Recordemos que el grado del vértice
u es el namero de sus vecinos y sus vecinos son aquellos vértices que
estdn unidos a u por medio de una arista. Podemos dar una funciéon

¢u: N(u) —{1,2,...,6},

tal que para w en N(u), ¢,(w) = k siy solo si u = v, y w es adyacente
al vértice vy en W (y esto significa que w = vx_1 0 que W = Vg11).
Primero tendriamos que verificar que efectivamente ¢, es una funcion,
es decir, que esta bien definida (que a cada elemento en el dominio le
corresponda uno en el contradominio y que éste sea tnico).

., Qué sabemos sobre la funcion?

Ya que W es un paseo puede pasar varias veces por el vértice v;, eso
dependera de cuantos vecinos tenga este vértice.

Tomemos un vértice v; en V(G). Recordemos que el grado del vértice
v; es el nimero de sus vecinos y sus vecinos son aquellos vértices que estan
unidos a v; por medio de una arista. Ya que W es un paseo puede pasar
varias veces por el vértice v;, eso dependerd de cuantos vecinos tenga este
vértice.
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Recorridos hamiltonianos

Los recorridos hamiltonianos son el equivalente a los paseos eulerianos pero
con respecto a los vértices.

Definicién 103 (Trayectoria hamiltoniana). Una trayectoria en una grafica
G es hamiltoniand! si pasa por todos los vértices de GG. Si una grafica G
posee una trayectoria hamiltoniana, decimos que G es trazable.

Definicién 104 (Ciclo hamiltoniano). Un ciclo en una gréfica G es hamil-
toniano si pasa por todos los vértices de GG. Si una gréafica G posee un ciclo
hamiltoniano, decimos que G es hamiltoniana.

Hay algunas observaciones que se pueden hacer, facilmente, sobre los
conceptos anteriores.

1. Si G posee un ciclo hamiltoniano entonces G posee una trayectoria
hamiltoniana (basta con recortar el ciclo dejando de recorrer una arista).

2. Si G no es conexa entonces no puede tener trayectoria hamiltoniana (y
mucho menos un ciclo).

3. Si G posee vértices de corte entonces no puede tener un ciclo hamilto-
niano (por lo tanto G es 2-conexa).

IEn espaiiol, todos los adjetivos derivados de nombres propios —en este caso, «hamil-
toniano» deriva del apellido inglés Hamilton— se escriben con mintscula inicial salvo que
estén obligados a empezar con mayuscula, como cuando empiezan una oracion.
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Proposiciéon 105. Dado un conjunto S de orden n, para cualquier particion
de S en dos conjuntos A y B, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que

n
A <2<B].
2
Demostracion. Por definicidn, tenemos que:

min{[A], | B[} < |A] < max{[A],|B[}

min{|A[, |B|} < [B| < max{|Al,|B|}.

Al sumarlos, tenemos que
2min{|A],[B[} < |A] + |B| < 2max{[A], | B[}
y ya que A y B son ajenos,
|A| + |B| = |AU B| = |S| =n.

Asi,

2min{|A], [B|} < n < 2max{[A],[B|}
y, al dividir,

min{|A|,|B|} < 5 < méx{|A],|B]}.

Finalmente, sin pérdida de generalidad podemos suponer que |A| < |B].
Porque, en caso de que pésase al contrario que |B| < |A|, podriamos in-
tercambiar sus nombres sin que nada méas se modifique. Bajo ese supuesto,
tenemos que

A =min{|A|, |B|}

y que
B = méx{|Al, |B[}.

Por lo tanto,

Al <

o3

<|Bl.
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Proposiciéon 106. Si G es una grdfica de orden n que satisface que para
todo vértice u en V(G) se tiene que

d(v) >

o3

entonces G es coneza.

Demostracion. Recordemos que una gréafica GG es conexa si y solo si para toda
particion de V(G) en dos conjuntos A y B, siempre existe una arista con un
extremo en A y otro en B. Si probamos esto tltimo, estaremos probando
que G es conexa.

Tomemos una particion arbitraria de V' (G) dada por los conjuntos A y
B y supongamos, sin pérdida de generalidad por la proposicion [103 que

n
41 <2 <]

y tomemos un vértice u en A. Probaremos que u tiene un vecino en B por
contradiccion, es decir, supongamos que no esto no es cierto, asi N(u) C A.
Mas ain, N(u) C A\ {u} y asi

n

d(u) = [N()| < [A\ {u}| = [4| -1 S —1< 2.

Junto con la hipodtesis, tenemos que

ggaw<%
es decir,
n o n
2572
lo que es una contradiccion. Por lo tanto, no es cierto que N(u) C A, es
decir, u tiene un vecino en B. Por lo tanto, GG es conexa. O

La condicién anterior es justa, esto significa que si la debilitamos un poco,
ya no es cierta. En concreto: existen graficas de orden n que satisfacen que
para todo vértice u,

du) < - -1

n
2
pero G no es conexa.

Cuando se tiene una trayectoria P = (z1, X9, ..., o}), podrian existir

muchas formas de dar un ciclo C tal que V(C) = V(P). La manera mas
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facil la tenemos cuando los vértices x; y x; son adyacentes. Pero no siempre
somos tan afortunad-s.

Supongamos que x; y xj tienen muchos vecinos en P. ;Cuéntos son
muchos? Al menos la mitad de los vértices. Es decir,

k k
de(z1) = 5y de(zr) = 5.
2 2
Ya que queremos obtener un ciclo C tal que V(C') = V(P), podemos suponer
que r1 y r no son adyacentes.

La siguiente manera (en orden de facilidad), seria con el auxilio de dos
aristas que no estén en P. Si existiese un entero j en {2, 3, ..., k} tal que

xj € N(z1) y xj_1 € N(z), (9.1)

entonces
Pz, a1] o (z1,25) o Plaj, ] o (w, wj-1)

serfa un ciclo que pasa por todos y sé6lo por los vértices de P. En lo que sigue,
trataremos de encontrar ese par de aristas que nos permitieron convertir la
trayectoria en un ciclo.

Lema 107. Consideremos una digrdfica D y una trayectoria
P = (z1,29,...,2x)
en D. Si P satisface que
e N(x1) CV(P),
e N(zx) CV(P)y
o d(zy) +d(xx) > k

entonces existe un ciclo C' tal que

Demostracion. Definamos el siguiente conjunto

B = {:L’,'_11 T; € N(xl)}’
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que son los vértices que preceden a los vecinos de x; en P. En caso de existir
x; € BN N(zy),
por la definiciéon de B tendriamos que z,41 € N(z1) y asi
Pz, 1] 0 (z1,2541) © Plaji1, 7] o (zg, 75)

serfa un ciclo que cuyos vértices coinciden con los de P. Por tanto, queremos
probar que la interseccion BN N (zy) no es vacia. O, lo que es lo mismo, que

1B N N ()| > 1.

Para esto debemos debemos de analizar en dénde viven cada uno de esos
conjuntos y cudl es su cardinalidad. Sabemos que

N(x1) €{2,3...,k} y N(z) C{1,2...,k—1}.
De la forma en como definimos B, tenemos que
BC{1l,2...,k—1} y N(z) C{1,2...,k—1}.
. Cuéles son sus cardinalidades?
B = [N(z1)| = d(21) y [N (k)| = d(z).

Ya que
BUN(xp) C€{1,2...,k—1},

tenemos
IBUN(zp)| < {1,2....k—1} =k —1

Para cualesquiera dos conjuntos X y Y, sabemos que (y, si no lo sabemos,
lo podemos probar)

IXUY|=|X|+Y]|—-|XNnY].

Al juntar lo anterior, tenemos que:

k—1 > |[BUN(x)| = |B| + |[N(xx)| — [BNN(x)
> |BUN(£L’k)| = d(l’l) + d(l’k) — |BﬂN(:L’k)|
> |BUN(z)| = k + |BNON(xy)l.
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Asi,
k—1>k—|BnNN(x),
es decir,
|BNN(xp)| > 1,
lo que queriamos probar. O

Teorema 108. Consideremos una grdafica G de orden n, conn > 3. Si para
todo vértice u en V(G) se tiene que

d(u) =

o3

entonces G posee un ciclo hamiltoniano.

Demostracion. Consideremos una trayectoria P de longitud maxima en G.
Digamos que
P = (1’1,1’2, e ,S(Zk).

Ya que P es de longitud méaxima, tendremos que:
N(z1) CV(P)y N(azp) € V(P).

Y claramente k£ < n, pues los vértices de P son un subconjunto de los vértices
de G. Por lo tanto, tendremos que

n o n
—+—-=n>k.
2+2 n =

Asi, tenemos las condiciones del lema [I07 Por lo tanto, existe un ciclo que
C tal que V(C) = V(P). Si V(C) = V(G), C seria un ciclo hamiltoniano.
Supongamos que no, es decir, V(G) \ V(C) es no vacio. Recordemos que G
es conexa por la proposicion [[06, es decir, existe una arista entre V(C) y
V(G) \ V(C). Pongamosle nombre a C, digamos que

d(zy) +d(xy) >

C= (Y192, Yks Y1)

y sea y;x, con x en V(G) \ V(C), la arista que sabemos que existe por la
conexidad. Asi, tenemos que

C[yj+1, yj] © (ij x)

serfa una trayectoria de longitud mayor que la de P, lo que es una contradic-
cion. Por lo tanto, no existen vértices fuera de C, es decir, V(C) = V(G) y
C' es un ciclo hamiltoniano. O
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Pedir que todo vértice tenga grado al menos n/2 es pedir mucho (a esa
propiedad la llamaré la condicion de Dirac). En particular, esta condicion
implica que la gréfica tiene muchas aristas. Y es una condicién mala porque
hay graficas que si son hamiltonianas pero se alejan mucho de la condicion
de Dirac, en particular los ciclos de longitud n, C),. Claramente son graficas
que posee un ciclo hamiltoniano pero todos sus vértices tienen grado dos vy,
conforme n crezca, tendremos que la diferencia

2< =
2
serd tan grande como queramos.

Por otro lado, la condiciéon de Dirac es justa. Si le pedimos un poco
menos, no podemos asegurar la existencia de un ciclo hamiltoniano. Es decir,
el enunciado:

Consideremos una grafica G de orden n, con n > 3. Si para todo
vértice u en V(@) se tiene que

d(u) > - —1

n
2
entonces GG posee un ciclo hamiltoniano.

es falso.
Pocos anos después, Qysten Ore se dio cuenta que podemos mejorar el
resultado anterior. En esencia, lo importante fue que

d(l’l + d(l’k) > n,

es decir, que la suma de los grados de sus extremos fuera grande, cuando
éstos no fueran adyacentes (pues si lo eran, ya teniamos lo que buscabamos).
Asi, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 109. Consideremos una grafica G de orden n, conn > 3. Si para
todo par de vértices no adyacentes u y v en V(G) se tiene que

d(u) +d(v) >n
entonces G posee un ciclo hamiltoniano.

Demostracion. La ]
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Teorema 110. Dada una grifica G, si existe un subconjunto S de los vértices
de G tal que
w(G—29)>15+1

entonces G no posee ninguna trayectoria hamiltoniana.

Teorema 111. Dada una grifica G, si existe un subconjunto S de los vértices
de G tal que
w(G—=295)>|S|

entonces G' no posee ningun ciclo hamiltoniano.



Capitulo 10

Coloracion de los vértices

Colorear los vértices una grafica consiste en eso: pintar cada vértice con
un color. Esto es una funcién de los vértices al conjunto de los colores.
Dado que dar el «conjunto de los colores» puede ser un tanto engorroso, los
pensamos como un subconjunto de los naturales. Formalmente lo definimos
de la siguiente forma.

Definicién 112 (Coloracion de los vértices). Dada una grafica G, una fun-
ciéon
¢:V(G) =N
es una coloracion de los vértices de G.
La imagen de V(G) bajo la funcion ¢ (es decir, el conjunto {¢(u): u €
V(G)}) es un conjunto finito porque V(&) es un conjunto finito. Para sim-

plificar nuestro analisis, nos limitaremos a los colores que si usamos, es decir,
pensaremos en coloraciones:

6 V(G) = {1,2,... .k}
donde ¢~1(7) # 0 para todo i en {1, 2, ..., k}.
Dada cualquier grafica G = (V(G), A(G)), siempre podemos pensar en
la coloracion ¢y: V(G) — {1} dada por la regla

vi— 1,

para todo v en V(). Sin embargo, esto no nos diria nada sobre la gréafica y
el objetivo de las coloraciones es obtener informacién sobre las graficas.
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Por lo anterior, no nos interesan todas las coloraciones sino coloraciones
en particular, en las que los extremos de cualquier arista tengan colores
diferentes.

Definicién 113 (Coloracion propia de los vértices). Dada una grafica G,
una funcion

o:V(G)—{1,2,...,k}
en la que vértices del mismo color no sean adyacentes y ¢~'(i) # ) para

todo i en {1, 2, ..., k} es una coloracion propia o buena coloracion de los
vértices de G.

Toda grafica admite al menos una coloracién propia, basta con pintar
cada vértice con un color diferente:

o: V(G) = {1,2,...,n}.
Si V(G) = {vy, va, ..., v,}, definimos
v; 1.

Ya que no hay dos vértices que reciban el mismo color, por vacuidad es una
coloracion propia. Esta coloraciéon tampoco nos aporta informaciéon nueva
sobre las graficas. El problema radica en que usa muchos colores; es por esto
que buscamos coloraciones con menos colores.

Definicion 114. Si una para una grafica G = (V(G), A(G)) existe una
coloracion propia

o: V(G) = {1,2,...,k},
diremos la funcion ¢ es una k-coloracion de G'y que G es k-coloreable.

Para cada i en {1, 2, ..., k}, ¢—1(i) es el conjunto de los vértices en G
que reciben color ¢ y usualmente se lo llama la clase de color 1.

Comentario. Observemos que ¢~ (1), ¢71(2), ..., ¢~!(k) es una particion
de V(@) donde cada ¢~'(i) es un conjunto independiente de vértices.

Definicion 115. Dada una grafica G = (V(G), A(G)), el nimero cromdtico
de G es el menor niimero de colores k tal que existe una k-coloracion de
G. Lo denotamos ComoEI

X(G) =k

y decimos que G es k-cromdtica.

La letra y proviene del alfabeto griego y se pronuncia ji.
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El problema consiste en determinar cuénto vale x para cada grafica G.
En principio, sabemos algunas cosas. Ya que toda gréafica G posee al menos
un vértice, sabemos que

x(G) = 1.

. Qué pasaria si G tiene al menos una arista?

Proposicion 116. Dada una grifica G, si ¢ es una coloracion propia de G,
st u Yy v son vértices adyacentes entonces

¢(u) # ¢(v).

Esto implica que tendriamos que tener al menos dos colores, es decir,
X(G) > 2. Asi, tenemos que:

Proposicion 117. Si G es una grdfica no-vacidl entonces
x(G) > 2.
Lo anterior implica que

Lema 118. Dada una grdfica G de orden n, x(G) =1 si y sdlo si G es una
grifica vacia, es decir, G = K,.

Seguiria preguntarnos qué gréficas tienen nimero cromético dos. Primero
examinemos coémo se comportan los ciclos. El ciclo més pequeno es Cj, el
ciclo de longitud tres —que resulta ser también la grafica completa de tres
vértices, K3—. Seguiria considerar Cy, el ciclo de longitud cuatro. Y luego
seguirian los ciclos de longitud cinco y seis, C5 y Cg, respectivamente. De este
analisis podriamos conjeturar que los ciclos de longitud par tienen nimero
cromatico dos y los de longitud impar tienen ntimero cromético tres.

Teorema 119. Consideremos el ciclo C,, de longitud n. Sin es par entonces
X(Cn) =2 y sin es impar entonces x(C,) = 3.

Demostracion. Tomemos el ciclo de longitud n
Cn = (SL’l, T2, ...,Tnp, l’n+1)

conn+1=1.

2Recordemos que las graficas vacias son aquéllas que no tienen aristas.
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Primero supongamos que n es par, es decir, n = 2k. La idea seria colorear
alternadamente los vértices con colores azul y rojo y esa tendria que ser una
coloracion propia. Pero es algo que ya hicimos, recordemos que Cy es una
grafica bipartita por el teorema 25l Por lo tanto, existe una particion {V7,
Vo} de los vértices de Coq tales que toda arista de Coy tiene extremos en
partes diferentes. Es decir, dos vértices en V; o dos vértices en V5 no pueden
ser adyacentes. Si coloreamos de azul todos los vértices en V; y de rojo todos
los vértices en V5, obtendremos una coloracion propia de Cs. Esto implica
que:

X(Car) < 2.

Por otro lado, ya que Cy; posee al menos una arista, tenemos que
X(Cgk) Z 2.

Por lo tanto, x(Ca) = 2.

Ahora supongamos que n es impar, es decir, n = 2k + 1. Primero demos
una 3-coloracion de Cyyyq. Siiestd en {1, 3, ..., 2k — 3, 2k — 1}, pintemos
el vértice z; de color azul y si j esta en {2, 4, ..., 2k — 2, 2k}, pintemos el
vértice x; de color rojo. Con esto, habremos pintado todos los vertices xj con
ken{l,2,3,...,2k—1, 2k} y solo restaria por colorear el vértice vo,,q. Pero
Uok, que es rojo, es adyacente a vor1 Y v1, que es azul, es adyacente a vop 1.
Por lo tanto, vgx41 no podria ser rojo ni azul, pintémoslo verde. Asi, hemos
obtenido una 3-coloracion propia de Cyyyq, es decir, x(Coyq) < 3. Para
finalizar, debemos probar que x(Cak+1) > 3. Sabemos que x(Cori1) > 2,
yva que Cy,1q tiene al menos una arista. Asi, la tnica posibilidad seria que
X(Cor11) = 2, es decir, existe una coloracién propia

o: V(G) — {1,2}.

Asi, tenemos que tanto ¢~!(1) como ¢~'(2) son conjuntos independientes
en Cy..1. Por lo tanto, Cy,, 1 seria una grafica bipartita, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, x(Caxy1) # 2. Esto implica que

X(C2k+1) >3

y ast x(Copy1) = 3 O

JEl problema serén los ciclos de longitud impar? Las graficas bipartitas
no poseen ciclos de longitud impar, jseran 2-cromaticas? Debemos pedir
también que no sean vacias.
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Teorema 120. Consideremos una grdafica G no vacia, G es bipartita si y si
solo st x(G) = 2.

Demostracion. Primero supongamos que G es bipartita. Ya que G es no
vacia, tenemos que

x(G) = 2.

Basta con probar la otra desigualidad, para ello exhibiremos una coloracion
propia que solo usa dos colores. Ya que G bipartita, sabemos que existe una
biparticion {V, V2} de los vértices de G. Pintemos los vértices en V] de color
azul y los vértices de V5 de color rojo. Ya que G es bipartita, sabemos que
todas las aristas de G tienen extremos de color rojo y azul y que no pueden
existir aristas que tengan sus dos extremos del mismo color. Por lo tanto,
esa es una coloraciéon propia que usa dos colores. Como el nimero cromético
es el menor niamero de colores que usa una coloraciéon propia, tenemos que

x(G) <2

Por lo tanto, x(G) = 2.
Ahora supongamos que G es 2-cromaética, es decir, existe una coloracion
propia de G' que usa dos colores, digamos:

o: V(G) — {1,2}.

Como es propia, tenemos que ¢~'(1), $71(2) es una particion de V(G) en
dos conjuntos independientes. Asi, toda arista de G debe tener extremos en
elementos diferentes de la particién. Por lo tanto, G es bipartita. O

Hasta el momento, ya sabemos que los niimeros crométicos de las graficas
completas K;, Ky y K3 son uno, dos y tres, respectivamente (K; es vacia,
K es bipartita no-vacia y K3 es el ciclo de longitud tres). ;Qué pasara con
K,, K5, etcétera?

Pensemos en K. Ya que todos los vértices son adyacentes entre si, es-
perariamos que todos tengan un color diferente. Es decir, necesitamos de
cuatro colores y no se puede con menos. Lo mismo pasaria para el resto de
las completas, esto es, esperariamos que

X(K,) = n.

Pero més atin, si G es una gréfica de orden n que sea n-cromatica, entonces
toda coloracion

o:V(G)—={1,2,...,n—1}
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no puede ser propia. Es decir, si nos tomamos dos vértices v y v podemos
dar la siguiente coloracion:

e a cada vértice w en V(G) \ {u, v} le asignamos un color diferente, con
lo cual ocupariamos n — 2 colores y

e a los vértices u y v les damos el color n — 1.

La anterior es una coloraciéon que usa (n — 1) colores y, por lo anterior, no
puede ser propia. Eso significa que alguno de los subconjuntos ¢~—1(7), con i
en {1, 2, ..., n— 2}, no es independiente. Pero todos son unitarios excepto
por ¢! (n —2) = {u, v}. Este es el conjunto que no es independiente y, por
lo tanto, v y v son adyacentes. Como estos vértices fueron arbitrarios, se
sigue que G es una grafica completa.

Teorema 121. Dada una grifica G de orden n, G tiene nimero cromdtico
n sty solo st G es una grifica completa.

Demostracion. Las lineas previas muestran la ida. Asi pues, nos resta por
probar el regreso. Supongamos que G es una grafica completa, es decir,
G = K,,. Por demostrar que x(K,) = n. Por un lado la coloracion

V=1
es propia y muestra que
X(K,) < n.

Para probar la otra desigualdad, supongamos que existe una (n—1)-coloracion
propia de K,
¢: V(K,) —{1,2,....,n—1}

Por el principio del palomar, ya que tenemos n vértices y n—1 colores, deben
existir dos vértices u y v tales que

lo que muestra que ¢ no es una coloracioén propia, una contradiccion. Por lo
tanto,
X(K,) > n.

Asi tenemos que x(K,) =n O
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Ahora consideremos una grafica G de orden n y supongamos que tiene
una subgrafica isomorfa a una completa, digamos K,, ;jqué podemos decir
del namero cromatico de G? Tendria que ser mayor o igual que p pues, en
otro caso, tendriamos una g-coloracién propia para algin ¢ < p:

o:V(G) = {1,2,...,q},

y ya que K, es subgrafica de GG, tendriamos una buena coloracion de K, con
tan solo ¢ colores, lo que es imposible. De ahi que x(G) > p. Pero en esta
prueba, que K, fuese completa no jugd ningin papel pero si importé que
fuese subgrafica. Asi, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 122. Si H es subgrdfica de G entonces x(H) < x(G).

Recordemos que el numero de independencia de una grafica GG, que deno-
tamos por a(G), es la mayor de las cardinalidades de entre todos los subcon-
juntos independientes de vértices. Ya que cada clase de color es un conjunto
independiente, el nimero cromatico guarda estrecha relacion con el namero
de independencia.

Teorema 123. Si G es una grdfica de orden n entonces

%Sx(G)Sn—a(G)—l—l.

Demostracion. Fijemos k = x(G) para simplificar la notacién. Por defini-
cion, GG es una grafica k-cromatica y existe una k-coloraciéon propia

¢: V(G) = {1,2,..., k.

Las clases cromaticas ¢~1(1), ¢71(2), ..., ¢~ (k) es una particion de V(G)
en conjuntos independientes y por definicion de ntimero de independencia
tenemos que

¢~ '(i) < a(G).
Asi,
n=1o" (D] + o7 Q)]+ -+ o7 (k)] < ka(G)

e <k=x(G).

Para la otra desigualdad, bastara con exhibir una (n—a(G)+1)-coloracion
propia de G. Sabemos que existe un subconjunto S C V(G) tal que

15| = a(G).
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Si coloreamos los vértices en S con un color y el resto de los vértices, que
son n — a(G), con un color diferente cada obtendremos una (n — a(G) + 1)-
coloracion propia de G. Por lo tanto,

k=x(G)<n—aG)+1.
U

Hay otra cota que es facil de probar y puede resultar —o no— muy ttil.
Pensemos en que coloreamos secuencialmente los vértices en una grafica,
tratando de usar el menor nimero de colores. Es decir, nos tomamos un
vértice y lo pintamos del menor color que no aparezca en sus vecinos. En el
peor de los casos, todos sus vecinos tienen un color diferente y requeriremos
de otro color. Es decir, ocupariamos a lo méas A(G) + 1 colores.

Teorema 124. Dada una grifica G,
X(G) < A(G) + 1.

Demostracion. Primero etiquetemos los vértices, es decir, supongamos que
V(G) = {v1, va, ..., v} ¥y pensemos que nuestro conjunto de colores es {1,
2, ..., k}. Para v; definimos ¢(v;) = 1, ya que ninguno de sus vecinos ha
sido coloreado. Luego, tomamos vy. Si vy es vecino de vy, el menor color
que aparece en sus vecinos es 2 y tomamos ¢((v9) = 2. Si no son vecinos, el
menor color que no aparece en sus vecinos es 1 y tomamos ¢(vy) = 1. A v;,
le asignamos el color

min({1,2,...,k}\ {6(v;): j < iy v; € No(v)}).

En cada paso, debemos asegurarnos que el conjunto {1, 2, ..., k}\{¢(v;): j <
iy v; € Ng(v;)} no es vacio. Pero tenemos que {¢(v;): j < iy v; €
Ng(vi)} € Ng(v;), es decir, bastaria con probar que {1, 2, ..., k}\{¢(v;): v; €
Ng(v;)} es no vacio. Para ello, es suficiente que [{1, 2, ..., k}| > A(G), es
decir, tener que k = A(G) + 1. O

Consideremos una grafica G que sea k-cromética. ;Qué pasard con el
nimero cromatico si le borramos aristas o vértices (junto con las aristas que
incidan en los vértices que quitamos)?

Una grafica G es critica si

X(H) < x(G)
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para toda subgrafica propia H de GG. Si G es k-cromética y critica, decimos
que G es k-critica. Ya que toda subgréfica propia de un ciclo de longitud
impar es un conjunto de trayectorias que podemos colorear propiamente con
a lo mas dos colores, los ciclos de longitud impar son 3-criticos. Por otro
lado, ya que la subgrafica que obtenemos al quitarle un vértice de longitud
par es 2-cromética, se sigue que los ciclos de longitud impar no son criticos.

Ejercicios

1. Prueba por induccion que x(K,) = n.
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