My breve introduccion a la l6gica, los
conjuntos, los enteros y los temas que se
vayan acumulando

[1an A. Goldfeder
5 de julio de 2019

Las definiciones son importantes en matematicas. Creo que para
muchos problemas, cuya resoluciéon puede parecer dificil a primera
vista, basta con entender qué significan cada uno de los elementos
involucrados para facilitar su respuesta.
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1 Una introduccién a la logica

Una proposicion o enunciado es una afirmacion que tiene un y sélo un
valor de verdad, es decir, es verdadero o falso (aunque puede que no lo
conozcamos). Por ejemplo, «el 23 de febrero de 1997 cayé en lunes» nece-
sariamente es verdadero o falso, aunque no lo sepas en el momento en que lees
este textdl. Por otro lado, «;qué hora es?» u «hoy es un dia muy bonito» no
son enunciados, el primero no tiene valor de verdad y el segundo esta sujeto
a quien lo interprete. Usualmente denotamos por letras maytusculas como P,
Q, R, etc. los enunciados.

1.1 Conectivos légicos

Por medio de los conectivos l6gicos podemos construir nuevos enunciados a
partir de enunciados previos. Supongamos que P y () son dos enunciados
(esto significa que son verdaderos o falsos, pero no ambos ni ninguno). Los
conectivos légicos son:

1. Disyuncion. PV @Q: «P o Q». La disyuncién tiene valor de verdad
verdadera cuando al menos una de las dos proposiciones que la con-
forman es verdadera, pero cuando ambas son falsas, la disyuncién es

falsa.

2. Conjunciéon. P A Q: «P y @Q». La conjuncion tiene el valor de ver-
dad verdadera cuando ambas proposiciones son verdaderas, pero si al
menos una de las dos es falsa, entonces la conjuncion es falsa.

3. Negacion. —P, ~P: «no P». La negacion tiene el valor de verdad
contrario al de la proposicion que califica.

4. Implicacién. P = @Q: «si P entonces @Q». La implicacion es posi-
blemente el conectivo légico que resulta mas dificil de entender, sélo
es falsa cuando P es verdadera y () es falsa; en otro caso, es siempre

'El enunciado es falso, ya que fue domingo.



verdadera. En una secciéon que viene mas adelante, explicaremos con
mayor detalle como funciona.

5. Doble implicacién. P < ): «P siy solo si ()». La doble implicaciéon
es una abreviatura para (P = Q) A (Q = P). La doble implicacién es
verdadera cuando ambas proposiciones tienen el mismo valor de verdad,
es decir, cuando ambas son verdaderas o cuando ambas son falsas y la
doble implicacion es falsa cuando una proposicion es verdadera y la
otra es falsa.

En computacién, la conjuncién también se suele denotar por «AND», la
disyunciéon por «OR» y la negacion por «NOT».

1.2 Tablas de verdad

Las tablas de verdad nos permiten calcular el valor de una proposicién com-
puesta a partir de los valores de verdad de las proposiciones que las compo-
nen, considerando todas las posibilidades que éstas tengan. FEn los cuadros
1 al 5 se muestran los posibles valores de verdad de cada uno de los cinco
conectivos logicos.

P Q|PVvQ P QIPAQ P| P
ViV V VIV Vv Vi F
VI F % VIF F F|V
FlVv Vv FlV F
F | F F F|F F
Cuadro 1: Disyuncion  Cuadro 2: Conjunciéon Cuadro 3: Negacion
PIQ[P=Q PlQ|PeQ
ViV V ViV V
VIF F VIF F
F\|V Vv FlV F
F|F V F|F Vv
Cuadro 4: Implicacion Cuadro 5: Doble implicacion



1.3 La implicacién

La implicaciéon es posiblemente el conectivo logico que resulta mas dificil de
entender. Consideremos un politico P que haga campana y durante ésta
prometa que, de ser elegido, habra mas becas para estudiantes. Los demas
contrincantes no prometieron nada al respecto. Después de las elecciones, hay
dos posibilidades: P si fue o no fue elegido. Si P no es elegido, la persona
que fue elegida puede o no crear mas becas; qué bueno si si lo hace, pero si
no, no pasa nada pues no lo prometié. Si P resulta elegido, esperariamos
que creara mas becas, como prometi6. Si si lo hace, todo esta bien; pero si
no, nos quejaremos. En una implicacion de la forma P = @), P es el politico
vy @ es que lleve a cabo su promesa; P es verdadera si s es elegido y es falsa
si no lo es, @) es verdadera si si cumple su promesa y es falsa si no. El tnico
caso en que el podriamos (y deberfamos) quejarnos es si P resultado elegido,
pero no cumple su promesa. La implicaciéon es igual: sélo es falsa cuando P
es verdadera, pero @) es falsa; en cualquier otro caso, la implicaciéon P = @)
es verdadera.

Que una implicacion P = (@) sea verdadera, no nos dice mucho sobre la
verdad o falsedad de P y @ (veremos que si nos dice algo). Consideremos
los siguientes ejemplos:

o P: «lluevey y

e (): «hay nubes».

La implicacion P = @ se lee «si llueve entonces hay nubes», la cual es
verdadera (puede que no veamos las nubes, pero ahi estan, ya que la lluvia
es vapor de agua de condensada y las nubes son vapor de agua). Aunque
P = (@ sea verdadera, eso no nos dice que ahora estd o no lloviendo ni
tampoco nos dice que ahora hay o no nubes. Lo que no puede pasar es que
llueva sin que haya ningtn rastro de nubes (es decir, de vapor de agua).

En una implicacion

P=Q,

«P» es el antecedente o hipdtesis 'y Q) es el consecuente o conclusion. Podemos
pensar que, en el caso en P = @ es verdadera, P es una llave que, cuando
es verdadera, nos asegura que () es verdadera.

Por otro lado, s6lo hay un renglén en el cuadro M en el que P = @ es
falsa: cuando P es verdadera y @ es falsa (que ocurre cuando P si es elegido,
pero no cumple su promesa, en nuestro ejemplo previo).



1.4 Otros elementos de la logica

Usamos paréntesis «(» y «)» para agrupar y asi precisar nuestras expresiones.
Consideremos las proposiciones:

e P: «hoy es lunes» y

e (): 5<O.
Las proposiciones siguientes se leen:

e ~(PVQ): «No es cierto que: hoy es lunes 0 5 < 0.

e (—P)V@Q: «No es cierto que hoy es lunes o0 5 < 0».

e PV (—Q): «Hoy es lunes o no es cierto que 5 < 0.

Si compararamos tablas de verdad de las cuatro proposiciones anteriores,
verfamos que no coinciden.

Las constantes extraldgicas son elementos de nuestro universo de tra-
bajo. Por ejemplo, en la proposicion «vb = 2», donde nuestro universo de
trabajo son los ntimeros reales, «b» es una constante extraldgica que vale
cuatro y en la proposiciéon «m = 3», donde nuestro universo de trabajo son
los nimeros reales, «m» es una constante extralogica igual al cociente del
diametro de un circulo entre su didmetro.

Las wvariables, que usualmente denotamos como =z, y, z, etcétera, con o
sin subindices, no tienen un valor predeterminado. Cuando hacemos afir-
maciones con una o varias variables, obtenemos un predicado: afirmaciones
que no son enunciados hasta que especifiquemos los valores de las variables.
Ademés, debemos senalar cudl es el conjunto sobre el cual «va a correr» la
variable (es decir, de donde provienen los valores que tomaréa la variable), al
cual llamamos el conjunto de referencia o alcance de la variable. Por ejemplo,
si P(z) es el predicado «z es un nimero par»E donde el conjunto de referen-
cia de z son todos los niimeros enteros, para z = 3 tendriamos el enunciado
P(3): «3 es un numero pary, el cual es falso, y para x = 0 tendriamos el
enunciado P(0): «0 es un namero pary, el cual es verdadero.

Consideremos la proposicion P(z): «2z es un ntmero par», donde el
alcance de la variable son todos los niimeros enteros. No importa qué valor
tome la variable x, P(z) siempre sera verdadero; dicho de otro modo: «para
todo z, P(x) es verdadero». Esto lo denotamos de la forma

VaP(z).

El simbolo «V» es el cuantificador universal. Es importante darnos cuenta
que el valor de verdad de una proposicién con un cuantificador depende del

2Un ntmero z es par si existe un nimero entero k tal que = = 2k.



alcance de sus variables. Si para la misma proposicion P(z): «2z es un
namero pary», cambiamos el alcance de la variable por todos los ntimeros
reales, Vo P(z) se vuelve falsa (por ejemplo, para x =1/, tenemos que P(Y/5)
es falsa).

Consideremos de nuevo la proposicion P(z): «2x es un nimero par.
Para que la proposicion VrP(z) sea verdadera es necesario que P(x) sea
verdadera para todos los posibles valores que tome z; pero ;qué pasa si para
uno de esos valores, resulta que P(z) no es verdadera? Entonces Yz P(x) no
puede ser verdadera y, si no es verdadera, significa que es falsa. Asi, para
que Vo P(z) sea falsa basta con que exista al menos un valor de x en el
que P(z) sea falsa o, de otra forma, en el que ~P(x) sea verdadera. Esto lo
denotamos como

Ju(=P(x))

y se lee «existe x tal que =P (x) es verdadera». El simbolo «3» es el cuan-
tificador existencial, de la misma forma que para el cuantificar universal,
debemos senalar cual es el conjunto de referencia o alcance del cuantificador.
Cuando VzP(z) es falsa, =(VxP(z)) es verdadera.

Una tautologia es una proposicion que siempre es verdadera, por ejem-
plo, PV =P (en lo que sigue, escribiremos PV =P en vez de PV (=P)).
Véase el cuadro [6l Lo contrario a una tautologia es una contradiccion: una
proposicién que siempre es falsa, por ejemplo, P A ~P. Véase el cuadro [

P -P|PVv-P P|-P|PA-P

V©| F \%4 VI F F

Fl|V %4 Fl|V F
Cuadro 6: Tautologia Cuadro 7: Contradiccién

Si Py @ son dos proposiciones tales que P < () es una tautologia,
decimos que Py () son tautologicamente equivalente, logicamente equivalentes
o, simplemente, equivalentes. Lo anterior significa que P y () tienen la misma
tabla de verdad. Si nos dan dos proposiciones P y () y resulta que tienen la
misma tabla de verdad, significa que son légicamente equivalentes.

FEjercicio 1. Da las tablas de verdad de las proposiciones =(PVQ), (P AQ),
=PV -Qy—-PA-Q. A partir de las tablas de verdad, determina cuéles de
las proposiciones son légicamente equivalentes entre si.

Solucion. Primero hagamos las tablas de verdad, éstas aparecen en los

cuadros 8 a [I11



Cuadro 8: Negacion de «V»

P[QIPVQ|-PVQ PIQIPAQ| -PAQ)
VIV Vv F VIV Vv F
VIF| Vv F VI|IF| F 1%
Flv| v F F|lV| F 1%
F|F| F 1% F|F| F 1%

Cuadro 9: Negacion de «A»

PIQ-P|-Q]-PV-Q P/QJ-P|-Q[]-PA-Q
VIV F | F F VIV F | F F
VIF| F |V 1% VIF| F |V F
FlV|V|F 1% FlVv| Vv |F F
FlF| V|V 1% FIF|V |V 1%

Cuadro 10: Conjuncién de negaciones Cuadro 11: Disyuncién de negaciones

Notemos que las tablas de verdad de =(PV Q) y =P A—(Q son iguales, asi
como las de =(PAQ) y =PV —Q; por lo tanto, son logicamente equivalentes
entre si. Podemos verificarlo calculando las tablas de verdad de =(PV Q) <

(~PA-Q) y ~(PAQ) & (~PV Q).

Ejercicio 2. Determina las tablas de verdad de las siguientes proposiciones:

P[Q[(PVQ) [ PAQ[-(PVQ) & (PAQ
VIV F F Vv
VIF F F Vv
FlV F F Vv
F|F Vv Vv Vv
Cuadro 12: Primera equivalencia
PIQ[-P Q[ PV=Q[-(PAQ & (PV-Q
ViV F F Vv
VI F Vv Vv V
F\|V Vv Vv V
F|F V Vv V

Cuadro 13: Segunda equivalencia



(a) (PVQ)=R (b) P= (QV R)

Solucion. La respuesta aparece en las tablas [14y

PVQ[PVQ =R

<

Nm << < <
mm S < m < <O
N << m <y <=
ST <SS <

F
v
F
v
F
v
v
P

Cuadro 14: Tabla de verdad de (PV Q) = R

~

P=

Q

<
Z

SECECEO RS S e
MRS <me < <O
<M <T<T<®
M <y <>
S <<<ww9w<p

Cuadro 15: Tabla de verdad de P = (Q V R)

1.4.1 Relacién entre cuantificadores universales y existenciales

Supongamos que tenemos un predicado P(x) tal que no es cierto que Vo P(x),
eso significa que existe un x tal que P(x) es falso, es decir, Jz(—P(x)). Por
lo tanto, tenemos la siguiente equivalencia tautologica:

—(VxP(z)) & 3x(—P(x)).

De forma analoga, si no es cierto que JzP(x), significa que para todo
x, P(x) es falso, es decir, =P(x) es verdadero. Asi, tenemos la siguiente

9



equivalencia:

—(JzP(x)) & YV (—-P(x)).

2 Las pruebas

Las matematicas que conocemos estan basadas en la nocién de prueba o
demostracion. jQué pasa cuando sumamos dos nimeros enteros pareﬂ? Si
hacemos algunos ejemplos (por ejemplo, 2+4 =6, 0+8 =8, —4+4 =0,
etc.), veremos que en todos los casos el resultado también es un nimero par.
Podriamos sospechar que la suma de cualesquiera dos ntimeros enteros
pares siempre es par, pero jcéomo estar seguros? Podria ser que exista un
ejemplo que no conozcamos. Un posible camino seria que chequemos todos
los posibles valores de la suma, pero no es posible hacerlo.

Un problema similar presenta el disenio de ‘hardware’ y ‘software’, cuando
disenamos un procesador o preparamos un programa, esperamos que bajo
ciertas entradas, el procesador o el programa dé cierto resultado, pero por lo
general las posibles entradas son demasiadas para verificar que el diseno es
apropiado (y, por otro lado, uno disenia un procesador o prepara un programa
para ahorrarse precisamente ese trabajo). ;Coémo asegurar que las cosas
funcionan apropiadamente?

En el caso de las matemaéticas, la respuesta a este planteamiento es la
prueba o demostracién, intuitivamente, una argumentaciéon que no deje
lugar a dudas. Veamos cémo seria en la pregunta que nos planteamos, tene-
mos que x y y son nimeros enteros pares y queremos probar que x 4y es un
namero par.

x = 2p, donde p es un nimero entero Por la definicion de nimero par
y = 2q, donde ¢ es un nimero entero  Por la definicion de nimero par

r+y=2p+2 Por propiedades de la igualdad
=2(p+q) Por la propiedad distributiva
=2r,conr =p+4q La suma de nimeros enteros es

un numero entero

3, Qué significa que un nimero entero sea «par»? Recordemos que definimos que un
nimero entero n es par si existe otro namero entero, digamos k, tal que tenemos que
n = 2k, es decir, podemos expresar n como dos por otro nimero entero. De forma similar,
un nimero entero n es impar si existe otro ntimero entero, digamos k, tal que tenemos
que n = 2k + 1.

10



Concluimos que x + y = 2r, es decir, expresamos la suma como
dos por un ntimero entero. Por la definicién de ntimero par, x +y
€s un numero par.

Notemos que cada paso esta justificado ya sea porque sea hipotesis, sea un
resultado anterior o porque se deduzca de una de las premisas previas.

Si consideramos las proposiciones

e P: «x y y son numeros enteros pares» y

e (): «x + y es un numero entero pary
hemos probado/demostrado que P = @ es verdadera.

. Por qué partimos suponiendo que P es verdadera? Cuando queremos
probar que P = ( es verdadera, tenemos dos casos: P es verdadera o es
falsa. Si es verdadera, para que P = () sea verdadera, () tiene que ser
verdadera. Pero cuando P es falsa, P = () es autométicamente verdadera.

2.1 ;Qué significa que P = () sea verdadera?

Recordemos que hay un tnico caso en el que P = (@ es falsa: cuando P es
verdadera y () es falsa. Para cualquier otra combinacion de valores de verdad
de Py @, tenemos que P = () resulta ser verdadera.
e Supongamos que x = 2y y = 3. En este caso, P es falsa y ) también
es falsa.
e Supongamos que r = 5y y = 3. En este caso, P es falsa, pero jQ) es
verdaderal
e Supongamos que x = 2y y = 4. En este caso, P es verdadera y Q)
también es verdadera!
Los tres casos anteriores se siguen de que P = () sea verdadera. Como
dijimos, el tnico caso que no puede darse es que P sea verdadera y () sea
falsa.
Por lo anterior, siempre que nos digan que la proposiciones P y P =
@, siempre concluiremos que ) también es verdadera. A esta regla se le
conoce como modus ponendo ponens o modus ponens (su nombre en latin) y
frecuentemente la veremos como:

P=qQ
Q@

11



2.2 Tipos de pruebas
2.2.1 Pruebas directas

Frecuentemente, no hay una forma directa de mostrar que P = (@) es ver-
dadera, pero en cambio, podemos mostrar que existen proposiciones P, P,
..., Py tales que

P = Pl
Pl = P2
P2 = P3
P,y = P
P, = Q

Si supiésemos que P también es verdadera, del primer rengléon deducimos que
P es verdadera. Ya que P, es verdadera, del segundo rengléon deducimos que
P es verdadera. Y seguimos asi hasta tener que Pj_; es verdadera, por el
pentltimo renglén, se sigue que Py es verdadera. Del ultimo renglon, se sigue
que @ es verdadera. Por lo tanto, de la lista de implicaciones anteriores, se
sigue que P = () es verdadera.

2.2.2 Pruebas por contraposiciéon

Del ejercicio 1.1, sabemos (eventualmente, tal vez) que P = Q y —=Q = —P
son tautologicamente equivalentes. A la segunda proposicion se la llama la
contraposicion de la primera y, ya que son tautolégicamente equivalentes, si
probamos que —() = —P es verdadera, también tendremos que P = () es
verdadera, que es lo que queriamos probar.

2.2.3 Pruebas por reduccién al absurdo o por contradicciéon

Esta es uno de los métodos de prueba maés dificil de entender, pero es posible-
mente el mas poderoso. Supongamos que queremos demostrar que P = (), la
prueba por reduccion al absurdo o por contradiccion consiste en suponer que
P es verdadera y que @ es falsa (es decir, que las hipdtesis son verdaderas,
pero la conclusion es falsa) y, de lo anterior, llegar a una contradiccion. En
simbolos l6gicos, estamos probando que

(PA-Q)= (RAN-R)

12



es verdadera. FEl consecuente es R A =R, que vimos que siempre es falso,
1. e., es una contradiccion. No sabemos quién es R en principio, s6lo que
llegaremos a una contradiccion (o absurdo, de ahi el nombre). La tnica forma
en que una implicacion sea verdadera pero el consecuente sea falso es cuando
el antecedente es falso (la tltima linea en el cuadro @]). Por lo tanto, P A =Q)
es falso y =(P A =Q) es verdadero; mas atn, tenemos que

“(PA-Q) & (-PVQ) & (P=Q)

Con lo que concluimos que P = (@), que es lo que queriamos demostrar.

2.2.4 Pruebas por casos

Cuando queremos demostrar una implicacion del tipo (P, V P,) = @, pode-
mos probar por separado que tanto P, = ) como P, = () son verdaderas,
ya que del ejercicio 1.1 tenemos que

(PLV B) = Q] & [(P= Q) A (P = Q)

Veamos el ejemplo siguiente; consideremos dos ntmeros enteros = y y
junto con las proposiciones siguentes:

e Pj: «x es un nimero par.

e P, «y es un numero pary.

e (): «ry es un nimero par.
Deseamos probar que (P, V P,) = @, pero probaremos que P, = @ y
P, = (@ son verdaderas. Primero probemos que P; = ; si x es un nimero
par entonces podemos escribirlo de la forma z = 2p, donde p es un nimero
entero. Por lo tanto, xy = (2p)y = 2(py); ya que py es un nimero entero,
xy es un namero par. Ahora probemos que P, = (); si y es un namero
par entonces podemos escribirlo de la forma y = 2¢, donde ¢ es un nimero
entero. Por lo tanto, xy = 2(2¢) = 2(zq); ya que zq es un nimero entero, xy
es un namero par. Por lo tanto, hemos probado que (P, = Q) A (P, = Q),
que es equivalente a (P, V P») = @, lo que queriamos probar.

Ejercicios

1.1 Prueba que las siguientes proposiciones son tautologicamente equivalen-
tes.

13



(a) P=Qy Q= -P
(b P=Qy-PVQ
(c) Py —~(=P)

(d) P\/QyQ\/P

e) PNQy QAP

f) PA-Py ~(PV-P)
g) ~(PVQ)y PA=Q
h) =(PAQ)y ~PV-Q

(
(
(
(
i) (AVR)=Qy (Pi=Q)A(Rh=Q)

3 Los conjuntos

Los conjuntos fueron un elemento crucial en la formalizacion de las mateméti-
cas durante los siglos XIX y XX y, en su momento, fueron muy cuestionados,
incluso entre los propios matemético

Intuitivamente, nos parece claro qué es un conjunto. Pero si tratamos
de definirlos de forma mas formal (valga la redundancia), nos enfrentaremos
con un problema; podriamos tal vez definir conjunto como una «colecciony,
pero jqué es una coleccion? Una coleccion es una «familiay, jpero qué es una
familia? Y asi podriamos seguir. En la lengua es comin encontrar ese tipo
de ejemplos. Por ejemplo, si hojeamos el Diccionario de la Real Academia
Espaniola, encontraremos que define ‘soberbia’ como ‘altivez’ y ‘altivez’ como
‘soberbia’. Sin embargo, ni en Matematicas ni en Computaciéon podemos
darnos el lujo de tener definiciones ciclicas. Por otro lado, no todo es definible;
si no aceptamos definiciones ciclicas, nos toparemos con una lista infinita de
definiciones, lo cual ciertamente no es posible.

. Un callejon sin salida? No necesariamente; resulta que para trabajar con
los conjuntos no es necesario saber qué son, sino como funcionan. Y lo mas
importante sobre los conjuntos es saber cudndo alguien es o no es elemento
en un conjunto dado.

Dado un conjunto A, si x es un elemento de A lo denotamos por

S
y si & no es elemento de A, lo denotamos por

x ¢ A.

4A George Cantor se lo reconoce como el padre de la Teoria de los Conjuntos y fue
tan controversial en su época que Leopold Kronecker, que fue profesor suyo, lo llamé6
publicamente «charlatan cientifico», «renegado» y «corruptor de la juventud».
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A esto se le conoce como relacion de pertenencia. Si nos dan un supuesto
conjunto B en el que no sea posible saber si x pertenece o no a B, entonces
B no es un conjunto.

., Como damos un conjunto? FExisten dos formas usuales para describir
conjuntos. La primera forma consiste en dar todos los elementos del conjunto,
por ejemplo:

A= {2,4,6).

A esta forma la llamaremos por extension. La segunda forma consiste en dar
una propiedad que satisfagan los elementos del conjunto y soélo la satisfagan
los elementos del conjunto, por ejemplo:

A = {z: z es un numero entero par y 1 <z < 7},

que se lee

«A es el conjunto de todas las = tales que x es un nimero entero
pary 1 <ax < 7».

A esta forma la llamamos por comprension. Esta propiedad es un predicado,
como los que vimos previamente. Si tomamos:

e P(z): «x es un numero entero pary 1 <z < 7»,
podemos reescribir A como
A={x: P(x)}.

Notemos que P(2), P(4) y P(6) son verdaderos, pero para cualquier otra
x, digamos x = 5, tenemos que P(5) es falso. Cuando para z = b, P(b) es
verdadera, significa que b € A, pero si P(b) es falsa, significa que b ¢ A.
Es importante que la propiedad sea solo verdadera con los elementos que si
estan en el conjunto. Por ejemplo, si tomamos:

e ()(r): «x es un nimero enteroy 1 <z < 7»

y definimos B = {z: Q(z)}, tenemos que

B={1,2,3,4,5,6,7}.
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3.1 Ejemplos
3.1.1 El conjunto vacio

Aunque pueda sonar extrano, existe un conjunto que no tiene elementos,
el conjunto wvacio, que se denota por el simbolo @. De forma extensiva,
escribirfamos

o={}

y de forma comprensiva
@ ={x: z #a}.
Para cualquier x, claramente la propiedad x # z es falsa.
Observemos que la siguiente es una tautologia

Va(r ¢ @)
y, por lo tanto, la siguiente es una contradiccion

dx(z € @).

3.1.2 Los conjuntos unitarios

Para cada objeto a, existe un conjunto que solo contiene a a: el conjunto
unitario de a,
{a}.
También podemos escribirlo de forma comprensiva como
{z:z=a}.

Algunos le llaman «singulete», que es una suerte de transliteracion del inglés
‘singleton’. Sin embargo, lo apropiado en espanol es «unitario».

3.1.3 Las parejas no ordenadas

Si tenemos dos objetos, digamos a y b, tales que a # b, existe un conjunto
que los contiene a ambos, pero no contiene ningin objeto més: la pareja no

ordenada
{a, b}.

De forma comprensiva, podemos escribir

{z:x=aVz=>0}
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3.1.4 Algunos conjuntos de niimeros

También tenemos los diferentes conjuntos de numeros (aunque no los definire-
mos formalmente, los daremos por conocidos).

e El conjunto de los (nimeros) naturales N ={0, 1, 2,..., }.

Es necesario mencionar que hay diferentes posturas sobre si el cero es
o no un numero natural (es decir, sobre cudl de 0 € N o 0 ¢ N es
verdadera), nosotros supondremos que si lo es. Cuando tengas dudas
sobre cudl sea caso, especificalo en donde lo vayas a utilizar.

e El conjunto de los (nimeros) enteros Z. ={..., =3, =2, —1, 0, 1, 2, 3,
.. }. El conjunto de los (nimeros) enteros positivos Z+ = {0, 1, 2, 3,
..} y el conjunto de los (numeros) enteros negativos Z~ = {—1, =2,

Y

e El conjunto de los (nimeros) racionales Q = {*/,: p, ¢ € Z, q # 0}.

b

e El conjunto de los (nimeros) reales R.

3.2 Propiedades de los conjuntos

Lo importante para nosotros es jqué podemos hacer con los conjuntos?

3.2.1 La igualdad de conjuntos

Si Ay B son dos conjuntos, jcudndo son iguales? Definimos que dos con-
juntos A y B son iguales (y lo denotamos como A = B) si y solo si tienen
los mismos elementos. Es decir, para todo x € A, se tiene que b € B y para
todo x € B, se tiene que x € A. Dicho de otra forma,

A=B+——=Vr(r € A=z € B).

definicion

Para probar que dos conjuntos A y B son iguales, debemos tomar
cada elemento x que esté en A y verificar que también es elemento de
B y viceversa, tomar cada elemento x que esté en B y verificar que es
elemento de A.
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3.2.2 Orden y repeticiéon de elementos en conjuntos

Consideremos los conjuntos A = {a, b} y B = {b, a, a}, {son iguales Ay B?
Para demostrarlo, tenemos que verificar que cada elemento de A también
lo sea de B y viceversa. En A vemos dos elementos, a y b, y ambos son
elementos de B. Por otro, en B vemos tres elementos, b, a y a, y los tres
también estdn en B. Por lo tanto, A = B.

Lo anterior es un ejemplo de que en los conjuntos no importa ni el orden
ni si aparecen elementos repetidos, tan s6lo nos importa si un elemento
esta o no esta.

3.2.3 Los subconjuntos

A veces querremos hacer referencia a una parte de un conjunto, a esas partes
las llamamos subconjuntos. Dados dos conjuntos A y B, decimos que A es
subconjunto de B (y lo denotamos como A C B) si para todo elemento x de
A, se tiene que x es también elemento de B. En notacion de logica,

AgBmVx(xeAixEB). (3.1)
Cuando A C B, también lo denotamos por B 2O A y decimos que B es
superconjunto de A.
Notemos que para cualquier conjunto A, tenemos que A C A (porque la
proposicion
Ve(r € A=z € A)

siempre es verdadera). Si A = B, tendremos que A C By B C A. Y resulta
que al revés, también es cierto.

Teorema 3. Considérense dos conjuntos A y B, A= B siy solo st A C B
yBCA

Demostracion. Recordemos que una doble implicacion «P si y solo si Q» es
«P < @», cuando nos piden probar una doble implicacién, debemos probar
dos implicaciones: P = Q y () = P.

Primera implicaciéon: Si A = B entonces A C By B C A. Para probar
una implicacion, suponemos el antecedente y debemos llegar al consecuente,
asi supongamos que A = B. Eso significa que

Ve(r € A&z € B),
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que es lo mismo que
Ve[(re A=z € B)AN(x € B=x¢€ A).
Por lo tanto, tenemos que tanto
Ve(r € A=z € B).
como
Ve(r € B=x € A)
son verdaderas. Por la definicion de subconjunto, se sigue que A C By

B C A.

Segunda implicaciéon: Si A C By B C A entonces A = B. Asi,
supongamos que A C By B C A; por definicién de subconjunto tenemos
que

Ve(r € A=z € B)yVe(x € B=x € A).

Se sigue que
Ve[(re A=zx e B)AN(x € B=z € A),

que es Vo(x € A< 2 € B). Asi, A= B. O

El simbolo «[» se suele utilizar en matematicas para indicar el fin de una
prueba.

La anterior es una muestra de una prueba formal. Pero para nues-
tros fines, no es necesaria tanta formalidad. Podemos reescribirla de la
siguiente forma.

Demostracion. =] Supongamos que A = B, por demostrar que A C B
y B C A. Sabemos que A C Ay como A = B, al cambiar cada una de
las A obtenemos que A C By B C A.

<] Supongamos que A C By B C A. Tenemos que probar que A = B
y es por definicion (es decir, tomamos un elemento = en A y verificamos
que estd en By viceversa). Sea x € A, como A C B, entonces x € By
sea * € B, como B C A, entonces = € A; por lo tanto, A = B. O

19



Teorema 4. El conjunto vacio es unico.

Que el conjunto vacio sea unico significa que si A y B son dos conjun-
tos vacios, entonces A = B; estamos mostrando que no pueden haber dos
conjuntos vacios diferentes.

Demostracion. Sean Ay B dos conjuntos vacios. Esto significa que satisfacen
la siguiente propiedad

Va(z ¢ A) y Va(x ¢ B).

Para mostrar que A = B, tenemos que mostrar que todo elemento de A
también es elemento de B y viceversa.

A C BJ. Tenemos que probar que Va(z € A = = € B), pero ya que € A es
falso para cualquier x, el antecedente es falso y, por lo tanto, la implicaciéon
es verdadera. Por lo tanto, A C B.

B C A]. Tenemos que probar que Vz(x € B = x € A), pero ya que = € B es
falso para cualquier x, el antecedente es falso y, por lo tanto, la implicacion
es verdadera. Por lo tanto, B C A.

Por lo tanto, A = B. O

Cuando A C B pero A # B, decimos que A es subconjunto propio de B
y lo dentomos por A C B. Formalmente,

ACB+——Ve(re A=z e B)ANJzx(x ¢ ANz € B). (3.2)

definicion

., Cuando un conjunto A no es subconjunto de otro conjunto B? La
definiciéon de ser subconjunto es que todo elemento de A también es elemento
de B, que no se cumpla significaria que hay un elemento en A que no sea
elemento de B. Lo denotamos como A ¢ B. Formalmente, no se cumpliria
la propiedad de ser subconjunto (la ecua-cion B.]), es decir, seria falsa. Y,
por lo tanto, su negaciéon sera verdadera:

-Ve(r € A=z € B)| < [do—-(x € A= x € B)|.
Recordemos que P = () es tautologicamente equivalente a =P V (), asi:

(Jz-(r€eA=ze€B)s (Jo~(~(r € A)Vr € B)) & (Jz(xr € ANz ¢ B)),
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ique justamente dice que existe un elemento en A que no esta en B!
Finalmente, resulta que el conjunto vacio es subconjunto de cualquier
otro conjunto.

Teorema 5. Para todo conjunto A, se satisfaceﬁ que & C A.

Demostracion. Debemos probar que para todo x, si x € @ entonces x € A.
Pero la hipotesis es siempre falsa y, por lo tanto, la implicacién es siempre
verdadera. Se sigue que @ C A. O

3.2.4 El conjunto potencia
3.2.5 Representacion grafica de los conjuntos: diagramas de Venn

Los diagramas de Venn son una representacion gréafica de los conjuntos que
nos ayuda a entender como se comportan las operaciones entre conjuntos.
Un gran rectangulo suele representar el universo, el conjunto en el que viven
todos los elementos de los conjuntos con los que trabajamos. Y cada con-
junto lo solemos representar como un circulo dentro del rectangulo (véase la

figura [I).

X

Figura 1: Un digrama de Venn

3.2.6 Operaciones de conjuntos: la unién

Dados dos conjuntos A y B existe un tercer conjunto que contiene los ele-
mentos tanto de A como de B, pero ningtn otro, a dicho conjunto se lo llama

5Usamos «se satisface» como sinénimo de «es verdaderos.
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la union de Ay B y lo denotamos como A U B. Otra forma de decirlo es:
AUB={z:zx€ AV € B}.

Formalmente,
reAUB = (r € AVz e B).

definicion
La unién esta asociada con el colectivo logico «o». En términos de diagramas
de Venn, puede consultarse la figura

X X

AUB AUB
Figura 2: Unién de conjuntos

Ejemplo 1. Consideremos los conjuntos A = {1, 2, %, O}, B={&, 2,3} y
C = {%, 1}. Determinese AUB, BUC y AUC.

Tenemos que:
e AUB={1,2,3, &, %, 0} e AUC ={1,2, %, T}
e BUC=A{1,2,3,&, %}

Teorema 6 (Propiedades de la unién). Sean A, B y C tres conjuntos arbi-
trarios. Se cumplen las siguientes propiedades:

() ACAUByBCAUB (d) AUB=BUA
(b)) AUA=AyAug=A
(c) AU(BUC)=(AuB)UC (e) AUB = A siysdlosi BCA
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Probaremos todas las afirmaciones excepto la cuarta, que se quedara como
ejercicio.

Demostracion. Probemos (a). Probemos primero que A C A U B; para ello,
tomemos cualquier elemento x € A. Debemos mostrar que © € AU B, pero,
por definicion, AUB = {x: z € AVx € B}. Asi, es claro que x € AU B, de
donde A C AU B. La prueba de la segunda proposiciéon es analoga.

Probemos (b). Probemos primeros que AU A = A. Tenemos que probar
que AUAC Ay A C AUA. Por la definicién de unién, si a € AU A entonces
xr € Aox € A, porlotanto AUA C A. La otra contencién se sigue del inciso
previo. Por lo tanto, AUA = A. Ahora probemos que AU@ = A. De forma
andloga, debemos mostrar dos contenciones: AU C Ay A C AUD. Si
x € AUD, se sigue que = € A (ya que Vz(x ¢ &)); por lo tanto, AU C A.
La otra contencion se sigue del inciso (a). Por lo tanto, AU @ = A.

Probemos (c¢). Resulta un poco mas complicado, de la misma forma,
tenemos que mostrar dos contenciones:

AU(BUC) C (AUB)UC

(AUB)UC C AU(BUOQ).

Ambas pruebas son engorrosas, pero parecidas, por lo que sélo probaremos la
primera. Debemos tomar z € AU(BUC') y probar que z € (AUB)UC. Ya
que es una union, r € A o x € BUC (es una prueba por casos). Caso 1. Si
x € A, se sigue que x € AUB y, por lo tanto, x € (AUB)UC (aplicamos dos
veces el inciso (a)). Caso 2. Siz € BUC, hay dos posibilidades: x € B o
x € C. Caso 2.1. Siz € Bentonces z € BUC'y, asi, v € AU(BUC). Caso
2.2. Siz € C entonces x € BUC' y, asi, x € AU(BUC). En todos los casos
concluimos que z € AU (BUC) y, por lo tanto, AU (BUC) C (AUB)UC.
La otra contenciéon es similar.

Finalmente, probemos el inciso (e). Como es una doble implicacion, debe-
mos probar los dos sentidos de la implicacién. Primero probemos que si
AU B = A entonces B C A. Supongamos que AU B = A. Por el inciso (a),
B C AUuB = A, por lo tanto, B C A, con lo que terminamos. Ahora probe-
mos el otro sentido, es decir, si B C A entonces AUB = A. Supongamos que
A C, para probar que AU B = A tenemos que mostrar ambas contenciones:
AUB C Ay A C AU B. Probemos primero que AU B C A, para ello
tomemos x € AU B; asi, hay dos casos: t € Aox € B. Caso 1. Siz € A
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entonces © € A. Caso 2. Si x € B, por hipotesis, B C Ay, por lo tanto,
x € A. De ambos casos, se sigue que AU B C A, por lo tanto, si B C A
entonces AU B = A. Al juntar ambas implicaciones, tenemos (e). O

3.2.7 Operaciones de conjuntos: la intersecciéon

Dados dos conjuntos A y B existe un tercer conjunto que contiene solo aque-
llos elementos que son elementos tanto de A como de B, pero ningin otro,
a dicho conjunto se lo llama la interseccion de A y B y lo denotamos como
AN B. Otra forma de decirlo es:

ANB={z:x€ ANz € B}.

Formalmente,
r€ANB<+——= (x € ANz € B).

definicion
La interseccion esta asociada con el colectivo logico «y».

Ejemplo 2. Consideremos los conjuntos A = {1, 2, %, O}, B ={&, 2, 3} y
C = {>, 1}. Determinese ANB, BNCy AnC.
Tenemos que:

e ANB={2} e ANC = {5, 1}
e BNC={}

Cuando pasa que, dados dos conjuntos A y B se tiene que AN B = &,
decimos que A y B son conjuntos ajenost.

Teorema 7 (Propiedades de la interseccion). Sean A, B y C' tres conjuntos
arbitrarios. Se cumplen las siguientes propiedades:

(0) ANBCAyANBCRB (d) ANB=BnNA
(b)) ANA=AyAno =0
(c) AN(BNC)=(AnB)NnC (e) ANB = A siysdlosi ACB

Probaremos algunas de las afirmaciones, el restos se quedaran como ejer-
cicios.

6También se utiliza el término «disjuntos», que deriva del término en inglés ‘disjoint’.
Sin embargo, es preferible «ajenos».
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Demostracion. Probemos (a). Primero probemos que A N B C A, para
ello, debemos tomar cualquier elemento en A N B y verificar que también es
elemento de A. Six € AN B entonces x € Ay x € B, por lo tanto, z € Ay
tenemos que AN B C A. La otra contencién es similar.

Probemos la segunda afirmacion de (b). Debemos mostrar dos contencio-
nes: AN C Py adC Ang. Caso 1. Probemos que AN @ C &. Para
ello, tomemos x € AN J, es decir, v € Ay x € . Pero x € @ siempre es
falsa, por lo tanto, x € Ay x € & implica z € @ es verdadera, que es lo que
queriamos probar. Caso 2. Probemos que @ C A N &, pero anteriormente
mostramos que el conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto. De
ambos casos, concluimos que AN = .

Finalmente, probemos (d). Debemos probar que AN B C BN Ay que
BNAC AN B. Probemos primero que AN B C BN A, consideremos
x € AN B, es decir, z € Ay z € B. Ya que las conjunciones conmutan (es
decir, PAQ y Q A P son tautologicamente equivalentes), se sigue que x € B
y x € Ay, por lo tanto, x € BN A. Por lo tanto, AN B C B C A. La otra
contenciéon es muy parecida. De ambas, se tiene que AN B = BN A. U

3.2.8 Mas propiedades sobre la unién y la intersecciéon

Teorema 8. Sean A, B y C tres conjuntos arbitrarios. Se cumplen las
siguientes propiedades:

(a) Si A C B entonces AUC C BUC.
(b) Si AC B entonces ANC C BNC.
(¢) SiACC yBCC entonces AUB C C.
(d) SiC CAyCC B entonces C C AN B.

Probaremos algunas de las afirmaciones, el restos se quedaran como ejer-
cicios.

Demostracion. Primero probaremos (a). Suponemos que A C By debemos
probar que AUC' C BUC'; para ello, tomemos z € AUC. Por la definicion de
launiéon, z € Aoz € C, por lo que tenemos dos casos. Caso 1. Supongamos
que x € A, por hipotesis A C By, asi, x € B; por el inciso (a) del teoremald],
tenemos que x € B U C. Caso 2. Supongamos que x € C, por el inciso
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(a) del teorema [6 tenemos que = € B U C. De ambos casos se sigue que
AUuC C BUC.

Finalmente probaremos (¢). Supondremos que A C C'y B C (', debemos
mostrar que AU B C C. Tomemos z € AU B, por definicién de la union
r € Aox € B, asi tenemos dos casos. Caso 1. x € A, por hipotesis A C C,
por lo tanto se sigue que x € C'. Caso 2. x € B, por hipotesis B C C', por
lo tanto se sigue que = € C. De los dos casos, se sigue que AUB CC. 0O

Teorema 9. Sean A, B y C tres conjuntos arbitrarios. Se cumplen las
siguientes propiedades:

(a) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Demostracion. Soélo probaremos el inciso (a); debemos mostrar dos conten-

ciones: AU(BNC) C (AUB)N(AUC)y AU(BNC) D (AUB)N(AUC).

C| Tomemos z € AU (BNC), por la definicién de unioén, se tiene que z € A
oz € BNC, es decir, tenemos dos casos. Caso 1. x € A. Por el inciso (a)
del teorema 6, + € AUB y z € AU C. Por la definiciéon de interseccion,
se sigue que z € (AUB)N(AUC). Caso 2. x € BN C, por la definicion
de interseccion, se tiene que x € By x € C. Usando dos veces el inciso (a)
del teorema [0, se sigue que x € AUB y z € AUC. Por la definicién de
interseccion, tenemos que x € (AU B) N (AU C). En ambos casos, hemos
llegado a la conclusion que queriamos.

D] Tomemos z € (AUB)N(AUC), por la definicién de interseccion, se tiene
que x € AUBy x € AUC. Como cada unién implica dos casos y tenemos dos
uniones, en total tenemos cuatro casos posibles. Caso 1. x € Ay x € A. Por
el inciso (a) del teorema [@] concluimos que x € AU(BNC). Caso 2. x € A
y x € C. La prueba es idéntica que en el caso 1. Caso 3. x € Byx € A. La
prueba es idéntica que en el caso 1. Caso 4. x € By x € C. Por lo tanto,
x € BNC. Por el inciso (a) del teorema [@], tenemos que x € AU (BN C).
De todos los casos, concluimos que (AU B)N(AUC) C AU(BNC), que es
lo que queriamos probar. O
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3.2.9 Operaciones de conjuntos: la diferencia de conjuntos y el
complemento de un conjunto

Dados dos conjuntos A y B, la diferencia de conjuntos A\ B son todos los
elementos de A que no estan en B. Es decir,

A\B={z:x€ ANz ¢ B}.
O, de otra forma,
r€A\B+——= (r € ANz ¢ B).
definicion
Cuando todos los elementos de los conjuntos con los que estamos traba-
jando estan contenidos en un conjunto acordado X (al cual llamamos nuestro
universo (de trabajo)), podemos definir el complemento de un conjunto dado

A como todos los elementos del universo X que no estan en A y se lo suele
denotar por A o A¢. Es decir,

d- X\ A
Proposicion 10. Sean A y B. Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) ANA=g yA\o=A (¢) A\B=Asiysolosi ANB =g
(b)) AA\BCA

Demostracion. Sélo demostraremos el inciso (¢). Como es una doble impli-
cacion, debemos mostrar ambos sentidos.

=] Queremos demostrar que si A\ B = A entonces AN B = &. En este
caso, lo mas fécil es demostrar la contraposicion, i. e., si ANB # @ entonces
A\ B # A. Supongamos que AN B # &, es decir, existe un elemento x tal
que x € AN B. Por la definicion de diferencia de conjuntos, = ¢ A\ B. Pero
x € A, por lo tanto, A\ B # A, que es lo queriamos probar. Por lo tanto, si
A\ B = A entonces AN B = &.

<] Queremos demostrar que si AN B = & entonces A\ B = A. Por el inciso
(b) sabemos que A\ B C A, por lo que solo faltaria por probar que A C A\ B.
Tomemos = € A. Por hipotesis, x ¢ B (pues son conjuntos ajenos). Por lo
tanto, © € A\ B (recordemos que A\ B son todos los elementos de A que no
estan en B). Por lo tanto, si AN B = @ entonces A\ B = A. O

Notemos que A=A Si X esel universo, tenemos que X = @y @ = X.
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ANB ANB

Figura 3: Intersecciéon de conjuntos

X X

A A\ B

Figura 4: Complemento y diferencia de conjuntos

3.2.10 Las leyes de De Morgan

(Cuando un elemento =z no estd en AU B? Si x estuviese en A o x
estuviese en B entonces x estuviera en AU B, por lo tanto,  no puede estar
nien Anien B (es decir, z no estden Ay x noesta en B). Asi,siz ¢ AUB
entonces © ¢ Ay = ¢ B.

{Cuando un elemento x no estd en AN B? Si x estuviese en Ay x
estuviese en B entonces x estuviera en A U B, por lo tanto, x no puede no

estar en A o puede no estar en B. Es decir, si x ¢ AN B entonces x ¢ A o
x ¢ B.

Teorema 11. Sean A, B y C tres conjuntos arbitrarios. Se cumplen las
siguientes propiedades:
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(a) A\ (BUC) = (A\B)N(A\C)
(b)) A\N(BNC)=(A\B)U(A\C)

Demostracion. Probaremos el inciso (a). Debemos mostrar dos contencio-

nes: A\ (BUC) C (A\B)N(A\C)y A\ (BUC)D (A\ B)n(A\C).

C] Consideremos = € A\ (BUC), es decir, x estd en A y x no estd en BUC.
Por lo tanto, «z estd en A y “x no estd en B y x no estd en C”» (uso las
comillas solamente para senalar el orden de los enunciados). Por lo tantoﬁ,
tenemos que «‘x estd en A y x no estd en B” y “x estd en A y x no esta en

C"»; de aqui que z € (A\ B)N (A\ C).

D] Consideremos z € (A\ B)N (A \ C). Por definicion de interseccion,
tenemos que z € A\ By x € A\ C. Asi, «‘z estd en A y x no esta en B”
y “x estd en A y x no estd en C”». Por la misma propiedad que el inciso
previo, es equivalente a «“x estd en A” y “x no estd en B y x no esta en C”».
Por lo tanto, = estd en Ay x no estd en BUC, es decir, x € A\ (BUC). O

Si consideramos que X es el universo en el que viven tanto los elementos
de B como de C, podemos reescribir el teorema de la siguiente forma (que
es la forma habitual de las leyes de De Morgan).

Teorema 12. Sean B y C dos conjuntos arbitrarios. Se cumplen las siguien-
tes propiedades:

(a) BUC=BnC
(b) BhC=BuUC

Notemos que tan soélo es la versiéon de conjuntos de «la negaciéon de la
conjuncion es la disyunciéon y la negacion de la disyuncion es la conjunciony:

~(PVQ) e (PA=Q)y ~(PAQ) < (2P V-Q)

"Notemos que dados tres enunciados P, Q y R, se tiene que P A (Q A R) es tautologi-
camente equivalente a (P A Q) A (P A R).
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AUB ANB

Figura 5: Complementos de la uniéon y la interseccion

3.3 Parejas ordenadas y el producto cartesiano

Previamente vimos las parejas no ordenadas, ahora veremos las parejas
ordenadas. Dados dos elementos, a y b, llamamos a (a, b) una pareja
ordenada con primera entrada a y sequnda entrada b. Lo importante en
las parejas ordenadas es precisamente el orden. Si tenemos dos parejas
ordenadas (a, b) y (¢, d), tenemos que

(a,b) = (¢,d) siysdlosia=cyb=d.

Es importante pensar en cuando no es cierto que dos parejas (a, b) y (c,
d) son iguales (es decir, cudndo son diferentes), que es simplemente negar
ambos lados del enunciado previo.

(a,b) # (c,d) siysolosia#cob#d.

Para que dos parejas ordenadas sean iguales, debe pasar que son iguales
entrada a entrada (en todas las entradas) mientras que para que dos pare-
jas ordenadas sean diferentes, debe pasar que son diferentes en al menos
una entrada.

Dados dos conjuntos A y B, el producto cartesiano de Ay B, que denota-
mos por A X B, es el conjunto de todas las parejas ordenadas cuyas primeras
entradas estan en A y cuyas segundas entradas estan en B. Es decir,

Ax B={(x,y): x € ANy € B}
0, de dicho de otra forma,

(x,y) e AXB<—= (x € ANy € B).

definicion
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Teorema 13. Dados dos conjuntos A y B, se tiene que A X B # & si y sdlo
siA#+ 3 yB#a.

Demostracion. Como es una doble implicaciéon, debemos probar ambos sen-
tidos.

=] Debemos probar que si A x B # & entonces A # @y B # &. Como
es una implicacién, debemos suponer el antecedente y llegar, a través de de-
ducciones légicas, a la consecuencia. Asi, supongamos que A x B # J; esto
significa que hay una pareja ordenada en el producto cartesiano, es decir,
podemos tomar (z, y) € A x B. Por la definicién del producto cartesiano,
sabemos que x € Ay x € B. jPero esto significa que A # @y B # o!

<] Debemos probar que si A # @ y B # & entonces A x B # @. Como

A+# @y B # &, existen x y y tales que x € Ay y € B. Tenemos que

(x, y) es una pareja ordenada y, por definicion de producto cartesiano, (z,

y) € A x B. Por lo tanto, A x B # @. O
Pregunta. ;Qué dice la contraposicion del teorema [137

FEjemplo 3. Consideremos los conjuntos A = {&, 2, 3} y B = {*, 1}.
Determinese A x B, Bx A, Ax Ay B x B.
Tenemos que:

o Ax B={(& %), (& 1),(2,%),(2,1),(3, %), (3,1)}

o Bx A={(%, &), (%,2),(%,3),(1,&),(1,2),(1,3)}

o Ax A={(& &), (&,2),(&,3),(2,&),(2,2),(2,3), (3,&), (3,2), (3,3)}
e Bx B={(%, %), (%, 1),(1,%),(1,1)}

Observemos que (&, %) # (%, &) (pues & # % ). Por ello, (&, %) € Ax B
pero (&, %) ¢ B x A. Por lo tanto, concluimos que, en general, A x B #
B x A. Es decir, a diferencia de la uniéon y la interseccion, el producto
cartesiano no es conmutativo.

3.3.1 Relaciones binarias

Desde al menos la educacion basica, conocemos algunas relaciones binarias,
como por ejemplo el «menor que», «mayor quer», «igual a» «menor que o
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igual a», «mayor que o igual a», etcétera. Pensemos, por ejemplo, en la
relaciéon «menor que» en los niimeros enteros. Por ejemplo, tenemos que

-9< -8, -3<3, 9<13, -5<0, —1000 < 500.

Dado que involucran dos nimeros (y el orden ciertamente importa porque no
podemos escribir —8 < —9), podemos reescribir dichas relaciones en forma
de parejas ordenadas:

(—=9,-8), (=3,3), (9,13), (=5,0), (—1000,500).

En general, podemos escribir que la relacion de ser menor que en los ntimeros
enteros es el conjunto

{(m,n): (m,n) € Z y n —m es un entero positivo}.

La relacion de igualdad en los nimeros enteros quedaria dada por el conjunto
de parejas ordenadas

{(m,n): m,n € Zy m =n}.

Ambos conjuntos son subconjuntos de Z x Z.

En general, dado un conjunto X, una relacion (binaria) R sobre X es
cualquier subconjunto del producto cartesiano X x X. Por ejemplo, si X =
{1,2,3,4}, R={(1,1), (1,3), (1,4), (2,3)} es una relaciéon sobre X.

Si R es una relacion sobre un conjunto X y (z, y) € R, muchas veces
lo encontraremos denotado como xRy, que es precisamente la notacién que
usamos en >, <, =, > <.

Notemos que, para cualquier conjunto X, el conjunto @ es un subconjunto
de X x X (recordemos que el vacio es subconjunto de cualquier conjunto)
y, por lo tanto, es una relacion sobre X, se la llama la relacion vacia. Otra
relacion relevante es X x X, que es subconjunto de si mismo.

3.3.2 Pruebas por vacuidad

Una relacion sobre X es un «conjunto de parejas ordenadas de elementos en
X» y acabamos de afirmar que el vacio es una relacion, por lo tanto, es un
conjunto de parejas ordendas; pero, ;como puede ser un conjunto de parejas
ordenadas si no tiene elementos? Que un conjunto R sea un «conjunto de
parejas ordenadas» significa que la siguiente proposiciéon es verdadera

Vz € R(x es una pareja ordenada). (3.3)
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Si R no fuese un conjunto de parejas ordenadas, entonces el enunciado 3.3
seria falso y, por lo tanto, su negacion es verdadera:

Jz € R(z no es una pareja ordenada), (3.4)

pero para el conjunto vacio, el enunciado anterior es falso. Por lo tanto, para
el vacio el enunciado 3.3 es verdadero y, por lo tanto, el vacio es un conjunto
de parejas ordenadas.

3.3.3 Algunas propiedades de las relaciones

En esta seccion, consideremos una relacion R sobre un conjunto X (es decir,

RC X x X).

e R es reflexiva si para todo x € X, se tiene que (z, x) € R o, equivalen-
temente, rRx.

e Res simétrica si para toda (z, y) € R, también tenemos que (y, ) € R.
De otra forma, si zRy entonces yRz.

e R es transitiva si siempre que (z, y), (y, 2) € R entonces (z, z) € R.
De otra forma, si xRy y yRz entonces zRz.

e R es antisimétrica si siempre que (z, y), (y, ) € R entonces = = y.
De otra forma, si xRy y yRz entonces x = y.
3.3.4 Algunos ejemplos

e La relacion «menor que» en Z es transitiva, pero no es reflexiva ni
simétrica.

Por ejemplo, tenemos que —10 < 3, 3 < 10 y, ciertamente, —10 < 10.

e La relacion de «ser igual» en Z es reflexiva, simétrica y transitiva. Por
ejemplo, si 4-2 =8y 8 = 16/2 entonces 4 - 2 = 16/2.

e La relacion «mayor que o igual a» es antisimétrica, sia < 7Ty a > 7
entonces a = 7.
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4 Funciones

Un caso més general de las relaciones es cuando, en vez de considerar un
s6lo conjunto X, consideremos dos conjuntos X y Y. Decimos que R es una
relacion de X en'Y si R C X x Y. Y caso particular de estas relaciones son
las funciones.

Dados dos conjuntos X y Y, una funcién f de X en Y es una correspon-
dencia (que es un caso particular de una relacion) tal que, a cada elemento
x en X, le asigna un y s6lo un elemento y en Y. Usualmente la denotamos
como f: X — Y. Al conjunto X se lo llama el dominio de la funcién, al con-
junto Y, el contradominio o codominio de la funcién, a la forma de asignarle
acadaz € X suy €Y, selallama la regla de correspondencia y decimos
que y = f(z) es la imagen bajo f de .

Algunos ejemplos de funciones. Ejemplos intuitivos hay muchos y son
muy comunes.

e A cada persona le corresponde su edad, todos tienen una edad y es
tnica. En este caso, el dominio seria el conjunto de todas las personas
y el contradominio el conjunto de todos los enteros no negativos.

e En una ciudad dada, cada dia del ano tiene una temperatura maxima.
En este caso, el dominio son todos los dias del ano y el contradominio
son los ntimeros reales.

e A cada estudiante de la UAM le corresponde una y sélo una matricula.
El dominio es el conjunto de todos los estudiantes de la UAM y el
contradominio el conjunto de las posibles matriculas.

e A cada persona le corresponde su direccion de correo electronico. ;O
no? Pues no, no es funcién, porque una persona podria tener méas de
una direcciéon de correo electrénico o incluso no tener.

En la figura [0l aparece la funciéon f: A — B, donde el dominio es el
conjunto

A = {Miguel, Mariana, Alicia, Luis}

y el contradominio es el conjunto

B = {21,22,23,24,25}.
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Figura 6: Una funcién f, donde la columna de la izquierda es el dominio y
la de la derecha, el contradominio de f

Una forma de representar f es haciendo uso de las parejas ordenadas, de la
forma siguiente:

f = {(Luis, 21), (Alicia, 24), (Mariana, 21), (Miguel, 23) }.
Tenemos que f C A x B. En la definicién de funcién pedimos que:

«|...] a cada elemento x en A, le asigna un y sélo un elemento
yen B [..]»

por lo que debe cumplirse que
e para cada x € A, existe y € B tal que (x,y) € fy
e la y que asignamos es Unica, es decir, no puede haber dos diferentes,
esto lo decimos de la forma siguiente: si (x, y1), (z, y2) € f, como las
segundas entradas no pueden ser diferentes, entonces

Y1 = Ya2.

Definiciéon 14 (Funcién). Dados dos conjuntos A y B, una funcién f es un
subconjunto de A x B que satisface las siguientes dos condiciones:

e para todo x € A, existe y € B tal que (z,y) € fy

e si(z, y1), (z, y1) € f entonces y; = yo.

iAdvertencia!

La figura [6] define formalmente una funciéon, ya que nos dice quién es el
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dominio, quién el contradominio y cual es la regla de correspondencia.
Para que algo sea funciéon, no necesariamente tiene que estar presentada
de la forma f: A — B con y = f(x).

Dada una funcion f, por Dom(f) denotamos el dominio de la funciéon f
y por Cod(f) el contradominio de la funcion f.

Al igual que en logica vimos cuadndo dos proposiciones son ldgicamente
equivalentes y cuando dos conjuntos son iguales, ahora veremos cuando dos
funciones son iguales. Para tener una funcién, requerimos de tres cosas: el
dominio, el contradominio y la regla de correspondencia (que no son mas que
las parejas ordenadas). Dos funciones f: A — By g: C' — D son iguales si
y s6lo si tienen el mismo dominio, el mismo contradominio y la misma regla
de correspondencia, es decir,

A=C,B=Dy f=yg.

Recordemos que, dadas una funcién f: A - By x € A, lay € B que le
corresponde a x es la imagen de x bajo f y lo denotamos como f(z) = y. Por
ejemplo, en la funcién f que aparece en la figura 6l el dominio es el conjunto
A = {Luis, Alicia, Mariana, Miguel} y el contradominio es el conjunto B =
{21, 22, 23, 24, 25}. La imagen bajo f de Luis es 21, de Alicia es 24, de
Mariana es 21 y de Miguel es 23. También podemos considerar la imagen
no de s6lo un elemento sino de un subconjunto del dominio. Por ejemplo,
la imagen de {Miguel, Luis} bajo f es {21, 23} que es un subconjunto del
contradominio. En general, si C' C A, la imagen directa de C bajo f se
denota por f[C] y se define como

flCl=A{f(z): € C}.

La imagen (o rango) de la funcion f es el conjunto f[A], que es subconjunto
de B y se la denota por Im(f). Por otro lado, si queremos saber de qué
elementos en el dominio es imagen el 23, podemos ver que es Miguel, ya que
f(Miguel) = 23; de quién es imagen {23, 24}, es {Alicia, Miguel} y de quién
es imagen 22, es &. Formalmente, dado D C B, la imagen inversa de D bajo
f se denota por f~![D] y se define como

[ D] = {z: f(z) € D}.

Observemos que siempre pasa que f~'[B] = A, jpor qué?
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Ejemplos

1. Consideremos la funcion f: Z — Z tal que

| 1 sizesimpary
@)= { 0 sixes par.

Determina:

(a) La imagen de —3, 0y /5.

(b) La imagen directa de B, donde B es el conjunto de todos los
nimeros enteros pares.

(c) La imagen de f.

(d) La imagen inversa de 1.

(e) La imagen inversa de {3, 4, 5}.

Solucion.

(a) f(=3) =1, f(0) =0y f(/2) no esta definida porque '/, no esta
en el dominio de la funcién.

b) f1B] = {0},

) () = {0, 1),

) f7[{1}] es el conjunto de todos los niimeros enteros impares.

) f7{3,4,5}] = @, porque ningtn elemento del dominio tiene como

imagen los nimeros 3, 4 o 5.

(
(c
(d
(

(S

2. Considera la funcion valor absoluto, g: 7Z — Z, con g(x) = |z|. Deter-
mina lo siguiente:

(a) Las imagenes de —2, 0 y 2.

(b) La imagen directa de {—1, 2, —3, 4, —5}.
(c) La imagen de f.

(d) La imagen inversa de {3, 2, 1}.

(e) La imagen inversa de {—3, —2, —1}.

(f) La imagen inversa de {2} y {—2}.

Solucion.

(a) g(=2) = ()—Oyg(2):2.

(b) g[{—1, 2 -5} ={1, 2, 3, 4, 5}.

() Im( ) =177 U {0}

(d) g7'{-3, =2, =1} ={-3, =2, -1, 1, 2, 3}.
(e) [{ 3, =2, _1}] = 4.
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Figura 7: La funcién h, donde la columna de la izquierda es el dominio y la
de la derecha, el contradominio de h

() g7 {2 ={-22}yg'{-2}] =2

3. Considera la funcién h que aparece en la figura [ Determina lo si-
guiente:

(a) El dominio y el contradominio de h.

(b) La imagen de h.

(c) La imagen directa de {d, [I}.

(d) La imagen inversa de {a}, {a, ¢} v {e}.

Solucion.

(a) Dom(h) = {x, O, #, &} y Cod(h) ={«a, 8, v, J, €}.

(b) Im(h) = {8, v, €}

(c) h[{d, O} ={8, 7}

(d) M {a}) =2, i [{a, e}] = {*, #} y h ' [{e}] = {*, #}.

4. Considera la funcion j: R — R dada por f(z) = 2?+2x—3. Determina
lo siguiente:

(a) La imagen —3, =1y 1

(b) La imagen directa de [0, 00).

(c) La imagen de j.

(d) La imagen inversa de {0}, (—oo, —3) y [—3, o0).
Solucion.

(a) j(=3)=0,j(-1)=—-4y j(1)=0.
(b) 410, 00)] = [=3, o).
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4.1
4.1.1

4.1.2

4.1.3

4.14

4.1.5

4.1.6

, 00)

(¢) Im(j) = [-3
{_3’ 1}’ j_l[(_ooa _3)] =3y j_l[[_ga OO)] =R.

(@) j-'{0}]

I |

Ejemplos de funciones

Dado cualquier conjunto X, la funcion identidad es 1x: X — X y esta
dada por
Ix(z) =z,

para todo x € X.

Dado cualquier conjunto X, existe una tnica funcion vacia f: @ — X,
donde la regla de correspondencia es el conjunto vacio.

Recuerda que una funcién es un conjunto de parejas ordenadas, en
concreto, en un subconjunto del producto del cartesiano Dom(f) x
Im(f); en el caso de las funciones vacias, Dom(f) = @, y asi Dom(f) x
Im(f) = @ (véase el teorema [[3). Pero el anico subconjunto del vacio
es el vacio.

Si X # @, no existe ninguna funcion f: X — @, porque para cualquier
x € X, tendriamos que f(z) € &.

La funcion valor absoluto |-|: R — R, para todo = € R se define como

r siz>0o0
|$‘: —x six<O.

Por ejemplo, en para z = 3, como x > 0, tenemos que |3| = 3. Si, por
otro lado x = —3, ya que tenemos que x < 0 y asi |-3| = —(—3) = 3.

La funcién parte entera o funcion piso | |: R — Z se define, para
r € R, como

|z] = el mayor entero menor que o igual a z,

es decir, |z | es el entero inmediato a la izquierda de x en la recta real.
Por ejemplo, [V/5] =2, |0 =0, |/s] =1y [-/3] = —2.
La funciéon funcion techo [ ]: R — Z se define, para x € R, como

[x] = el menor entero mayor que o igual a z,
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es decir, [z] es el entero inmediato a la derecha de z en la recta real.
Por ejemplo, [V5] =3, [0] =0, [7/5] =2y [-7/3] = —1.
4.1.7 Considera la funciéon g: N — Z, con 0 € N, definida para x € N como

B T/y  six es par
9(x) = { —[*/2] six es impar.

4.1.8 Dado un conjunto X, consideremos una familiaf] A de conjuntos de X.
Definamos la ‘funcién’ f: A — X, tal que para A € A,

f(A) = a,

para todo a € A.
Por lo general, f no es una funcion. Si X = {1, 2, 3} y A = {{1, 2},
{1, 2, 3}, @} tendriamos que:

(a) f({1,2}) =1y f({1, 2}) = 2. Para que f sea funcion, a cada
elemento en el dominio le debe corresponder un nico elemento
en el contradominio, en este caso le corresponden dos.

(b) f(@) =7 Para que f sea funcion, a cada elemento en el dominio le
debe corresponder un elemento en el contradominio, en este caso
no le corresponde ninguno.

4.2 Inyectiva, suprayectiva y biyectiva

Una funcion f: A — B es inyectiva (o uno-a-uno) si cualesquiera dos ele-
mentos diferentes en el dominio siempre van a dar a elementos diferentes en
el contradomino. Es decir,

‘v’:)sl‘v’:)sg(xl 7& Ty = f(l’l) 7& f(l’g)) (41)
La contraposicion dice que
‘v’:)sl‘v’:):g(f(:)sl) = f(l’g) = T = [L’g). (42)

Intuitivamente, la funcién «no pega» cosas. Por ejemplo, no hay dos es-
tudiantes de la UAM que puedan tener la misma matricula. Las funciones

8 Familia es un sinénimo de conjunto.
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‘hash’ nos gustaria que fueran inyectivas, aunque no puedan serlo (si no sabes
que es una funciéon ‘hash’, bascalo en Wikipedia).

Una funcion f: A — B es suprayectiva (o sobre) si para cada elemento
y € B, existe un elemento = € A tal que f(z) =y. Es decir,

Vy € B3r € A(f(x) =y). (4.3)

Una funcion f: A — B es biyectiva si es tanto inyectiva como suprayec-
tiva. También se suele decir que f es una correspondencia biunivoca entre A
y B.

Consideremos una funciéon f: A — B inyectiva, pero no suprayectiva.
. Qué le falta a f para ser biyectiva? No cumple que sea suprayectiva (y
no hay forma que, con el dominio y el contradominio dados, lo haga), pero
podriamos modificar el contradominio al considerar Im(f). Definamos la
funcion f*: A — Im(f) con la misma regla de correspondencia, es decir,
f*(x) = f(x). Por la definicion de la imagen de f, tenemos que f* es una
funcion biyectiva. Frecuentemente se escribe f: A — Im(f) aunque sea un
abuso de notacion.

Ejemplos

1. La funcién identidad 1x: X — X es tanto inyectiva como suprayectiva,
es decir, es biyectiva.

2. Consideremos la funcion valor absoluto f: R — R dada por f(z) = |z|.
Demuestra que la funcién f no es inyectiva ni suprayectiva.

Solucion. Para mostrar que f no es inyectiva, debemos mostrar que
alguna de las proposiciones 4.1l o (que son la definiciéon de ser in-
yectiva) es falsa. Eso significa que sus negacioneﬂ son verdaderas, es
decir, que

31’131’2(%‘1 §£ X9 A f(flfl) = f(.f(fg)) (44)

E|$1E|$2(f<.§lf1) = f(LE'Q) N T §£ ZL’Q) (45)

es verdadera. Es decir, para mostrar que una funcién no es inyectiva,
debemos encontrar dos elementos diferentes en el dominio tal que sus

9Recuerda que
(P = Q)& ~(=PVQ) e (PA-Q).
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imégenes sean iguales. Por ejemplo, 2 y —2, ya que f(2) = |2| =2y
f(—=2) =|-2| =2. Asi, f(2) = f(—2) y, por lo tanto, f no es inyectiva.

Para mostrar que f no es suprayectiva, debemos mostrar que la proposi-
cion es falsa. Eso significa que su negaciéon es verdadera, es decir,
que

dy € BVz € A(f(z) #y).

El contradominio de la funcién f son todos los reales, en particular,
—1 esté ahi. Y ya que f(z) = |z| > 0 para todo z, no existe ninguna
x € R tal que f(z) = —1. Esto muestra que f no es suprayectiva.

. Consideremos la funcion valor absoluto g: R — [0, co) dada por g(z) =
|z|. Demuestra que la funcién g no es inyectiva, pero si es suprayectiva.

Solucion. Para mostrar que g no es inyectiva, procedemos igual que
en el ejercicio previo, debemos encontrar dos elementos diferentes en
el dominio tal que sus imagenes sean iguales. Por ejemplo, 2 y —2, ya
que g(2) = 2] = 2y g(=2) = [-2] = 2. Asi, g(2) = g(=2) y, por lo
tanto, g no es inyectiva.

Para mostrar que ¢ es suprayectiva, debemos mostrar que
Vy € [0,00)3z € R(g(z) = y).

Siy € [0, 00), ya que y > 0 se tiene que |y| = y. En este caso en
particular, la x que buscamos es z = y, ya que g(z) = g(y) = v.
Eso se cumple para toda y € [0, 0c0). Por lo tanto, g es una funciéon
suprayectiva.

. Consideremos la funcion valor absoluto h: [0, o) — R dada por h(z) =
|z|. Demuestra que la funcion h no es suprayectiva, pero si es inyectiva.

Solucion. Para mostrar que h no es suprayectiva, procedemos igual que
en el primer ejercicio, El contradominio de la funciéon f son todos los
reales, en particular, —1 esta ahi. Y ya que h(z) = |z| > 0 para todo
x, no existe ninguna x € R tal que h(z) = —1. Esto muestra que h no
es suprayectiva.

Para mostrar que g es inyectiva, debemos mostrar que

Vo Voo (o) # 29 = f(21) # f(22)).
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Consideremos 1, x2 € [0, 0o) tal que z; # 5. Podemos suponer que
x1 < x9, sin pérdida de generalidad™. Y ambos son no negativos,
por lo que se tiene que 0 < x1 < x9. Por la definiciéon de valor absoluto,
h(zy) = |z1| = 21y h(za) = |xa| = x2, por lo tanto, h(z1) < h(z2) y
asi h(z1) # h(zy). Por lo tanto, h es una funcion inyectiva.

5. Consideremos la funcion valor absoluto j: [0, co) — [0, co) dada por
j(x) = |z|. Demuestra que la funcion j es biyectiva.

Solucion. Para mostrar que j es biyectiva, hay que probar que es
inyectiva y que es suprayectiva. La prueba de que es suprayectiva es
igual a la segunda parte del segundo problema y la prueba de que es
inyectiva es igual a la segunda parte del tercer problema.

Notemos que en los tres ejemplos anteriores, las cuatro funciones f, g, h
y j tienen la misma regla de correspondencia, pero la primera no es inyectiva
ni suprayectiva, la segunda es suprayectiva, pero no inyectiva, la tercera es
inyectiva, pero no suprayectiva y la cuarta es inyectiva y suprayectiva. La
diferencia estd en los dominios y contradominios de las funciones, de aqui
que no basta con conocer la regla de correspondencia para determinar si una
funcién es o no inyectiva o suprayectiva.

jAdvertencia!

Depende de qué es lo que queramos probar qué sera lo que busquemos. Si
deseamos probar que una funcion si es inyectiva, debemos verificar que
alguna de las proposiciones [4.1l o es verdadera, como aparecen «para
todos», tenemos que verificarlo para todos los elementos del dominio.
Si, por otro lado, deseamos probar que una funcién no es inyectiva,
debemos verificar que la proposicion [4.4] es verdadera, como aparecen
«existen», basta con mostrar dos elementos en el dominio que hagan
verdadera la proposicion.

10 8in pérdida de generalidad es una frase que encontraremos habitualmente en mateméati-
cas. En este caso, ya que x1 y T2 son nimeros reales distintos, necesariamente uno es mas
que chico que el otro, es decir, pasa que z; < x3 0 que 2 < x;. La tnica distincién recae
en los subindices, pero la prueba para ambos casos (es una prueba por casos) es idéntica,
por lo que basta con hacerlo para una de las dos posibilidades.
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4.3 Restricciones de las funciones

Dada una funcién f: A — B, a veces nos interesa fijarnos en esa funcion
pero s6lo en algunos elementos del dominio, es decir, en un subconjunto
A" C A. Por ejemplo, en la funciéon f dada en la figura [l queremos fijarnos
en la funciéon pero solo en el subconjunto {Mariana, Miguel} del dominio. La
idea es «borrary la parte del dominio que no nos interesa y quedarnos con la
que si nos interesa. Véase la figura [8l

25 25
Luis
24 24
Alicia Mariana
23 23
Miguel
22 22
21 21

Figura 8: En la funciéon f de la izquierda senalamos el subconjunto del
dominio que nos interesa y en la de la derecha aparece la restriccion de f al
subconjunto deseado

Formalmente, dada una funciéon f: A — B y un subconjunto A’ C A, la
restriccion de f a A’ es la funcion
fla: A — B
donde la regla de correspondencia, para x € A, es
fla(@) = f(x).

La funcién de la izquierda es la que estamos definiendo, la de la derecha ya
nos la dieron y esta bien definida porque ya que x € A’y A’ C A, tenemos
que x € A, que es el dominio de la f.

De los ejemplos de la subseccion .2 la funcion h es la restriccion de la
funcion f a [0, 0o), pero ni g ni j son restricciones de la funcion f.

Ejemplos

1. Dado cualquier conjunto X, 1x: X — X es la funcién identidad de
X en X. Si X’ es cualquier subconjunto de X, la restriccion de 1x al
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subconjunto X’ es la funcion inclusion de X' en X
Ixly: X' — X.

A veces se la denota como
Ixly: X' — X.

Siempre es inyectiva (ya que la identidad es biyectiva) y si ademéas X’
es subconjunto propio de X, no sera suprayectiva.

4.4 Composicién de funciones

Consideremos las funciones f y g que aparecen en la figura [ (donde la
columna de la izquierda representa el dominio y la de la derecha, el con-
tradominio). La funcion f le asigna a cada una de las cuatro personas del
conjunto {Miguel, Mariana, Alicia, Luis} su edad y la funcién g asigna a cada
edad, el ano de nacimiento. Si quisieramos saber en qué ano nacié6 Miguel,
primero aplicamos la funcion f, es decir, f(Miguel) = 23 y al resultado le
aplicamos g, es decir, g(23) = 1996; Miguel naci6 en 1996. Para simplificar,
podemos escribir g(f(Miguel)) = ¢(23) = 1996. A esto se le conoce como
la composicién de funciones, observemos que para que esto haya tenido sen-
tido, f(x) debe ser elemento del dominio de g, para cualquier x € Dom(f)

y, por otro lado, recordemos que f(x) € Im(f); de esto que debe pasar que
Im(f) € Dom(g).

25

Luis 24 ——— 1995
24

Alicia 23— 1996
23

Mariana 22— 1997
22

Miguel 21 — 1998
21

Figura 9: A la izquierda aparece la funcion f, que asigna a cada persona
su edad, y a la derecha, la funcién g, que asigna a cada edad, el ano de
nacimiento
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Formalmente, dadas dos funciones f: A — By g: C — D tales que
Im(f) € Dom(g), la composicion g ‘bolita’ f, denotadd] como go f,esla
funcion

gof:A— D,
dada por g(f(x)), para todo = € A. Es decir,

(g0 f)(x) = g(f(x)).

En particular, si f: A - By g: B — C entonces claramente existe la
composicion go f: A — C porque Im(f) C Cod(f) = Dom(g).

Ejemplos

1. Considera las funciones f: R — Ry g: [0, o) — R dadas por

flz) =2y g(z) = Ve,

donde en cada caso la x pertenece al dominio que le corresponde.
. Existe alguna de las composiciones f o g o go f?7 En caso afirma-
tivo, determina cual es su dominio, su contradominio y su regla de
correspondencia.

Solucion. Para que la composicion f o g exista, debe pasar que Im(g) C
Dom(f). ;Cuél es la imagen de la funcion g7 Tenemos que Im(g) = [0,
o0), que ciertamente es subconjunto del dominio de f, que R. Por lo
tanto, la composicion si esta definida y tenemos que

fog:[0,00) =R

y

(fog)(x) = flg(x)) = f(Va) = (V)*.
Ya que el dominio de f o g es [0, o), tenemos que (/7)?) = z. El
dominio de f o g no puede ser R, porque al tomar un x negativo en
R, digamos x = —1, tenemos que v/—1 ¢ R.

Para que la composicion go f exista, debe pasar que Im(f) C Dom(g).
. Cuél es la imagen de la funcion f? Tenemos que Im(f) = [0, c0),

HMe parece que no se ha establecido una convencién sobre si g o f se lee como «la
composiciéon de f con g», «la composicion de g con f», «la composicion de [y g» o «la
composiciéon de g y f; por ello, prefiero denotarlo tal cual se lee con simbolos, para evitar
confusiones.
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que ciertamente es subconjunto del dominio de g, que [0, co) (en este
caso, Im(f) = Dom(g). Por lo tanto, la composicion si esta definida y
tenemos que

gof:R—=>R

y
(90 f)(@) = g(f(2)) = g(a®) = Va?.

Esta funcion no es otra que el valor absoluto, es decir, v z? = |z]|.

4.4.1 Propiedades de la composiciéon de funciones

Teorema 15. Consideremos dos funciones biyectivas f: A — B y g: B —
C. La composicion go [ es biyectiva.

Demostracion. Debemos probar que g o f es tanto inyectiva (enunciados [4.1]
0 [42)) como suprayectiva (enunciado E.3). Sabemos que tanto g como f son
inyectivas y suprayectivas. Probaremos que

Va Voo (zy # w2 = (go f)(x1) # (90 f)(x2)).

Recordemos que el dominio de go f es A y su contradominio es C'. Con-
sideremos x1, ro € A tal que x; # x3. Ya que f es una funcién inyectiva,
se sigue que f(z1) # f(z2). Notemos que f(x1), f(zo € Im(f) C Dom(g).
Como g es una funciéon inyectiva, tenemos que g(f(z1)) # g(f(z2)), que es
lo que queriamos probar, ya que es lo mismo que (g o f)(z1) # (g o f)(x2)
Por lo tanto, g o f es una funcién inyectiva.

Ahora probemos que g o f es suprayectiva, es decir, debemos probar que:

Vy € C3r € A((g o f)(x) = y).

Tomamos y € C'. Ya que g es una funciéon suprayectiva, existe z € B tal
que g(z) = y. Como f es una funcién suprayectiva, existe x € A tal que
f(z) = z. Por lo tanto,

y=9(2) = g(f(x)) = (go ().
Por lo tanto, la composiciéon g o f es una funciéon biyectiva. O

Podriamos preguntarnos (al menos, los matematicos en algtin momento
lo hacemos), /el regreso es verdadero? El regreso dice: dadas dos funciones
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fiA— Byg: B— C, jsigof es biyectiva entonces g y f son funciones
biyectivas? Resulta que es falso. Consideremos los conjuntos A = {J, B} y
B ={1, 2, 3} y las funciones f: A — By g: B — A como estan dadas en
la figura[I0l La composicion go f (véase la figura I 4.T]) es igual a la funcion
identidad sobre A, es decir, g o f = 14. Por lo tanto, la composicién g o f
si es biyectiva, pero f no es biyectiva porque no es suprayectiva y g no es
biyectiva porque no es inyectiva.

Figura 10: Las funciones f: A—> By g: B— A

La composicién g o f es biyectiva. Si reexaminamos la figura [4.4.1 para
que g o f sea suprayectiva, necesariamente la funcién que esta a la derecha,
g, tiene que ser suprayectiva y para que g o f sea inyectiva, necesariamente
la funcién que esté a la izquierda, f, tiene que ser inyectiva. Asi, tenemos
los dos siguientes teoremas.

f g
Oe— 40
gof

Figura 11: La composicion resultante g o f

Teorema 16. Sean f: A — B y g: B — C dos funciones. Si go [ es
suprayectiva entonces g es suprayectiva.

Teorema 17. Sean f: A — B y g: B — C dos funciones. Si go f es
1myectiva entonces g es inyectiva.
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Prueba del teorema[16. Recordemos que A es el dominio y C es el contrado-
minio de la funciéon g o f. Por la definicion de ser suprayectiva, tenemos
que

Vy € Cdz € A((go f)(x) = y)

y debemos mostrar que para todo y € C, existe z € B tal que g(z) = v.

Asi pues, tomemos y € C. Por hipodtesis, existe x € A tal que y =
(go f)(xz) = g(f(z)). Pero f(z) € B, asi, el elemento que buscamos en el
dominio de g es f(x). O

La prueba del teorema [I7] se deja como ejercicio.

4.5 Funciones inversas

Recordemos la funciéon h: A — B que aparece en la figura [7l donde A = {x,

D’ #’ &}7 B = {a7 /67 7’ 5’ 8}7 h = {(*7 8)7 (D’ 5)7 (#7 8)7 (*’ f}/)} y h g AXB'
., Qué pasa si volteamos las parejas de h? Obtendremos el siguiente conjunto
de parejas ordenadas

h* = {(Ea *)a (ﬁa D)’ (Ea #)7 (77 *)}

y tenemos que h* C B x A. jh* es una funciéon de B en A? En la figura
podemos ver la funcion h a la izquierda y la relacion h* a la derecha; clara-
mente, h* no es funcion. ;jPor qué h* no es funciéon? Falla en las condiciones

a o
* *
B B
g O
v v
o 4]
€ €

Figura 12: A la izquierda aparece la funcién h y a la derecha la relacion
iversa h*

para ser funciéon: hay elementos en B a los que no les corresponde ningiin
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elemento en A (en concreto, o y ) y hay elementos en B a los que les co-
rresponde dos elementos en A (al elemento € le corresponde tanto % como

La anterior es una operacion sobre las relaciones, si R C A X B, la relacion
inversa R~' se define como

R ={(y,2): (z,y) € R}.

Como toda funcién es una relacion, siempre podemos pensar en la inversa
)
de una funcién, pero como explicamos arriba, no siempre es una funcién.
b )
.,Cuéndo si lo es? Cuando f es una funcién biyectiva.

Teorema 18. Si f: A — B es una funcion biyectiva, entonces f~1: B — A
es también una funcion biyectiva que satisface que

flof=layfof'=1p,
a la cual llamamos la inversa de f.

Demostracion. Ya que f es una funcion de A en B, donde para cada x € A,
existe un unico y € B tal que f(x) =y y cada una de las parejas (z, y) son
los elementos de f. La inversa seré

7 =A,2): (x,y) € f} ={(y,2): y = f2)}.

Es decir, para y € B, f~}(y) = z si y s6lo si f(x) = y.

Como f es una funcién, tenemos que para cada x € A, existe un tnico
y € B tal que f(z) =y. Como f es biyectiva, también tenemos que

e si xy, 11 € A tales que 71 # x5 entonces f(x1) # f(x2) y

e para todo y € B existe z € A tal que f(x) =yv.

Observemos que, para todo y € B, f~'[{y}] es un conjunto unitario: hay al
menos un elemento porque f es suprayectiva y hay exactamente uno porque
f es inyectiva, es decir, f~[{y}] = {z}.

Debemos probar que f~! es una funcién biyectiva y se tiene que f~lo f =
14y fo f~' =1p. Primero probemos que f~! es una funcién, es decir, que
para cada y € B, existe un tinico € A tal que f~'(y) = z. ;Qué z es ése?
El tnico elemento que estd en f~!(y), que como argumentamos previamente,
es un conjunto unitario; esto asegura que existe y que es unico. También
debemos mostrar que f~! es inyectiva y suprayectiva. Si no fuese inyectiva,
existirian dos y1, y2 € B tales que f~(y1) = f~1(y1) O
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4.6 Cardinalidad

La cardinalidad de los conjuntos nos permite dar una idea del tamano de
los conjuntos y compararlos entre si. En un salén de clases, si quisiéramos
saber si hay mas estudiantes o bancas o si son del mismo tamano basta con
sentar a todos los estudiantes posibles y echar un ojo: si quedan estudiantes
de pie, hay mas estudiantes; si quedan bancas vacias, hay mas bancas y si no
pasa ni lo uno ni lo otro, tienen el mismo tamano. No tuvimos que efectuar
ningtn céalculo, porque al sentar a los estudiantes estamos estableciendo una
correspondencia entre los estudiantes y las bancas. Decimos que dos con-
juntos son equipotentes (es decir, que tienen el mismo tamano) si existe una
funcién biyectiva entre ellos y lo denotamos como A ~ B.

Para cada n € N (donde 0 € N), definimos:

esin=0,Zy =9y

esin>0,7Z,={0,1,...,n—1}.

Asi, tenemos que Z; = {0}, Z, = {0, 1}, Z3 = {0, 1, 2}, etcétera y observemos
que Zy no tiene elementos, Z; tiene un elemento, Z, tiene dos elementos, Z3
tiene tres elementos, etcétera. Sim, n € Ny m < n entonces tenemos que
Zn €7, ysim <n entonces Z,, C Z,.

Dado un conjunto A, decimos que A es finito si existe un nimero natural
n € N tal que A =~ Z,; en otro caso (es decir, cuando para toda n € N se
tiene que A y Z, no son equipotentes), decimos que A es infinito.

Si A es un conjunto finito, su cardinalidad es n si y s6lo si A = Z,,, esto
lo denotamos como |A| = n. Por ejemplo, tenemos |&| = 0y |{a}| = 1. Si
a # b entonces |{a, b}| = 2 (observa que si a = b entonces |{a, b}| = 1).

Como podemos esperar:

Teorema 19. Dados dos conjuntos A y B, se tiene que A y B tienen la
misma cardinalidad si y solo son equipotentes.

Demostracion. Probaremos solo la ida. Supongamos que A y B tienen la
misma cardinalidad, probaremos que A ~ B, es decir, debemos probar que
existe una funcién biyectiva f: A — B.

Ya que A y B tienen la misma cardinalidad, significa que existe un nimero

natural n tal que
4] = [B| = n.

Asi, existen dos funciones biyectivas

g:A—>T1,y go: B—1T,.

o1



Como ¢y es una funcion biyectiva, existe su inversa
9" T, — B.
Por lo tanto, la composicién es una funcion biyectiva de A en B:
gytogi: A= B
y, asi, A~ B. O

Los siguientes dos teoremas resultan muy importantes, pero sus demostra-
ciones exceden son un poco mas elaboradas (ya sea por medio de una prueba
por induccién matematica o por contradiccion).

Teorema 20. Dados dos conjuntos finitos A y B, si f: A — B es una
funcion inyectiva entonces |A| < |B].

Teorema 21. Dados dos conjuntos finitos A y B, si f: A — B es una
funcion suprayectiva entonces |A| > |B.

La idea del primero de estos dos teoremas es que si una funcién envia
cada elementos del dominio a un elemento diferente en el contradominio, en
el contradominio deben haber al menos tantos elementos como en el dominio,
es decir, |A| < |B|. La idea del segundo es que si cada elemento en el
contradominio proviene de al menos un elemento en el dominio, entonces
el dominio debe tener al menos tanto elementos como el contradominio, es
decir, |A| > |B].

Asi, si f: A — B es una funciéon biyectiva, como es inyectiva tenemos que
|A| < |B|y como es biyectiva tenemos que |A| > |B|, por lo tanto |A| = |B|.

Ahora analizaremos como se comparta la cardinalidad con respecto a la
union de conjuntos. Si A y B son dos conjuntos ajenos (es decir, no tienen
elementos en comtin o AN B = &, la cardinalidad de su unién deberia de ser
igual a la suma de las cardinalidades de cada uno de los conjuntos conjuntos.
Y asi pasa.

Teorema 22. Si A y B son dos conjuntos finitos ajenos entonces

|AUB| = |A| + |B|.
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Demostracion. Es decir, si |[A] =m y |B| = n entonces debemos probar que
|AUB| = m+mn. Por hipotesis, sabemos que existen dos funciones biyectivas
f1y fo tales que

firA—=1T,y fo: B—=1,.

Debemos mostrar que existe una funcién biyectiva
f3 A UuB — Im+n

Tal vez la primera aproximacion podria ser definir la funcién de la siguiente
forma: (@)
| filz) sizeAo
fa(@) = { fa(z) siz € B.
Si A o B es vacio, entonces si funciona; pero si ambos son no vacios, existiran
a € Aybe B tales que fi(a) =0y fo(b) =0, y asi f3(a) = f3(b), por lo que
f3 no seria biyectiva.

Recordemos que Z,,y, = {0, 1, ..., m =1, m,m+1,...,m+n—1,
m + n}, en {0, 1, ..., m — 1} hay exactamente m elementos y en {m,
m-+1, ..., m+n—1, m+n} hay exactamente n elementos, podemos hacer

corresponder los primeros a los elementos de A y los segundos, a los de B de
la forma siguiente:

B fi(zx) sireAo
f3(x)_{ fg(:);)%—m six € B.

Se dejara como ejercicio probar que f3 efectivamente es una funciéon biyectiva,
con lo que tendriamos el resultado. O

Ahora daremos una version més general del teorema previo al retirar la
condiciéon de que los conjuntos sean ajenos. Pero primero, veamos un caso
en concreto: supongamos que A = {a, b, c} y B ={b, ¢, d, e}. Tenemos que
|A| = 3y |B| = 4, se sigue que |A| + |B| = 7. Por otro lado, AU B = {a,
b, ¢, d, e} y |AU B| = 5. Claramente, 7 # 5 y, por lo tanto, |A| + |B| #
|AU B|. ;jPor qué falla? Los elementos a y b (que estan en la interseccion)
los estamos contando dos veces, una cuando pertenecen a A y otra cuando
pertenecen a B. ;Coémo lo arreglamos? Quitamos una vez la cardinalidad de
la interseccion.

Pero requeriremos de un resultado previo, que es un corolario del teorema
anterior.
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Figura 13: La cardinalidad de la unién de conjuntos

Corolario 23. Si B C A entonces |A\ B| = |[A| — |B|.
Teorema 24. Para cualesquiera dos conjuntos finitos A y B, se tiene que
|AUB|=|A|+ |B| —|ANB].

Demostracion. Para la prueba, usaremos el teorema anterior (el teorema [22]).
Sin embargo, para ocuparlo necesitamos tener conjuntos ajenos y éste no es
necesariamente el caso. Observemos que

A=(A\ANB)UANB)y (A\(ANB))N(ANB) =0,
es decir, A\ (AN B)y AN B son conjuntos ajenos. Analogamente,
B=(B\(ANnB)UANB)y (B\(ANB)N(ANB) =2.
Por el teorema 22] se sigue que
Al = [A\ (AN B)| + (AN B)
|B| =B\ (AN B)| + [(AN B)|

y por el corolario 23] tenemos que
AN (AN B)| = [A] - [(An B)|
|B\ (AN B)| = |B| = [(AN B)

Finalmente, basta con observar que
AUB=(A\(ANB))U(B\(ANB))U(AUB),

donde los tltimos tres conjuntos son mutuamente ajenos. O
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5 Propiedades de los niimeros enteros

A partir de los conjuntos es posible construir todos los nimeros. Primero se
construyen los naturales[d En los ntimeros enteros tenemos dos operaciones:
la suma (+) y el producto (-), que tienen las propiedades siguientes.

Teorema 25 (Propiedades de la suma). Dados (cualesquiera) tres nimeros
enteros a, b y c, se cumplen las siguiente propiedades.

(a) Propiedades asociativa: (a+b)+c=a+ (b+c)
(b) Propiedades conmutativa: a +b=0>b+a
(¢) Existencia de neutro aditivo: a+0=0+a=0

(d) Existencia del inverso aditivo: Existe o' € 7 tal que a +a' = 0. Al
nimero a' se lo suele denotar como —a y quedaria a + (—a) = 0.

neutro y el inverso aditivos son unicos, es decir, siempre que tengamos
El t [ dit , decir, t
que a + ¢ = a, forzosamente c =0, y si a+b =0 entonces b = —a.

De lo anterior, la resta no es propiamente una operacion diferente, sino
la suma de un inverso aditivo. Formalmente, a — b = a + (—b).

Teorema 26 (Propiedades del producto). Dados (cualesquiera) tres niimeros
enteros a, b y ¢, se cumplen las siguiente propiedades.

(a) Propiedades asociativa: (a-b)-c=a-(b-c)

12 La siguiente es sélo una nota cultural, pueden omitirla sin consecuencias. Es intere-
sante, ya que su construccion es recursiva por medio de la operacion sucesor, dado un
conjunto A, el sucesor de A, se denota y define como

o(4) = AU {A}.

El ntimero cero corresponde al conjunto vacio, &; el nimero uno corresponde al sucesor del
cero, @ U {2} = {@}; el numero dos corresponde al sucesor del uno, {@} U {{@}} = {2,
{@}}; el namero del tres corresponde al sucesor del dos, {@, {g}} U {{o, {&}}} = {2,
{@}, {@, {&}}}, etcétera. Observa que solo utilizamos operaciones de conjuntos y parti-
mos de un s6lo conjunto, el vacio. Este es un tipo de construcciones muy importantes en
matematicas, las construcciones recursivas. Con base en esto, se pueden definir formal-
mente las operaciones usuales de suma y producto.

A partir de los naturales, se pueden definir los ntimeros enteros como parejas de niimeros
naturales y también se pueden definir las operaciones en los ntimeros enteros a partir de
las operaciones en los ntimeros naturales.

95



(b) Propiedades conmutativa: a-b=>5b-a
(c) Exzistencia de neutro multiplicativo: a-1=1-a=a
(d) Distributividad del producto sobre la suma: a-(b+c)=a-b+a-c

El neutro multiplicativo es inico, es decir, siempre que a -b = a entonces
b=1.

Teorema 27 (Ley de la cancelacion para la suma). Si a, b y ¢ son tres
numeros enteros tales que a + ¢ = b+ ¢ entonces a = b. Andlogamente, si
tenemos que ¢ +a = c+b.

Demostracion. Simplemente sumamos de ambos lados el inverso aditivo de
¢, asi tenemos que

at+c=b+c
(a+c)+ (—c) = (b+c)+ (—¢)
a+ (c+(=c))=b+ (c+ (—c))
a+0=b+0
a ="

O

Proposicion 28. Dado un numero entero a, el inverso aditivo del inverso
aditivo de a es igual a a, es decir, —(—a) = a.

Lo anterior nos podria parecer ‘evidente’; sin embargo no lo es.
Demostracion. Sabemos que a + (—a) =0y (—a) + (—(—a)) =0, asi:

a+(=a) = (=a) + (=(=a))

a+(—a) = (=(=a)) + (—a)
(a+(=a)) +a=((=(=a) + (-a)) +a
a+((=a) +a) = (=(=a)) + ((=a) + a)
a+0=(=(—a))+0
a=—(—a).
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Proposicion 29. Dado cualquier nimero entero a, se tiene que a-0 =0-a =

0.

Demostracion. Ya que el producto es conmutativo, basta con probar que
a-0=0. Tenemos que a-0 =a-(0+0) =a-0+a-0. Por lo tanto,
a-0=a-0+ a-0, sumando de ambos lados el inverso aditivo de a - 0,
llegamos a que 0 = a - 0. O

Teorema 30. Sia y b son dos numeros enteros tales que a -b =0 entonces
a=00b=0.

Para probar este resultado se necesita de una técnica de demostracion
que aun no hemos visto: la demostracion por inducciéon matematica.

Teorema 31 (Ley de la cancelacion para el producto). Si a, b y ¢ son tres
numeros enteros tales que ¢ #0 y a-c = b-c entonces a = b. Andlogamente,
si tenemos que ¢-a = c - b.

En el caso de los numeros enteros, no disponemos del inverso multiplica-
tivo, ya que por lo general éste no es un nimero entero. Por ejemplo, el
inverso multiplicativo del 2 seria !/5, pero '/, no es un ntimero entero.

Demostracion.

a-c=b-c
a-c+(—(b-¢c)=b-c+ (—(b-c))
a-c—b-c=0
(a—1b)-c=0.

Partimos de la igualdad que tenemos como hipotesis. Al sumar lo mismo
de ambos lados, seguimos teniendo una igualdad, pero elegimos sumar el
inverso aditivo de b - ¢ y, por lo tanto, nos quedara un cero a la derecha (en
el tercer renglon). Por el teorema [B0] tenemos que a —b =0 o ¢ = 0. Por
hipotesis, la dltima igualdad es falsa, se sigue que a — b = 0. Al sumar b de
ambos lados, obtenemos que a = b. O

Ahora le daremos un orden a los nimeros enteros. Como ya vimos pre-
viamente, un orden es un tipo particular de relacion. Dados dos nimeros
enteros a y b, diremos que a es menor que b (y lo denotaremos como a < b)
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si existe un nimero natural r, diferente del cero, tal que a + r = b, también
se lo llama menor estricto. Silo pensamos en la recta numérica, simplemente
estamos diciendo que el ntimero a esta a la izquierda de b. Decimos que a
es menor que o igual a b (y lo denotamos por a < b) si a < b o a = b.
Al conjunto junto con el orden también se lo llama orden; en los nimeros
enteros, tenemos los érdenes (Z, <) y (Z, <).

Para dos ntimeros enteros a y b, las expresiones a > b y a > b significan,
respectivamente, b < a y b < a. La expresion a £ b se lee «a no es menor
que b» y eso significa que a > b. Anélogalmente, la expresion a £ b se lee «a
no es menor que o igual a b» y eso significa que a > b.

Teorema 32. Los niumeros enteros con el orden menor estricto, es decir,
(Z, <), es un orden parcial, esto quiere decir que es una relacion irreflexiva

Vo(x £ x)

y es transitiva
VaVyVz((z <y ANy < z) =z < 2)

Recordemos que la formula Vz(x £ x) se lee «para todo x en Z, se tiene
que z £ z» y la formula VaVyVz((x < y Ay < z) = x < z) se lee «para
cualesquiera enteros z, y y z en Z, si x < y y y < z entonces se tiene que
T < 2».

Demostracion. Parala irreflexividad, procedamos por contradicciéon. Supong-
amos que no es cierto que Vz(x £ x), es decir, 3z(z < ). Por la definicion de
«menor quey, se sigue existe un nimero natural r, diferente de cero, tal que
x 4+ r = x; sin embargo, esto implica que » = 0, lo que es una contradiccion.

Para la transitividad, ya que © < y y y < 2, por definicién existen dos
numeros naturales, diferentes del cero, r; y ry tales que

r+r =

Y+ry=Z.
Despejamos y de la segunda ecuacion y la substituimos en la primera,

r+r =2+ (—1r)
x+(rp+re) = 2.
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Ya que rq y 79 son numeros naturales diferentes de cero, r; + 1 es un niimero
natural diferente de cero y, por la definicion de «menor quey, se sigue que

r <z
0

Teorema 33 (Propiedades del orden). (a) Dados tres nimeros enteros a, b
ye, sta<byc>0 entoncesa-c<b-c.

(b) Dados tres nimeros enterosa, b yc, sia <byc <0 entoncesa-c>b-c.

Demostracion. Inciso (a). Ya que a < b, existe un ntimero natural 7 tal que
a 4+ r = b. Al multiplicar ambos términos por ¢ y aplicar la ley distributiva,
sesigueque a-c+r-c=>b-c.

6 Divisibilidad

Ahora estudiaremos una relaciéon muy importante sobre los niimeros enteros:
la divisibilidad. Dados dos ntimeros enteros a y b, decimos que a divide a b
si y so6lo si existe un entero k tal que

b=a-k.

Lo denotamos por a | b. Los siguiente enunciados son formas equivalentes de
decir a | b:

a divide a b,

a es divisor de b,

a es factor de b,

b es divisible entre a y

e b es multiplo de a.

En caso de que a no divida a b (es decir, que para todd4 entero k,
siempre pasa que b # a - k), lo denotamos por a t b.

3Recuerda que, cuando negamos una proposicién con un cuantificador existencial,
obtenemos una proposiciéon con un cuantificador universal y en la definicién de divisi-
bilidad aparece un cuantificador existencial.
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Ejemplos

1. 3|12, ya que para k = 4, tene- 4. —1 |1, ya que para k = —1, te-

mos que 12 = 3 - 4. nemos que 1 = (—1)-(=1) = 1.
2. 5| =35, ya que para k = —7, 5. 710, ya que para k = 0, tene-
tenemos que —35 =5 - (—7). mos que 0 =7-0.
3. 1| —1, ya que para k = —1, 6. 517, ya que para todo entero
tenemos que —1 =1-(—1). k, tenemos que 1 -k # 7.

Es muy importante observar que a | b y a/b representan cosas completa-
mente diferentes. La primera es una relacién (puede ser que sea verdadera
o falsa) y la segunda es una operaciéon que nos arroja un valor. Por ejem-
plo, 0 | 0 es verdadera, ya que para cualquier ntimero entero k, se tiene que
0=0"-ky, por otro lado, 0/0 no esté definido.

6.1 Propiedades de la divisibilidad

Teorema 34. Consideremos tres niumeros enteros a, b y ¢, se satisfacen las
propiedades siguientes.

(a) a | a (a esta propiedad se la conoce como reflexividad). En particular,
0]0.

(b) a| 0 (todo nimero es divisor de cero).
(c) Sia|b entonces también se tiene que a | —b, —a | b y —a | —b.
(d) 1|ay—1|a (ellyel—1 son divisores de cualquier nimero).

(e) Si 0| a entonces a =0 (el unico nimero que tiene como divisor al cero
es el cero).

(f) Sia | byb| c entonces a | ¢ (a esta propiedad se la conoce como
transitividad ).

(9) Sial|b entoncesa|b-c.
(h) Sial|b entoncesa-c|b-c.

(i) Stalbyalcentoncesal|b+c.
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(j) Sia|bya|centoncesa|x-b+y-c, para cualesquiera enteros T y y.
Demostracion. (a) Para k = 1, tenemos que a = a-1. En particular, 0 = 0-1.
(b) Para k =0, tenemos que 0 = a - 0.

(c) Sabemos que a | b, es decir, existe un entero k tal que b = ak.

e Para a | —b, si tomamos k; = —k, tenemos que a - ki = a - (—k) =
—(a-k) = —b.

e Para —a | b, si tomamos ky = —k, tenemos que (—a) - ko = (—a) -
(—k)=a-k=b.

e Para —a | —b, si tomamos k3 = k, tenemos que (—a)-ks = (—a)-k =
—(a-k) = —b.

(d) Conk=a,a=1-kyconk=—a,a=(-1) k.

(e) Supongamos que a | 0; es decir, existe un niamero entero k tal que 0 = a-k.
U

Teorema 35. La divisibilidad satisface las propiedades siguientes.

(a) Es una relacion reflexiva, es decir, para todo nimero entero a, se tiene
que a | a.

(b) Es una relacion transitiva, es decir, para cualesquiera tres nimeros en-
teros a, b yc, sia|byb|c entoncesalc.

(¢) Para todo nimero entero a, se tiene que a | 0. En particular, 0 | 0.
(d) Para todo nimero entero a, se tiene que 1| a.
(e) Sia es un entero tal que 0 | a entonces a = 0.

(f) Dados dos enteros a y b, si a | b entonces también se tiene que —a | b,
al—by—al-b.

(9) Para dos nimeros enteros a y b, sia|b yb|a entonces |a| = |b].
Con k = a, tenemos que a = 1-a y con k = —a, tenemos que a = (—1)-(—a) =
1-a.
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Demostracion. Inciso (a). Para r = 1 tenemos que -1 =a y con 1’ = —1
tenemos a - (—1) = —a.

Inciso (b). Yaque a | by b | ¢, existen dos ntimeros enteros r; y 7o tales
que

CL'T’lzb

b- To = C
Al substituir, obtenemos que
(a-ri)-ra=a-(ri-r) =c
pero sabemos que 1 - 5 es un entero. Por lo tanto, a | c.

Inciso (e). Sia | b entonces existe un nimero entero r tal que a - r = b.
Basta con cambiar adecuadamente el signo de r para obtener las tres igual-
dades que muestran que —a | b, a | =by —a | —b.

Inciso (d). Yaquea | by b]| a, existen dos ntimeros enteros r; y rotales que
a-r1=byb-ry=a.
Al substituir una ecuacién en la otra, obtendremos

(a-1r)-19=0a

a-(ry-ry) =a.

Por la unicidad del neutro multiplicativo (teorema 26]), tenemos que 7 -1 =
1. O

7 Algoritmo de la divisién

;,Cuantas veces cabe el dos en el niimero siete? Pensémoslo en la recta real, asi
tendriamos en principio la figura[I4l Al menos, cabe un dos dentro de siete,
véase la figura[lil Y podemos repetir dos veces mas el mismo procedimiento,
como se muestra en la figura [16l
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Figura 15: 7 — 2 en la recta real

2 2 2

N —

(T-2)-2)—2=1
Figura 16: ((7 —2) — 2) — 2 en la recta real

7.1 Principio del Buen Orden

Recordemos que el conjunto de los nimeros naturales N (en nuestro caso, el
cero si es un niumero natural) esta ordenado, es decir, para cualesquiera dos
nimeros naturales n y m solo pueda darse uno de los siguientes:

n<<momn>1m o n=m.

Asi, si tomamos un conjunto de ntimeros naturales, por ejemplo A = {978,
5, 34, 121} o B = {z: x es un numero impar}, existe un elemento que es
menor que o igual a a todos los elementos del conjunto. En el caso del
conjunto A, el elemento menor es 5 y en el caso del conjunto B, el elemento
menor es 1.

Definicién 36. Consideremos un conjunto ordenado A. Dado un subcon-
junto X de A, si existe un elemento a € X que satisface que

para todo x € X se tiene que a < x,
decimos que a es un minimo o primer elemento de X y se lo denota por

min(X).
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No todo subconjunto de un conjunto ordenado tiene un primer elemento.
Por ejemplo, si existe min(N), pero no min(Z), min(@) o min({1: n € N'\
{0}}). Aunque es un enunciado que pudiera parecer bastante evidente, en
matematicas no lo es (por motivos que exceden el presente texto); es por esto
que tenemos el siguiente principio (el cual no se puede probar, es algo que
tomamos por cierto).

Principio 37 (Principio del Buen Orden). Todo conjunto no-vacio de nimeros
naturales posee un primer elemento.

Teorema 38 (Teorema del cociente/residuo). Dados dos nimeros enteros a
y d, donde d es positivo, existen dos unicos enteros q y r que satisfacen que

a=qd+r y 0<r<d, (7.1)
donde q es el cociente de a entre d y r es el residuo de a entre d.

Que los nimeros ¢ y r sean tnicos significa que si existen (otros) dos
nameros ¢’ y r’ que satisfacen lo mismo, es decir, que

a=q¢d+r y 0<7r <d,

entonces son los que ya tenfamos, es decir,

Demostracion. Por el momento, so6lo probaremos la existencia. Dados dos
enteros a y d, donde d es positivo, demostraremos que existen dos enteros ¢
y r tales que a = qd+ry 0 <r <d. Sia=0, entonces para ¢ =1 =0
tenemos que 0 = 0 -d + 0. Asi pues, podemos suponer que a # 0. Ahora,
consideraremos el conjunto

S={a—td:teZya—td>0}.

Probaremos que S es un conjunto no-vacio, para ello hay que exhibir algin
elemento que pertenezca a Sy consideraremos dos casos, dependiendo de si
a es positivo o negativo.

Caso 1. a es positivo. Para t = 0, tenemos que a —td = a—0-d = a y como
a > 0, se sigue que a € S.
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Caso 2. a es negativo. Para t = a, tenemos que a —td =a—ad =a(l—d) y
como d es positivo, tenemos que 1 — d < 0; se sigue que a(l — d) > 0.
Por lo tanto, a(l —d) € S.

Por lo tanto, S es un conjunto diferente del vacio y cuyos elementos son
numeros naturales. Por el principio del Buen Orden, S tiene un primer
elemento, sea a—tyd el primer elemento de S, para algin ¢ty € Z. Probaremos
que ¢ = tg y r = a—tod son los valores que buscamos. Al substituir, tenemos
que

a=qd+r
:t0d+a—t0d

= a.

Ahora, nos falta probar que 0 > a — tgd < d. La primera desigualdad se
sigue por la forma en como definimos S (es conjunto de niimeros no-negativos)
y la segunda la probaremos por contradiccion, es decir, supondremos que no
es cierto: a — tod > d. Pero entonces tendriamos que:

a—(to—l)dzo,

y para ¢ =ty — 1y r" = a— (tg — 1)d se cumple la primera de las condi-
ciones [[Jl En particular, tenemos que a — (ty — 1)d € S. Pero resulta que
a — (to — 1)d es menor que a — tpd, lo que es una contradiccion porque
escogimos a — tod como el menor elemento de S. Se sigue lo que queriamos
probar, que

0<a—tyd <0.

7.2 Numeros primos

Un nimero entero p, con p > 1, es primo si sus tnicos divisores positivos
son ¢l mismo y el uno. Consideremos un nimero entero n que no sea primo,
eso significa que existe un entero d mayor que uno y menor que n (es decir,
1 < d < n) tal que d | n. De la definicion de divisibilidad, existe un ntimero
entero k tal que n = dk. Notemos que d # 1y d # n, por lo tanto, 1 < k < n.
Asi, si n no es primo entonces

n = dk,
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con 1 < d,k < n. Por esto, a los niimeros primos se los suele llamar com-
puestos. Més ain, tenemos que:

Proposicion 39. Dado un nimero entero n mayor que uno, st n no es primo
entonces existen dos enteros d y k tales que

l<d,k<n y n=dk.
Teorema 40. Todo nimero entero mayor que uno tiene un divisor primo.

El teorema anterior dice que para todo nimeros entero n, con n > 1, existe
un nimero primo tal que p | n. En algunos casos es claro, por ejemplo, para
2,3 u 11, ya que todo niimero divide a si mismo, ellos mismos son el nimero
primo que buscamos. Si n no es primo, entonces, por la proposicion B9,
existen dos enteros d y k tales que 1 < d,k <n yn =dk. Sid es primo, ya
terminamos, pues d | n. En otro caso, volvemos a descomponer d y repetimos
el proceso.

Demostracion. Sea n un numero entero mayor que uno. Tenemos dos posi-
bilidades: n es 0 no es primo. Si n es primo, entonces n es un divisor primo
de n, con lo que habremos termino. Asi pues, supongamos que n no es primo.
Por la proposicion B9 existen dos enteros d; y ki tales que

n = diky y 1<d1,/€1<n.

De nuevo, tenemos dos posibilidades: d; es o no primo. Si d; es primo, ya
terminamos porque d; | n y, por lo tanto, d; es un divisor primo de n. En
otro caso, tendriamos que d; es compuesto. Asi, existen dos enteros dy v ko
tales que

dl = dgk‘g y 1< dg,k’g < dl.

Otra vez, tenemos dos posibilidades: dy es o no primo. Si ds es primo,
tenemos que ds | d; y ya sabiamos que d; | n, por lo tanto (por el teorema[35]),
tenemos que ds | n, es decir, dy es un divisor primo de n. En otro caso, ds
es compuesto y repetimos el procedimiento. De esta forma, obtendremos un
conjunto de enteros di, ds, ..., d,_1, d, tales que

0<d, <d_1<---<dy<dy <n,

para algtin entero positivo r.
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