Axiomas de la geometria del plano de D. Hilbert

Términos primitivos

e Punto.
e Linea.

Relaciones primitivas

e Fstar entre, una relacién ternaria entre puntos.

e Fstar en, una relaciéon binarias que relaciona puntos y lineas.

e (Congruencia, dos relaciones binarias, una que relaciona segmentos de
linea recty otra que relaciona éngulos.

I Axiomas de incidencia

I.1 Para cualesquiera dos puntos A y B, existe una linea que contiene tanto
a A como a B.

[.2 Para cualesquiera dos puntos A y B, no existe mas de un linea que
contiene tanto a A como a B.

[.3 Existen al menos dos puntos en una linea. Existen al menos tres puntos
que no estan en la misma linea.

IT Axiomas de orden

II.1 Si el punto B esté entre un punto A y un punto C entonces los puntos
A, By C son tres puntos distintos en una linea y B también esta entre
Cy A

I1.2 Para dos puntos A y C, siempre existe al menos un punto B en la linea
AC tal que C esta entre Ay B.

I1.3 Entre cualesquiera tres puntos en una linea, no existe mas de uno que
esté entre los otros dos.
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(Axioma de Pasch). Considérense tres puntos A, B y C' que no estan
en una linea y la linea a que no pasa por ninguno de los puntos A, B y
C. Si la linea a pasa a través de un punto del segmento AB, entonces
también pasa a través de un punto del segmento AC' o del segmento
BC'. (Intuitivamente, si una linea entra a un triangulo, debe de salir).

Axiomas de congruencia

Si Ay B son dos puntos en una linea a y si A’ es un punto en la misma
o en otra linea a’ entonces, dado un lado de A’ en la linea a’, siempre
es posible encontrar un punto B’ tal que el segmento AB es congruente
con el segmento A’B’. En simbolos, AB = A’B’. Todo segmento es
congruente consigo mismo.

Si un segmento AB es congruente con el segmento A’B’ y con el seg-
mento A”B” entonces el segmento A’B’ también es congruente con el
segmento A”B”. Es decir, si AB = A'B' y AB =~ A”B” entonces
A/B/ o~ A//B//-

Sean AB y BC dos segmentos en una linea a que no tengan puntos en
comun, ademés de B,y sean A’B’ y B'C’ dos segmentos en la misma
o en otra linea a’ que no tengan puntos en comun, ademas de B’. Si
AB= A'B"y BC = B'C’ entonces AC = A'C".

Sean Z(h,k) un angulo y una linea a’. Supongamos que escogido un
lado de la linea a’. Denotemos por k' el rayo sobre la linea a’ que parte
de un punto O’ en esta linea. Entonces existe uno y sélo un rayo &’ tal
que el angulo Z(h, k) es congruente con o igual al angulo Z(h', k') y, al
mismo tiempo, todos los puntos interiores del angulo Z(h’, k') caen en
el lado dado de a’. Simbdlicamente, Z(h, k) = Z(h',k’). Todo angulo
es congruente consigo mismo, es decir, ((h,k) = ((h, k).

Si el 4ngulo Z(h, k) es congruente con el angulo Z(h', k") y con el an-
gulo Z(h", k") entonces el angulo Z(h', k') es congruente con el angulo
Z(R" K"). Es decir, si Z(h,k) = Z(W, k') y Z(h,k) = Z(h', k") en-
tonces Z(h' k") = Z(h", K").

Si para dos triangulos ABC' y A’B’C’ se satisfacen las congruencias

AB= A'B', AC=2A'C'y LBAC = /B'A'C’
entonces la congruencia
LABC = LA'B'C'

se satisface también.



IV Axioma de Euclides

Sea a cualquier linea y A un punto que no esté en ella, entonces existe
a lo més una linea en el plano, determinada por a y A, tal que pasa
por A y no intersecta a a.

V Axiomas de continuidad

V.1 (Axioma de Arquimedes). Si AB y C'D son cualesquiera dos segmentos
entonces existe un niimero n tal que n segmentos C'D construidos con-
tiguamente a partir de A, a lo larto del rayo que parte de A hacia B,
rebasaran a B.

V.2 (Completud). Una extension de un conjunto de puntos en una linea
junto con relaciones de orden y congruencia que preserven las relaciones
existentes entre los puntos originales asi como las propiedades funda-
mentales del orden de la linea y las congruencias que se siguen de los
axiomas [-III y de V.1 es imposible.
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